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Oppikirjojakin voisi arvioida — ja eradin
muinaismuiston pelastaa

Monenlaisia asioita arvioidaan ja vertaillaan julkisesti.
Tekniikan Maailma testaa autoja ja autokorjaamoja,
Tietokone tulostimia ja digikameroita, Kuluttaja po-
lynimureita, paivé- ja aikakauslehdet taiden&yttelyja,
konsertteja ja kirjoja. On kuitenkin téarkeitd kirjoja,
joista ei juuri missddn mitddn kirjoiteta. Koulukirjat.

Yleissivistdvan koulun tarpeisiin julkaistaan jatkuvasti
suurin painoksin eri aineiden oppikirjoja. Kirjojen kus-
tantajat tekevat niitd tunnetuiksi mm. opettajille tar-
koitetuissa esittelytilaisuuksissa, joissa viestid viedddn
perille usein my6s hyvien tarjoilujen kera. Ja opet-
tajien yksityiset keskustelut tuntuvat aika usein liik-
kuvan oppimateriaalien ympéarilla. Viidakkorumpu vie
tietoa. Mutta onko kukaan n&hnyt esimerkiksi mate-
matiikankirjan arvostelua lehdessd? Témén kirjoitta-
ja on, 1940-luvun Matemaattisten aineiden aikakaus-
kirjoissa. Mutta nykyajan matematiikan "ammattileh-
distd”, Dimensiosta ja Arkhimedeksesta kirjaesittely-
jé hakee turhaan, samoin Opettajien ammattijarjeston
varikk#astd viikkolehdestd Opettajasta. Ei oppikirjoja
Helsingin Sanomatkaan arvostele. Oppikirjoja ei enda
arvostele mytskéadn Opetushallitus, jonka hyvaksymis-
merkinté oli taannoin kirjan valttdméaton laatutae.

Miksi on n#in? Ilkeimielinen tarkkailija saattaa aja-
tella kustantajien mainontaa. Voisivatko mahdollises-
ti kriittiset kommentit loukata ja ehké pysdyttdd mai-
nosrahan kulun? Tuskin sentdéin. Kustantajat ovat yli-
padnsé tottuneet tuotteittensa kriittiseen tarkasteluun

ja pitdvét varmaan lehtikirjoittelua omaakin markki-
nointia tukevana. Yhden kirjoitushaluttomuuden syyn
aistii, kun katselee oppikirjojen kansia. Kirjoilla on te-
kijoitéd helposti puoli tusinaa tai enemmaén, joten mah-
dollinen arvostelija saattaa joutua punnitsemaan tutta-
van tai ainakin tuttavantuttavan tyohon puuttumista.
Sellainen saattaa tuntua epédmieluisalta. Ja kun oppi-
kirja on erdénlainen opetuksen auktoriteetti oppilaisiin
péin, saattaisi kriittinen kommentti synnyttaa epamiel-
lyttavad keskustelua luokassa tai aina kriittisemmiksi
tulevien oppilaiden vanhempien parissa. Tai ehké op-
pikirjoja ei kukaan pidé silla tavoin kiinnostavina, etté
ajattelisi jonkun muun lukevan niiden esittelyjé.

Solmu aikoo nyt joka tapauksessa avata keskustelua
oppikirjoista julkaisemalla ensimméisen oppikirjaesit-
telynsé. Kohteeksi on valittu lukion pitkdn matematii-
kan kirjasarjat, joilla voi arvella olevan merkitysté ai-
ka suurelle osalle mahdollisia lukijoitamme. Arvostelija
ei ole kaikkitietdva tuomari, vaan hén esittdd henki-
l6kohtaisia mielipiteitddn, joihin voi yhtyé tai olla yh-
tyméattd. Omia mielipiteitdén voi tuoda esiin vaikkapa
Solmun keskustelupalstan kautta. Toivomme my0s, et-
td padnavauksemme saisi muutkin tahot, ennen muu-
ta oppikirjojen avulla tyctddn tekevét, siis opettajat
ja oppilaat, kirjoittamaan. Avoimen keskustelun luulisi
lopulta koituvan kaikkien oppikirjan parissa toimivien,
niin tekijéiden kuin kayttéjienkin eduksi. Solmun pals-
tat ovat avoinnal

Paikirjoitus
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* * *

Varttuneempien kansalaisten tavatessa nousee aina sil-
loin t&lléin muisteluksen kohteeksi laskutikku. Siihen
suhtaudutaan nostalgisen huvittuneesti: ajatella, kun
ei ollut laskimia, niin kaikilla oli laskutikku ja silla oi-
keasti laskettiin kaikenlaista.

Kévin talvella Helsingin messukeskuksessa Educa-
messuilla, opetusalan kaupallisessa suurtapahtumassa.
Monet nayttelyosastot pullistelivat erilaisia varikkaita,
kekselidita ja kalliitakin matematiikan opetuksen kon-
kreettisia apuvélineitd. Ajatelkaapa, jos joku sattuisi
nyt keksiméén laskutikun. Yksinkertaisen laitteen, jos-
ta suoraan ja havainnollisesti voi lukea niin nelitt, kuu-
tiot, neliGjuuret, kuutiojuuret, kadnteisluvut ja trigo-
nometristen funktioiden arvot ja jolla sananmukaises-
ti kdden kédnteessd voi kertoa ja jakaa mielivaltaisen

Matti Lehtinen

monta kertaa tai ratkaista ei vain yksittaista vaan kaik-
ki verrantoyhtélot ja siis esimerkiksi kaikki sinilauseel-
la ratkeavat kolmiot, ja jonka kaytto kehittdd suuruus-
luokan ymmértamisté ja interpolaation tajua ja antaa
konkretian logaritmikésitteelle. N&din monipuolisen lait-
teen keksijasta tulisi varmaan rikas, silld kaikki koulut
haluaisivat varustaa oppilaansa niillid. No, laskutikku
keksitiin 1600-luvulla ja se kuoli 1960-luvun lopussa,
kun taskulaskin teki sen tarpeettomaksi. Mutta lasku-
tikun hylk&amisessd meni lapsi pesuveden mukana.

Jos vanhempienne tai isovanhempienne kaapin két-
koistéd vield 1oytyy laskutikku, niin pelastakaa se heti
omaan kiyttoonne. Tutkikaa, miten se toimii, leikki-
k#a silld ja ottakaa se hyotykayttoon. Tehtavissa, joi-
hin laskutikku soveltuu, se on melkein aina nopeampi
kuin séhkoiset korvikkeensa, ja usein paljon hauskempi
ja opettavampi!

Paskirjoitus
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Luovat yhteisot

Jokainen verkkojulkaisemisen tai verkko-oppimateriaa-
lien kanssa tekemisissé ollut on todennéksisesti jossain
vaiheessa torménnyt késitteeseen Creative Commons
eli CC. Se on voittoa tuottamaton organisaatio, jonka
tarkoituksena on edistéé erilaisten materiaalien verkos-
sa tapahtuvaa julkaisemista ja kiyttoonottoa. Creati-
ve Commons julkaisee lisenssejé, joiden avulla jokai-
nen verkkomateriaalin tuottaja voi helposti méérittaa
materiaalinsa kayttoon liittyvat oikeudet ja rajoituk-
set ilman tarvetta lakimiehen apuun. Oikeuksien maé-
rittdminen on valttdmatontéd, jotta materiaalia voisi
kéyttid, monistaa ja muokata laillisesti. Tekijénoikeus-
laki antaa tekijélle yksinoikeuden esimerkiksi materi-
aalissa olevien kirjoitusvirheiden korjaamiseen, ja siksi
tarve muokkaamiseen syntyy materiaalia yllapidetties-
sd. Toinen oppimateriaalin osalta tyypillinen tilanne
syntyy, jos materiaalia joudutaan siirtdmé&an teknisesti
vanhentuneesta formaatista tai mediasta (esimerkiksi
VHS-kasetilta) uudenaikaisempaan. Oikeuksien hank-
kiminen jalkikdteen saattaa olla hyvin hankalaa, koska
kaikkia tekijoitd ei ehkéd pysytéd tavoittamaan. Paljon
kéayttokelpoista materiaalia menetetéddn, koska tallai-
siin asioihin ei ole kiinnitetty tarpeeksi huomiota ma-
teriaalia tuotettaessa.

Creative Commons -lisenssit, joita on télla hetkelld 11
erilaista, ovat muodostumassa standardiksi verkossa ta-
pahtuvassa ei-kaupallisessa julkaisemisessa. Kantavana
filosofiana on, ettd jokainen tekijin materiaaliinsa an-
tama oikeus on loppukéayttdjan etu, ja siksi on parem-
pi antaa vahéin oikeuksia kuin olla antamatta mitéén.

Antti Rasila

Tyypillisid rajoittavia lisenssiehtoja ovat esimerkiksi:
tekijin nimi mainittava, ei kaupalliseen kayttoon, ei
muokkausta (kdytto ja kopioiminen sallittu), sama li-
senssi muokatuille teoksille (nk. copyleft-lisenssi).

Standardoitujen lisenssien kdyttdmisestd saadaan esi-
merkiksi seuraavia etuja:

1. Lisenssiteksti on jo valmiiksi lakimiesten kirjoit-
tamaa ja tarkastamaa, eikd tdhédn tarvitse enéé
kéayttaa aikaa.

2. Materiaalien kayttéjat ja tuottajat tuntevat val-
miiksi lisenssien ehdot ja voivat luottaa niihin
tarvitsematta perehtyé jokaisen sopimuksen yk-
sityiskohtiin.

3. Ristiriitaisten lisenssien kéyttamisestd johtuvat
ongelmat erilaisten materiaalien yhdistdmisessé
véhenevit.

4. Lisenssi on saatavissa useilla eri kielilld, ja se
on havaittu yhteensopivaksi erilaisten kansallis-
ten lainsdddéntdjen ja kansainvilisten sopimus-
ten kanssa.

Creative Commons toimii my6s yhteistyossa erilaisten
hakukoneiden kanssa mahdollistaakseen lisenssiehtojen
mukaisten materiaalien etsimisen. Lisétietoa Creati-
ve Commonsin tavoitteista ja julkaisemista lisensseisti
loytyy verkkosivulta: http://creativecommons.fi/.

Toimitussihteerin palsta
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Johtosuora ja polttopiste: toisen asteen

kayrat

Petteri Harjulehto
Matematiikan ja tilastotieteen laitos, Helsingin yliopisto

Johdanto

Toisen asteen kéyriksi sanotaan kaikkia niité tason kéy-
rid, jotka ovat muotoa

az® + by* + cxy +dr +ey+ f = 0.

Téassé a, b, ¢, d, e ja f ovat reaalilukuja. Tassé kirjoituk-
sessa paneudumme paraabeliin, ellipsiin ja hyperbeliin.
Yl6spéin aukeavan paraabelin, jonka huippu on origos-
sa, yhtélo on

2

y = ax”, missid a > 0.

Origokeskisen ellipsin yht&lo on
az? 4+ by? = 1, missé a,b > 0,
ja origokeskisen hyperbelin yhtéloé on
az? —by? = +1, missi a,b > 0.

Osoitamme, etti paraabeli, ellipsi ja hyperbeli ovat hy-
vin samankaltaisia kdyrid ja niille voidaan antaa yh-
teinen geometrinen mééritelmé. Valitsemamme mééri-
telmé perustuu annettuun suoraan,pisteeseen ja reaali-
seen vakioon. Tamaé ei ole ainut geometrinen méaéritel-
maé, vaan esimerkiksi ellipsi ja hyperbeli voidaan mé&é-
ritelld myos kahden polttopisteensa avulla.

Olkoot [ annettu tason suora ja P annettu tason piste,
joka ei ole suoralla [. Olkoon e positiivinen vakio. Tut-
kimme niiden pisteiden uraa, joiden etéisyys pisteesté
P on vakio e kertaa etiisyys suorasta [. Uraan kuuluvat
siis kaikki pisteet @), jotka toteuttavat yhtdlon

dist(Q, P) = edist(Q, ). (1)
Téssé dist tarkoittaa kahden pisteen tai pisteen ja suo-
ran vélistd (euklidista) etéisyyttd. Suoraa | sanotaan
johtosuoraksi, pistettd P polttopisteeksi ja vakiota e
eksentrisyydeksi. Jos 0 < e < 1, sanomme, ettd ura
on ellipsi, jos e = 1, niin paraabeli, ja jos e > 1, niin
hyperbeli. Lisdtietoja valitsemastamme maééritelmésta
l6ytyy kirjasta

D. A. Brannan, M. F. Esplen ja J. J. Gray: Geometry,
Cambridge University Press, 1998.

Paraabeli

Tutkimme aluksi tapausta e 1. Olkoon a > 0, [,
suora y = —a ja P, piste (0,a). Etsimme pisteitd, jot-
ka ovat yhtéd kaukana johtosuorasta ja polttopisteesta.
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Pisteen @ = (z,y) etdisyyteen suorasta [, ei vaiku-
ta lainkaan z-koordinaatti, joten saamme etéisyydeksi
|y + al. Pisteiden @ ja P, viliseksi etéisyydeksi saam-
me tutulla kaavalla \/(z —0)2 + (y — a)2. Yhtils (1)
muuntuu siis muotoon

V(@ =02+ (y—a)?=ly+al

Korottamalla molemmat puolet toiseen potenssiin
saamme

22 +y? — 2ay + a® = y® + 2ay + d?,

ja edelleen
2

2?2 =dayeliy = $—.
4a

Kyseessé on siis tuttu ylospéin aukeava paraabeli, jon-
ka huippu on origossa. Kuvaan 1 on piirretty tapaus
a = 1 seké johtosuora ja polttopiste.

=
[N o N

4
3

Lol g1y

rmrrrrrrrrro7mrrTT1rriVv
-3 2 1

TrTrTrTrrrrrrrrrorn
1 2 3

o
o

T T T P

AN

Kuva 1. Paraabeli.

Vastaavasti saamme alaspéin aukeavan paraabelin va-
litsemalla y = a ja (0,—a). Valinnoilla z = —a ja

(a,0) sekd * = a ja (—a,0) saamme muotoa x = %

2
ja x = —%- olevat paraabelit.

Paraabelin muotoon vaikuttaa vain johtosuoran ja polt-
topisteen vilinen etéisyys. Néin esimerkiksi Kuvan 1
paraabeli on yhtenevé kaikkien niiden paraabeli kanssa
joiden johtosuora on y = —1 ja polttopiste on muotoa
(r,1), misséd r on reaaliluku. Niiden kaikkien paraabe-
lien huipput sijaitsevat x-akselilla.

Valitsemalla suoran, joka ei ole kummankaan koordi-
naattiakselin kanssa yhdensuuntainen, saamme "vinos-
sa” olevan paraabelin. Olkoon esimerkiksi y = = + 1
johtosuora ja (—2,2) polttopiste. T&lldin pisteen @ =
(z,y) etdisyys johtosuorasta on

N-z+(-1)-y+1]
12 4+ (—1)2

ja  pisteen @  etdisyys  polttopisteestd  on
V(z+2)2+ (y—2)2 Yhtdls (1) muuntuu siis muo-
toon

|z —y + 1

V(e +2)2+(y—2)2 = EEwey=S

Korottamalla molemmat puolet toiseen potenssiin ja
muokkaamalla saatua tulostaa saamme

22 4+ y? + 22y + 62 — 6y + 15 = 0.

Tamén paraabelin kuvaaja, yhdessd johtosuoran ja
polttopisteen kanssa, on esitetty Kuvassa 2.

e (&)

w

]
H\\N

o
T T ™

o o e e e e S S N N ML B b o
5 -4 -3 2/1

Kuva 2. Paraabeli.

TS

Ellipsi

Tutkimme sitten tapausta 0 < e < 1. Olkoon a > 0.
Valitsemme johtosuoraksi 2 = a/e? ja polttopisteeksi
(a,0). T&llsin yhtdls (1) muuntuu muotoon

\/(x—a)2—|—(y—0)2:e‘x—§2 .

Korottamalla molemmat puolet toiseen potenssiin ja
muokkaamalla saatua lauseketta saamme

€ 2

—2x + = ]_, 2

a? a?(1 —e?) Y @)
Kyseessd on origokeskeinen ellipsi. Valitsemalla johto-
suoraksi z = —a/e? ja polttopisteeksi (—a,0) saamme
saman ellipsin.
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Valitsemme sitten johtosuoraksi y = a/e? ja polttopis-
teeksi (0, a). Télloin saamme

e? , N €2
a2y (

—_— 2 =
. e2>x 1. (3)

Kuvassa 3 on esitetty ellipsien (2) kuvaajat tavallisella
viivalla ja ellipsien (3) kuvaajat katkoviivalla arvoilla
% jae = % sekd a = 1. Saman eksentrisyyden
omaavat ellipsit ovat samanmuotoisia, mutta ne ovat
toisiinsa ndhden 90 asteen kulmassa.

e =

by

A
L1

Kuva 3. Origokeskeisii ellipsejé.

Miten eksentrisyys vaikuttaa ellipsin muotoon? Kiinni-
tdmme johtosuoran ja polttopisteen, esimerkiksi z = 3
a (1,0). Tallsin saamme ellipsit

(1 —e2)a? + 42 + (6e2 —2)z + 1 — 9% = 0.

Kuvassa 4 on esitetty johtosuora, polttopiste seké el-

lipsit eksentrisyyden arvoilla % (sisimméinen), % (kes-

kimméinen) ja 2 (ulommainen).

N

Jz

Kuva 4. Ellipseja eksentrisyyden eri arvoilla.

Kéayttdmamme méaadritelmé ei suoraan anna mahdolli-
suutta madritelld ympyraéd. Ympyré voidaan kuitenkin
tulkita ellipsiné, jonka johtosuora on #arettomyydes-
sd. Kiinnitdmme polttopisteeksi origon ja johtosuorak-
siz = %, a> 0. Télloin saamme ellipsit

(1 —e*)a? 4+ y? + 2ear = a>.

Kun e — 0, niin johtosuora etiisyys origosta kasvaa
rajatta, ja saamme

22 4 y? = a2,
joka on origokeskinen a sdteinen ympyra. Kuvassa 5
on esitetty ellipsit eksentrisyyden arvoilla %, %, %, % ja

L
100°

kun a = 1.

Kuva 5. Ellipsejd, kun johtosuora ldhestyy dédretonta.
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Hyperbeli

Viimeiseksi tutkimme tapausta e > 1 eli hyperbelia.
Valitsemme saman johtosuoran ja polttopisteen kuin
orikokeskisen ellipsin tapauksessa eli z = a/e? ja (a, 0),
a > 0. Tallsin yhtils (1) muuntuu muotoon

a
Vie—aP+ -0 =ela— 5.
Saamme tdméan muokattua muotoon

e? 5 e?

o

a? a?(e? — 1)
Kyseessd on origokeskinen hyperbeli. Valitsemalla joh-
tosuoraksi & = —a/e? ja polttopisteeksi (—a,0) saam-
me saman hyperbelin. Kuvassa 6 on ensiksi mainittu
hyperbeli, johtosuora ja polttopiste, kun e = 2 jaa = 1.

L
= w
J

o
wn

o

TT [T T T 1T ¢T 1T 1711
0 1 15

-15 -0/5

S
]

[N

T T N T T N A 1% {

=
o

Kuva 6. Hyperbeli.

Piirrdmme lopuksi samaan kuvaan paraabelin, ellipsin
ja hyperbelin. Tatd varten kiinnitdmme johtosuorak-
si = 3 ja polttopisteeksi origon. Tillsin yhtéls (1)
muuntuu muotoon

vai+y?=elzr -3,
mistd saamme
(1—e*)a? +y? + 6e’x — 9e? = 0.

Kuvasta 7 on esitetty kuvaajat eksentrisyyden arvoilla
%7 1,2, seké johtosuora ja polttopiste.

III(II\’V‘(IIIIIIIIIIIIIIIIII
) u 4 8

Kuva 7. Paraabeli, ellipsi ja hyperbeli.
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Suklaa, kauneus ja matematiikka

Tuomas Korppi
Matematiikan ja tilastotieteen laitos, Helsingin yliopisto

Ratkaisun l6ytdminen matemaattiseen probleemaan ei
ole useinkaan helppoa. Téssé tekstisséa kuvailen ajatus-
prosessin, jonka jouduin kdymé#an lapi saadakseni rat-
kaistua Tommi Sottisen minulle esittdmén kysymyksen.

Oletetaan, ettd meilld on k x [ = n palan suklaalevy,
joka pitaisi pilkkoa yhden palan kokoisiksi osiksi. Kéy-
tdmme seuraavaa menetelmad:

Katkaisemme levyn palojen vilistd (suoraviivaista) ja-
koviivaa pitkin, ja saamme kaksi osaa. Sen jilkeen valit-
semme jonkun osan, ja katkaisemme sen palojen vilista
jakoviivaa pitkin. Toistamme tétd osan valitsemista ja
sen halkaisemista, kunnes suklaa on tédysin pilkottu.

Ylliesitetty pilkkomissysteemi jattéaéd kuitenkin pilkko-
jalle valinnanvaraa. Hén voi esimerkiksi aloittaa hal-
kaisemalla levyn joko pitkittdis- tai poikittaissuunnas-
sa. Han voi myos halkaista levyn keskelta tai katkaista
pelkéstddan yhden rivin levyn paésta. Pilkkoja on lais-
ka, ja niinpé hén haluaisi saada levyn yhden palan ko-
koisiin osiin mahdollisimman v&halla tyolld. Kuinkahan
hénen kannattaisi kayttaé pilkkomissysteemin jattama
valinnanvara?

Kysymys: Kuinka pilkkomiskohdat kan-
nattaisi valita, ettd suklaalevy saataisiin

yhden palan kokoisiksi osiksi mahdollisim-
man vahilld pilkkomisilla? Kuinka monta
pilkkomista tdlloin tarvitaan?

Tietokoneohjelmoinnin matemaattisessa tarkastelussa
torméatadn usein ylldesitetyn kysymyksen kaltaisiin
probleemoihin. Tietokone pitéisi saada ratkaisemaan
haluttu ongelma mahdollisimman vahilld laskenta-
askeleilla, ja usein kéy niin, ettd ensiksi mieleen tuleva
tapa ei ole nopein mahdollinen.

Tarkastellaan esimerkiksi listaa, jossa on n lukua suu-
ruusjérjestyksessi, ja tietokone pitéisi ohjelmoida vas-
taamaan kysymykseen ”onko luku k listassa?” Voim-
me esimerkiksi kirjoittaa ohjelman, joka kiy listan lapi
alusta loppuun, ja jokaisen listan alkion kohdalla tar-
kastaa, onko kyseinen listan alkio k. Ohjelma toimii,
mutta se joutuu tekeméin pahimmillaan n askelta, yh-
den jokaista listan alkiota kohti.

Parempi tapa ratkaista ongelma onkin seuraava: Tar-
kastellaan ensin listan keskimmiisti alkiotal. Jos se on
k, on ongelma ratkaistu. Jos se on suurempi kuin k, tar-
kastellaan jatkossa pelkéstéén listan alkupuolta. Jos se
on pienempi kuin k, tarkastellaan jatkossa pelkéstdan
listan loppupuolta. Seuraavaksi otetaan edelld valittu
listan puolikas, ja sen keskimméinen alkio. Jos se on
k, on ongelma ratkaistu. Jos se on suurempi kuin k,

1 Jos listassa on pariton miira alkioita, on listassa yksikisitteinen keskimméinen alkio. Mikili listassa on parillinen méirs alkioita,
valitaan jompi kumpi kahdesta keskimméisesté alkiosta. Menetelmén toimivuuden kannalta on yhdentekevid, kumpi valitaan.
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tarkastellaan jatkossa pelkéistdén valitun listanpuolik-
kaan alkupuolta. Jos se on pienempi kuin k, tarkastel-
laan jatkossa pelkéstdéan valitun listanpuolikkaan lop-
pupuolta. Toistetaan sama valitulle listan neljésosalle,
sitten kahdeksasosalle, ja niin edelleen, kunnes k on 16y-
tynyt, tai valittu listan osa on huvennut tyhjiin (jolloin
k ei ole listassa). Tilld menetelméilld vaaditaan enim-
milldén noin log, n laskenta-askelta: Jos listan pituus
on esimerkiksi 65536 alkiota, askeleita on enimmilldan
vain 16, eli systeemi on huomattavan nopea.

Suklaalevya voidaan puolitella hiukan samaan tapaan
kuin taulukkoa ylla, joten matemaattisesti koulittu
henkil6 muodostaa ldhes alitajuisesti seuraavan konjek-
tuurin:

Hyvélld taktiikalla vaadittu pilkkomisten
mééra on jotakuinkin log, n.

Havaitaan myés, ettd saman kokoisia, mutta eri muo-
toisia levyja voidaan pilkkoa eri tavalla. 4 x 1-levystéa
voidaan ottaa yksi pala erilleen, mutta 2 x 2-levystéa
taytyy lohkaista kaksi palaa kerralla. Niinpd muodos-
tamme seuraavan konjektuurin:

Suklaalevyn muoto eli "geometria” vaikut-
taa vaadittujen lohkomisten méaaraén.

Tamé on taysin normaali menetelmé probleemoja rat-
kaistessa: Ensin arvataan vaittdmié, ja sitten yritetdan
todistaa ne. Téssd tapauksessa sankarimme ei kuiten-
kaan keksi, kuinka n#ita konjektuureja voisi lihted to-
distamaan.

Kun lennokkaat ideat eivét toimi, on aika palata maan
tasalle. Otamme siis pienié levyjé, ja tapaus tapauksel-
ta katsomme ldpi, kuinka monta pilkkomista ne vaati-
vat. Tarkoituksena on nihdé, josko levyn koon/muodon
ja vaaditun pilkkomisten méadran vélille 16ytyisi jokin
yhteys.

e 1 x 1-levy? Se on jo valmiiksi yhden palan kokoi-
nen. Siis 0 pilkkomista.

e 2 x 1-levy? Sen voi pilkkoa vain yhdelld tavalla.
Siis 1 pilkkominen.

e 2 x 2-levy? Ainoa tapa on pilkkoa ensin kahdeksi
2 x 1-levyksi, jotka pilkotaan sitten yhden palan
kokoisiksi. Siis 3 pilkkomista.

e 4 x 1-levy? Nyt voidaan pilkkoa kahdella taval-
la. Ensimmé&inen vaihtoehto on pilkkoa ensin kah-
deksi 2 x 1-levyksi, jolloin tilanne on sama kuin
edellisessé tapauksessa. Toinen vaihtoehto on ir-
roittaa ensin yksi pala, sitten yksi pala lisda, ja
lopuksi halkaista 2 x 1-levy kahtia. Siis 3 pilkko-
mista kummallakin tavalla.

e 3 x 2-levy? Edelleen kaksi tapaa pilkkoa. Joko en-
sin kahdeksi 3 x 1-levyksi, jotka paloiksi, tai ensin
kolmeksi 2 x 1-levyksi, jotka paloiksi. Molemmilla
tavoilla 5 pilkkomista.

Kaikissa ylldmainituissa tilanteissa kavi niin, ett& n pa-
lan levyn paloittelu vaati n — 1 pilkkomista riippumat-
ta levyn geometriasta tai valitusta pilkkomistaktiikas-
ta. Téassé vaiheessa heitimmekin edelliset konjektuurit
romukoppaan, ja yritdmme todistaa uutta konjektuu-
ria:

Kaikilla luonnollisilla luvuilla n pétee, etté
n palan levyn paloittelu vaatii n — 1 pilk-
komista riippumatta levyn geometriasta tai
valitusta pilkkomistaktiikasta.

Todistettaessa vaittdmia kaikille luonnollisille luvuille
kannattaa kayttda induktiota:

e n = 1:1 x 1-levyn paloitteluun tarvitaan 0 pilk-
komista. Siis véite pétee téssd tapauksessa.

o n > 1 mielivaltainen, vdite pdtee kaikille luvuille
m, jotka ovat pienempid kuin n: n palan kokoi-
nen levy pilkotaan ensin kahteen osaan (1 pilk-
kominen!), kooltaan m, m’. Sitten m ja m’ pa-
lan kokoiset osat pilkotaan yhden palan kokoi-
siksi. Tamé vaatii m — 1 ja m’ — 1 pilkkomis-
ta induktio-oletuksen nojalla (ja on riippuma-
ton pilkkomistaktiikasta). Yhteensi siis tehdédéin
m-1)+m-1)+1l=m+m' —1=n-1
pilkkomista. Induktio valmis.

Nyt olemme todistaneet konjektuurimme. Induktioto-
distuksissa on yleensd yksi ikdvéa piirre. Ne kertovat
meille, ettd viite pétee, mutta ne eivit kerro meille,
miksi se patee. Loytyisikohdn konjektuurillemme toi-
nen todistus, joka auttaisi meitd hahmottamaan tilan-
teen paremmin?

n palan kokoisen levyn paloitteleminen vaatii n—1 pilk-
komista. Olisikohan prosessin vaiheilla jokin sellainen
ominaisuus, joka kasvaa pilkkomisen my&td? Siis niin,
ettd alussa tuo ominaisuus olisi yksi, yhden pilkkomi-
sen jilkeen kaksi, kahden pilkkomisen jdlkeen kolme ja
niin edelleen, ja kokonaan paloitellulla levylla n?

Téssé vaiheessa ratkaisija lyd otsaansa. Téllainen omi-
naisuus on tietysti olemassa, nimittdin suklaapalasten
maira!

Niinpa saamme konjektuurillemme seuraavan todistuk-
sen:
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Alussa suklaa on yhdessé klontissé, ja ha-
luttua lopputilaa luonnehtii se, etté suklaa
on n osassa. Jokainen pilkkominen kasvat-
taa osien madrdd yhdelld (riippumatta va-
litusta pilkkomistaktiikasta), joten n osaan
padseminen vaatii n — 1 pilkkomista.

Matematiikassa on kauneutta. Matemaattinen kauneus
ei kuitenkaan synny kauniista kisialasta tai sulavas-
ti piirretyistd summamerkeistd, vaan se on ennemmin
samaa lajia kuin hyvén vitsin aiheuttama esteettinen
mielihyvé: Tilanne ratkeaa, kun se ndhd&in uudessa,

yllattavissa valossa.

Epilogi: Téasséd tapauksessa osoittautui, ettd vaadittu
pilkkomisten mééra ei ollutkaan suklaalevyn koon lo-
garitmi, vaikka aluksi niin yritinkin osoittaa. Pilkko-
misongelman kysymyksenasettelua voidaan kuitenkin
muuttaa niin, ettd "pilkkomisten méard on jotakuinkin
suklaalevyn koon logaritmi” on oikea vastaus. Keksiiko
lukija, millaisia operaatioita suklaalevyn pilkkojalle pi-
taisi sallia, ettd hén saisi suklaan pilkottua yhden palan
kokoisiin osiin ajassa, joka on jotakuinkin logaritmi le-
vyn koosta? Millaisilla levyilld pilkkomisten mééra on
tarkalleen logy n?
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Moniarvoiset kompleksifunktiot ja

laskentaohjelmat

Simo K. Kiveli
Matematiikan laitos, Teknillinen korkeakoulu

Matti Lehtisen artikkeli Kaikki tarpeellinen kompleksi-
luvuista sisélsi tiiviin yhteenvedon kompleksiluvuista,
mutta kaikkea laskentaohjelman kayttéjélle tarpeellis-
ta ei ehka kuitenkaan tullut sanotuksi.

Jos nimittédin yrittdd laskea luvun —1 kuutiojuurta
melkeinpéd milla tahansa modernilla laskentaohjelmal-
la tai kompleksiluvut tuntevalla laskimella, tulokseksi

tulee

d}—1— +ZT

1
2
Eiko tamaé siis olekaan —17

Olkoon z; = =1+ ja zo = —1 + 24, jolloin z129 =
—1 + 3¢. Télloin laskentaohjelma antaa

log(z1) + log(22) — log(z122) = 2mi,

misséd log tarkoittaa luonnollista logaritmia, kuten
kompleksifunktioiden yhteydessd on tapana merkité.
Eiko tavallinen logaritmien laskusédénto siis padekddn
kompleksialueella?

Ilman laskentaohjelmaakin voidaan ajautua kummalli-
siin laskuihin:

—l=ii=v-IV-1=/(-1)(-1)=V1=1

Koska 1 ja —1 tunnetusti ovat eri asioita, jonkin yh-
taldisyysmerkin taytyy olla vaéri, ehkéd useammankin.
Mutta miké niistd on vadra?

Selityksend on, ettd kompleksifunktiot ovat hieman
mutkikkaampia olioita kuin vastaavat funktiot reaa-
lialueella. Voidaan ajatella, ettd neliGjuurella on kak-
si arvoa: esimerkiksi 4 = +2; v—=3+4i =1+ 2¢ tai
= —1 — 2¢. Kuutiojuurella on vastaavasti kolme arvoa,
kuten Matti Lehtisen artikkelista ilmenee. Logaritmilla
arvoja on ddrettomén paljon: log z = log |z| + i arg z +
2nmi, missd n on miké tahansa kokonaisluku.

Téllaiset kompleksifunktiot eivit oikeastaan ole funk-
tioita lainkaan nyky&in kiytetyn mééritelmén mieles-
sd. Funktiolta f : C — C nimittédin vaaditaan, ettid se
liittda jokaiseen ldhtojoukon pisteeseen yksikdsitteisen
maalijoukon pisteen. (Lihtdjoukko voi toki olla koko
kompleksitasoa suppeampikin joukko, kuten logaritmin
tapauksessa onkin: origo ei kuulu joukkoon.)

Aiemmin kompleksifunktiot on yleensd mielletty mo-
niarvoisina funktioina ja silloin mik&én edelld maini-
tuista esimerkeisté ei ole ongelmallinen: On vain ajatel-
tava, ettd kun monista mahdollisista arvoista valitaan
vksi oikealla tavalla, niin kaavat toteutuvat.

Nykyéan kuitenkin yleensé pitdydytadan funktion mai-
ritelmén yksikésitteisyysvaatimukseen ja laskentaohjel-
mien tapauksessa tdmé on valttamatontakin.
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Talloin joudutaan uuden ongelman eteen: Miten useis-
ta mahdollisista arvoista kiinnitetdén se, joka mééritel-
ladn funktion arvoksi? Ongelma koskee nelijuurta jo
reaalialueellakin, ja télloin arvoksi tunnetusti kiinnite-
tadn kahdesta vaihtoehdosta positiivinen: V4 = +2 tai
yleisemmin V22 = |z].

Kompleksialueella yhté yksinkertaista ratkaisua ei ole.
Léhtokohtana on kompleksiluvun napakulman eli ar-
gumentin arvojen kiinnittdminen. Tadmakin on nimit-
tdin moniarvoinen funktio: Jos luvun z argumentti on
arg z = ¢, jokainen luku ¢ + 2nm, missd n on kokonais-
luku, kelpaa argumentiksi aivan yht& hyvin. Argument-
ti kiinnitetdén yleensi viilille —7 < argz < 7. (Tami
johtaa laskennallisesti yksinkertaisempiin lausekkeisiin
kuin jossakin mielessd luontevampi ja varsinkin aikai-
semmin ldhes yksinomaan kéytetty valinta 0 < arg z <
27.)

Argumentin kiinnittdminen ratkaisee arvojen valinnan
seké juurten ettd logaritmin tapauksessa. Juuren /z
arvoksi valitaan se, jonka argumentti on arg z/n. Loga-
ritmin tapauksessa monikésitteisyys johtuu argumen-
tin monikésitteisyydesté, jolloin argumentin kiinnitté-
minen antaa mééritelmén suoraan: logz = log|z| +
1arg z. T&lla tavoin yksikésitteisesti méariteltyja funk-
tioita kutsutaan usein moniarvoisen funktion pdadhaa-
raksi. Jos arvon kiinnittdminen on tehty jollakin muulla
tavalla, puhutaan sivuhaarasta.

Esimerkiksi luvun &/—1 arvo mésraytyy siité, ettd lu-
vun —1 napakulma eli argumentti kompleksitasossa
on m, ja kuutiojuuri on siis kolmesta vaihtoehdosta se
kompleksiluku, jonka napakulma on 7/3.

Kaikkea ei kuitenkaan voi saada. Kiinnittdmallda mo-
nista mahdollisista arvoista yksi menetetdin monet to-
tutut laskusddnnot. Esimerkiksi \/z122 = /z14/22 ei
yleisesti pidde, sama koskee tulon logaritmin laskuséén-
t6d. Sainnot ovat kuitenkin 'melkein’ voimassa: Synty-
vét erot voidaan luonnehtia siten, ettd on tapahtunut
siirtyminen saman funktion jollekin sivuhaaralle.

Monihaaraisten funktioiden ongelma ei rajoitu juuri-
tal logaritmifunktioihin. Esimerkiksi trigonometristen
funktioiden kéanteisfunktiot, ns. arcus-funktiot ovat
moniarvoisia jo reaalialueella. Naidenkin arvot kiin-
nitetddn nykyadn yksikésitteiselld tavalla. Esimerkik-
si tan(w/4 +nm) = 1 kaikilla kokonaisluvuilla n, mutta
kédnteisfunktiolle arctan asetetaan arctan(l) = 7 /4.

Harjoitustehtiva

Lukija saakoon lopuksi harjoitustehtavin: Kompleksi-
tason yksikkGympyridn parametriesitys on z = cos(t) +
isin(t), —m < t < m, ts. kaikki yksikkdmpyrén pisteet
saadaan antamalla parametrille ¢ kaikki arvot kyseisel-
ta véliltd. Yksikkoympyrda kuvataan kompleksitasoon
(tason kopioon, voidaan ajatella) kuvauksella

misséd p on luonnollinen luku. Millainen kayra talloin
syntyy, kun vaaditaan, ettd p:nnen juuren arvot on va-
littava funktion sopivilta haaroilta siten, ettd kayristi
tulee jatkuva?

Helpointa on ehké kirjoittaa ohjelmakoodi, joka piirtaé
tallaisia kayrida. Malliksi kdyra arvolla p = 3. Piparkak-
kukéyrista on yleisestikin kyse.
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Painopiste

Markku Halmetoja
Méntén lukio

Sanomme tasa-aineiseksi kappaletta, jonka materiaalis-
sa ei ole sisdisid tiheyden vaihteluja. Tallaisen kappa-
leen painopisteen sijainti voidaan joskus péétella kap-
paleen muodon perusteella. Esimerkiksi tasa-aineisen
pallon painopiste on selvésti pallon keskipiste. Jos
tasa-aineisella kappaleella on symmetria-akseli, niin
painopiste on akselilla ja jos kappaleella on useampia
symmetria-akseleita, niin painopiste on niiden leikkaus-
piste. Tutkimme painopisteen laskemista siinéd tapauk-
sessa, ettd kappaleella on yksi symmetria-akseli. On-
gelma johtaa integraalilaskentaan ja tarjoaa mainioita
mahdollisuuksia soveltaa lukiossa opittua laskutekniik-
kaa. Tarvittavan perusfysiikan kertaamiseksi tutkimme
aluksi suoralla sijaitsevaa diskreettid massajakaumaa.

Pistemaiset massat mq, ... , my, joiden summa on m,
sijaitkoot x-akselin pisteissé z1, ... , x,. Painopiste u si-
jaitsee jossakin véleistd [, Zx+1[. Jakauma on p:n suh-
teen tasapainossa, jos pisteisiin x; vaikuttavien voimien
w:n suhteen laskettujen momenttien summa on nolla.
Koska massat ovat suoralla, voimme merkitd p:n mo-
lemmin puolin laskettujen momenttien itseisarvot kes-
ken&dn yhtéasuuriksi.

Kuva 1.

Saamme yhtdlon

josta edelleen

1 n
I miglxm (1)

Perehdymme seuraavaksi kappaleisiin, joiden massaja-
kauma on jatkuva. Integraalilaskennan perusidean ker-
taamiseksi katsomme aluksi, miten kappaleen tilavuus
lasketaan.

Olkoot a ja b kappaleen &éripdiden projektiot z-
akselilla. Jos kappaletta leikataan z-akselia vastaan
kohtisuorilla tasoilla ja tunnetaan leikkauskuvion
pinta-ala A(z) jokaisessa pisteessd x € [a, b], niin kap-
paleen tilavuus voidaan laskea.
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a r Kuva 2. b
Kohdassa x oleva tilavuusalkio on dV = A(z)dx ja

kappaleen tilavuus saadaan summaamalla vililld [a, b]
olevat tilavuusalkiot:

b b
:/dV:/Axdx

Oletamme nyt, ettd kiinteédllda kappaleella on yksi
symmetria-akseli, jonka valitsemme z-akseliksi. Kap-
paleen #aripdit sijaitkoot pisteissd a ja b. Madritam-
me kappaleen painopisteen momenttiehtoa soveltamal-
la. Jaetaan kappale z-akselia vastaan kohtisuorilla ta-
soilla levymaisiksi massa-alkioiksi kuvan osoittamalla
tavalla.

Kuva 3.

Pisteissd x ja x’ oleviin massa-alkioihin dm ja dm’ vai-
kuttavien voimien momenttialkiot (niiden itseisarvot)
pn subteen ovat (u — z)gdm ja (z' — p)gdm. Sum-
maamalla ne p:n molemmin puolin saamme yht&lon

m

/(u—x)gdm=/b(x’—u)gdm’7

a I3

josta, merkitsemélld m = f: dm, edelleen

b
1
= — d, 2
p= [ wdm (2)

Yhtélot (1) ja (2) ndyttivit samanlaisilta, mutta niilld
on eris selked eroavaisuus: yhtéls (1) on valmis lasku-
kaava, jonka avulla voidaan laskea diskreetin massaja-
kauman painopiste sijoittamalla kaavaan massat ja nii-
den koordinaatit kun taas yhtdlé (2) on pikemminkin
toimintaohje laskun suorittamiseksi, silld massa-alkio
dm on muodostettava aina tapauskohtaisesti. Kaava
(2) toimii myés silloin, kun kappaleen tiheys (massa

pituusyksikkod kohti) vaihtelee. Tiheys on télldin tun-
nettava jokaisessa kohdassa x eli on tunnettava tiheys-
funktio f, jonka arvo ilmoittaa kappaleen tiheyden leik-
kauskohdassa x. Jos y = f(x) on téllainen funktio,

niin 42 = f(z) ja siis kohdassa z oleva massa-alkio

on dm = f(z)dx

Esimerkki. Méaritdmme tasa-aineisen r-sédteisen puoli-
pallon painopisteen. Olkoon m kappaleen massa jolloin
tiheys on p = m/V, missi V = 2773/3. Puolipallon
symmetria-akseli on halkaisijatasoa vastaan kohtisuora

Ve

Kuva 4.

Kuvan mukaan kohdassa x oleva tilavuusalkio on dV =
wh? dx = m(r? — 2%) dx ja siti vastaava massa-alkio on

3m
dm = pdV = ?(TZ — x2) dx.

Saamme
3 3
:—/xdm——g/ r— =§r.

Painopiste sijaitsee siis halkaisijatasoa vastaan kohti-
suoralla siiteelld etdisyydelld 3r/8 halkaisijatasosta.

Tutkimme vield diskreettid massajakaumaa yleisem-
min. Sijaitkoot pisteméiset massat my, ..., m, pisteis-
s Aq,...,A, massattoman tukirakenteen kannattele-
mina ja olkoon m massojen summa. Olkoon edelleen O
mielivaltaisesti valittu avaruuden piste. Yhtéloiden
ja perusteella "arvaamme” painopisteen G sijainnin
seuraavasti:

Y miOA.. (3)

Nédemme G:n massajakauman painopisteeksi osoitta-
malla, ettd pisteisiin A; vaikuttavien voimien G:n suh-
teen laskettujen momenttien G—A; X m;g summa on 0.
Jatdmme tdman harjoitustehtéavéksi.
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Kuva 5.

Pisteen G sijainti riippuu n#ennéisesti myos O:sta,
mutta voidaan osoittaa, etté jos

/ ! 1 . /
== A;, 4
06 = — ;:1: my,O (4)

niin G’ = G. My6s témin yksityiskohtaisemman késit-
telyn jatdmme harjoitustehtéiviksi ja toteamme, etté
yhtalo miédrittelee pisteen G yksikésitteisesti.

Pohdittavaa

Seuraavassa muutamia asiaa valaisevia ajattelu- ja las-
kutehtavia.

1. Hahmottele muutamia kolmiulotteisia kappalei-
ta, joilla on vahintdidn kaksi symmetria-akselia.

2. Miksi tasa-aineisesta levystd leikatun tasokol-
mion painopiste on kolmion mediaanien leikkaus-
piste? Ohje: Ajattele kolmio viipaloiduksi jonkin
sivun suuntaisin leikkauksin. Missé sijaitsevat vii-
paleiden painopisteet? Mink& janan painopisteet
muodostavat?

3. Maarita tasa-aineisesta materiaalista tehdyn mie-
livaltaisen nelitahokkaan painopiste. Ohje: Voit
hyodyntaé edellisen tehtévén tulosta viipaloimal-
la tahokkaan sopivasti.

4. Suorita yksityiskohtaisesti yhtdloiden (I) ja (2)
johtaminen tekstissd annetuista momenttiehdois-
ta lahtien.

5. Tasa-aineisesta materiaalista valmistetun pyo-
rahdysparaboloidin pohjan sdde on r ja korkeus
on h. Méarita kappaleen tilavuus ja painopiste.

6. Maaritd tasa-aineisesta materiaalista valmiste-
tun korkeusjanansa suhteen symmetrisen kartion
painopiste. Miké korkeusjanaa vastaan kohtisuo-
ra leikkaus puolittaa kartion massan?

7. Maidrita tasa-aineisesta levystid tehdyn puoliym-
pyrén painopiste.

8. Oletetaan, ettd z-akselin vililla [0, co[ on lanka,
jonka massan tiheyden (massan pituusyksikksd
kohti) pisteissd x € [0, oo ilmoittaa tiheysfunktio
f(z) = e~*. Laske langan massa seké painopiste.

9. Osoita, etti jos G on yhtilon (3) médrddmé piste,
niin

Osoita edelleen, ettd jos yhtilst (3) ja (4) ovat
voimassa, niin G’ = G.

Kertomuksen kuvat on piirretty MetaPost-ohjelmalla,
Jjonka alkeisiin perehdyttdmisestéd kiitokset Martti Ni-
kuselle.
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Matematiikkaa kaikille

Matti Lehtinen
Maanpuolustuskorkeakoulu

Hannu Karttunen: Tiedettd kaikille. Matematiikka.
Téhtitieteellinen yhdistys Ursa, 2006. 151 s. 24 euroa.

Englantilainen elédin- ja perinnollisyystieteilija Lancelot
Hogben kirjoitti vuonna 1936 suuren suosion saaneen
teoksen Mathematics for the Million, joka suomennet-
tiin kolme vuotta myohemmin nimelld Matematiikkaa
kaikille. Hogben kirjoitti myos kirjan Luonnontieteité
kaikille. Tahtitieteilija Hannu Karttunen ja etupéés-
sé tahtitieteeseen liittyvaa kirjallisuutta aiemmin kus-
tantanut Ursa ovat ryhtyneet vield laajakantoisempaan
yritykseen, julkaisemaan sarjaa Tiedettd kaikille. Sen
kolmantena niteené, téahtitieteen ja fysiikan jilkeen, on
ilmestynyt teos Matematiikka.

Matematiikkaa popularisoivia kirjoja on Suomessakin
viime vuosina julkaistu runsaasti. Useimmat ovat kui-
tenkin niukasti kuvitettuja mustavalkoisia lukukirjoja
ja kaikki kadnnoksid. Jonkinlainen edeltdja Karttusen
kirjalle on WSOY:n vuonna 1997 julkaisema Carol Vor-
dermanin Kiehtovaa matematiikkaa. Se on kuitenkin
selkeéisti enemmaén lapsille suunnattu kuin Karttusen
teos. Karttunen on kuvittanut kirjansa monipuolises-
ti, suurelta osalta omin valokuvin, mutta myos esimer-
kiksi Jarno Kantelisen hauskoin piirroksin. — Kirjan
lopussa oleva kattavalta ndyttava kuvaldhteiden luet-
telo houkuttaa miettimédn, mistd luettelossa mainit-
semattomat kuvat ovat tulleet. Téllaisia ovat esimer-
kiksi Babbagen differenssikonetta esittivd kuva, joka
nayttdd olevan jonkin muun teoksen kuvataulu VIII

ja Pascalin laskukonetta tai Rhindin papyryksen osaa
esittdvét kauniit vérivalokuvat.

Karttunen pyrkii todella esittdm#dn matematiikkaa
tieteend, eikd laskentona tai askarteluna. Jonkinlaisen
kehyksen esitykselle antaa koulumatematiikka, jonka
eri osille tekiji pyrkii antamaan taustaa ja syvyytté.
Samalla Karttunen kiy kuitenkin l&pi suuren osan kou-
lumatematiikkaan kuulumattomista matematiikan po-
pularisointien vakioaiheista ja erditéd ei niin tavallisia-
kin. Esitellyiksi tulevat niin d&arettomét joukot, neli-
vériongelma, valinta-aksiooma, fraktaalit, latinalaiset
neliot, kauppamatkustajan ongelma ja taksitopologia,
mutta my06s esimerkiksi inversio-ongelmat ovat saaneet
oman lukunsa. Kun sivuja, tosin isokokoisia (tekstiala
noin 17 x 24 cm?), ei kirjassa ole enempii kuin 150 ja
niistakin kuusi aivan tyhjia, ja sen kuvitus on runsas,
ei useimpien aiheiden kohdalla ehditi kovin pitkédén vii-
pyé. Hiukan epailyttad, avautuvatko kaikki Karttusen
esiin ottamat asiat kirjan kohderyhmaille, jonka ajatte-
lee muodostuvan matematiikasta kiinnostuneista maal-
likoista, koululaisista ja aikuisista.

Karttusen kirjoitustyyli on korostetun tuttavallista ja
puheenomaista, paikoin melkein kiusaksi asti lukijaa
kosiskelevan oloista. "Nyt meillé alkaa jo olla lukuja jo-
ka 18htoon. Vaan kuinkapa onkaan yhtdlon 2% = 3 lai-
ta?” Passivin ja oppikirjamaisen monikon ensimmaéisen
persoonan vaihtelu tuntuu sekin véliin hermostuttaval-
ta. Karttunen asettuu usein matematiikkaa kummas-
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televien leiriin. Integraalimerkki on "omituinen”, yhté-
16 "kenkkumainen”, 60-jakoiset kulmayksikot "jérjetto-
mid”. Makuasiat ovat makuasioita, ehké en itse olisi
néin sanoja valinnut.

Hyvéan kirjaan on jédnyt muutama pieni epédtarkkuus-
kin, toki. Selviné virhein4 voi pitd4 mainintaa siité, et-
td funktion derivaatta olisi kédnnepisteessi nolla tai
sitd, ettd Fermat’n pienen lauseen mukaan jakolaskun
a? /p jakojadnnos olisi a. Kokeillaan vaikka funktiota
f(x) = 2® + x kiiinnepisteessi x = 0 tai lukuja a = 3
ja p = 2. Eulerin monitahokaskaava on kirjassa esite-
tyssd muodossa tosi, jos kappale on yhdesti yhtenéi-
nen. Katkelman "Suoran yhtélossa esiintyy vain muut-
tujien x ja y ensimmaéisid potensseja. Siksi niiden véilis-
té riippuvuutta sanotaan lineaariseksi, miké tarkoittaa
juuri suoraviivaista.” viesti jad véhintddn epéselviksi.
Yllattavad on myos, ettd Karttunen ottaa kolmiulot-
teisen vektorin kayttoon kolmen luvun kautta, mutta
huomauttaa hetken kuluttua, ettad vektori onkin sellai-
nen olio, johon voidaan liitt&4 kolme lukua. Eiké lause-
ke 2% 4+ ax? 4 bz + ¢ ole itsessisin vield yhtils. Kiireen
jalkid on varmaan epéyhtendisyys kaavojen vélistyksis-
sé ja miinusmerkin pituudessa. Sen sijaan in kdytto
i:n sijasta imaginaariyksikon merkkind nayttas tekijan
tai layoutin suunnittelijan tietoiselta valinalta. Laaja
matemaattisen kirjallisuuden selailu tuntui vakuutta-
van késitysténi siitd, ettd matemaatikkojen imaginaa-
riyksikké on aina kursivoitu ¢, jos kursiivi ylipdéanséa
on kiytossd. Sisdllon ja ymmértdmisen kannalta ndméa
ovat tietysti aivan merkityksettomia seikkoja.

Matematiikan populaariesityksen juoneksi valitaan
usein historia. Karttusellakin on runsaasti viittauksia
historiaan. Erityistd johdonmukaisuutta siiné, ketkd
historian henkil6t ovat saaneet taustakseen esimerkik-
si maininnan elinvuosistaan, ketkd taas eivét, ei niy
olevan. Erillisiin juoksevaan tekstiin kuulumattomiin
laatikkoihin on lisdksi koottu kaikkiaan 17 merkitta-
vén matemaatikon pienoiseldmékerrat. Tamén kirjoit-
tajalle niissé esiintyvéat nimet tuottivat hiukan paéanvai-
vaa. Tuntemissani ldhteissé ei Leibnizista ole tehty von
Leibnizia eiké Laplacesta de Laplacea. Gaussin olen op-
pinut tuntemaan etunimilld Carl Friedrich. Karttunen
puhuu Johann Carl Friedrichistd. Muutaman Gauss-
elamékerran selailu néytti osoittavan, etti Gauss on-
kin itse asiassa ristitty nimelld Johann Friedrich Carl;
missé vaiheessa Johann on pudonnut pois ja loput kak-
si nimed vaihtaneet jérjestystddn ei ole tiedossani. —
Saksankielen opettaja voisi huomauttaa, ettd Hilbertin
geometriankirjan nimessd on Grundlagen eikd Grund-

lage ja ettd Fregen Grundgesetze eivét ole peruslauseita
vaan peruslakeja.

Melkein kirjansa aluksi Karttunen tuo esiin matema-
tiikkan monipuolisuuden vetoamalla "MSA-luetteloon”,
jossa hinen mukaansa on 98 pédluokkaa ja yli 5000
alaluokkaa. Matematiikan julkaisujen luokitteluun ei
kuitenkaan kaytetd MSA- vaan MSC-nimisté luetteloa
(Mathematical Subject Classification), eiké siiné ole 98
pédiluokkaa (vaikka ensimméisen numero on 00 ja vii-
meisen 97) vaan vain 63 — osa numeroista on kiytti-
métté, reservissi. Sen sijaan alaluokkien mé&ara lienee
oikein.

Jos kirjan varsinaisesta asiasisdllostd puhutaan, niin
perusanalyysiéd, differentiaali- ja integraalilaskentaa
esittelevin luvun kohdalla olisin ehké kirjoittanut hiu-
kan toisin kuin Karttunen. Makuasia tietysti tdmé-
kin, mutta abstraktin derivaatan sijasta konkreetti-
nen muuttumisnopeuden kautta tehtdva ldhestymi-
nen viehattiisi enemmén. Ja integraalin kaksijakoisuus
“fluenttina”; sinéd joka muuttuu tunnetulla nopeudella,
ja ddrettomén monen ddrettémén pienen summana, ei
tekstistd oikein avaudu.

Edelliset sangen perifeerisiin seikkoihin puuttuvat yli-
pedanttiset huomautukset on ymmaérrettdva hengessi
happamia sanoi kettu pihlajanmarjoista. Olisihan tal-
laisen kirjan matemaatikkokin voinut kirjoittaa. Mutta
hyva kuitenkin, ettd Hannu Karttusen kirjoitti: kirja on
joka tapauksessa aivan hieno saavutus. Sen voi hyvin
antaa vaikka lahjaksi tai laittaa olohuoneen pdoydille
minkéd tahansa arvokuvateoksen tapaan, kun vieraita
saapuu. Ja Karttusen teksti osoittaa, ettd matematii-
kasta voi kirjoittaa nayttavéasti ja kansantajuisesti sii-
né kuin muistakin tiedonaloista. Muitakin tieteenaloja
popularisoitaessa jotkin seikat aina jaavit asiaa tunte-
mattomille vaikeaymmaérteisiksi. Matematiikan popula-
risointia on kaihdettu, koska matematiikka on vaikeaa
ja abstraktia. Mutta matematiikan puolesta puhuu sen
loogisuus ja yleinen arvattavuus. Vaikkapa modernin
fysiikan popularisoija on usein paljon haasteellisemman
tehtédvéin edessa.

Karttusen kirjaan on sinne ténne siroteltu muutama
tehtavikin. Kaikkiin esitetdén myos ratkaisu. Yksi teh-
tdvd on avoin: sen ratkaisijalle kustantaja lupaa pienen
palkkionkin. Tehtéva ei ole mahdoton ja uskonpa sen
ratkaisseenikin. En aio kuitenkaan palkkiota vaatia, jo-
ten kirjan toivottavasti monet ostajat voivat siitd va-
paasti kilpailla.
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Matematiikkaa viisivuotiaan

opastuksella

Juha Haataja
Tieteen tietotekniikan keskus CSC

Suomessa aletaan hiljalleen ymmértdd matematiikan
osaaminen kansantaloudellisena kilpailutekijand. Li-
siksi pienet tiedekustantajat ovat viime vuosina ilah-
duttavasti julkaisseet tiedekirjallisuutta, jossa matema-
tiilkka ndhdaddn osana yleissivistystd ja ihmiskunnan
kulttuuriperintod. Mutta mikd on olennaisinta mate-
matiikan osaamisen kehittdmisessd? Taitavat opetta-
jat, jotka osaavat innostaa koululaisia matematiikan
pariin.

Esikoulusta se alkaa

Tyttéreni aloitti syksylla esikoulun, missé hén pereh-
tyy leikkimisen ohessa matemaattisiin késitteisiin. Tyt-
téreni oli ymmértanyt lukujen merkityksen kommen-
toidessaan leikkipaikan keinujen mé#raé: "Tuossa on se
numero, se ...” Sana oli hukassa mutta lukumé&ara tie-
dossa. Oivallus!

Kotona rypaleita sydodessdan tytéar arvuutti minulta nii-
den lukumé&irdad. Hén oli laittanut lautaselleen kolme
terttua, joista kussakin oli neljd rypélettd. No kaksi-
toistahan niitd oli. (Eskarissa on opiskeltu laskemaan
12:een asti.) Tytér soi yhden rypéleen ja kysyi, kuinka
paljon niitd nyt on jaljelld. No 11 tietenkin. Se sattui
olemaan tyttédreni lempinumero, silld niin monta lasta
on eskariryhméssé.

Rypéleistd tulee mieleen kaikenlaista lukuihin liittyvaa.
Millaisilla eri tavoilla tietyn mé#ran rypéleitd voi jakaa
samankokoisiin osiin? Esimerkiksi 11 rypélettd tai 12
rypélettéd. Mistd ero mahtaa johtua? Luvut ovat outo-
ja olioita!

Tyttareni kuvaili eskarin opettajan niayttamas pelia,
jossa lukuja laitettiin ruudukkoon niin ettd niiden sum-
mat vaakasuoraan ja pystysuoraan olivat samoja. Ky-
seessé oli "lasten sudoku”. Opettaja sai lapset innostu-
maan luvuista oman innostuksensa ansiosta.

Tyttédren pahkaily lukujen parissa tuo mieleen unka-
rilaisen matematiikan opetuksen tradition, jossa lap-
sia aktivoidaan monipuolisesti. Lapset perustelevat vas-
tauksiaan kertomalla ajattelustaan. Kielellinen harjoi-
tus ja selked padttely tukevat toisiaan.

Unkarilla lienee maailmanennétys ykkostason mate-
maatikkojen méadrdssd suhteessa vikilukuun. Unkari-
laissyntyisid nobelisteja 16ytyy kymmenkunta, esimerk-
keinéd holografian keksijd Dénes Gabor ja kvanttime-
kaniikan symmetrioita tutkinut Eugene Wigner, joista
kummankin tutkimusalueella tarvitaan vahvaa mate-
maattista pohjaa.

Unkarilaista matematiikan opetuksen perinteestd on
kerrottu aiemmin Solmussa. Lehden www-sivuilta sol-
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mu.math.helsinki.fi 16ytyy suomeksi kainnettyind on-
gelmia, joita koululaiset ratkovat. Téssé esimerkki: Voi-
ko sadan ensimmaéisen alkuluvun kidanteislukujen sum-
ma olla kokonaisluku?

Kuka osaa vastauksen?

Koulussa aina vierastin tilannetta, jossa opettaja antoi
ymmartad hallitsevansa vastauksia eiké jattényt tilaa
oivaltaa. Mutta onneksi sain opettajia, jotka antoivat
tilaa kekselidisyydelle ja kokeiluille.

Sama oivaltamisen ilo auttaa jaksamaan myos tyoeld-
mésséd. Loysin Pauli Juutin kirjasta "Toivon johtami-
nen” (WSQOY, 2004) kisitteen “ei-tietévi positio”. Juu-
tin mukaan asiantuntijaorganisaatiot selviédvét vain, jos
esimiehet luopuvat tietdvaisyydesté ja kuuntelevat tyo-
tovereitaan etsien yhdessé ratkaisuja.

Sama resepti patee myos hyviin matematiikan opetta-
jiin. Vain “ei-tietdmisen” kautta 16ytyy oivalluksen iloa.
Toki tarvitaan my0s rautaista ammattitaitoa.

Matematiikkaan hurahtamisesta on ollut myshemmin
eldméssd paljon iloa. Informaatiotulvan keskelld ma-
tematiikka tarjoaa késitteitd ja vélineitd symmetrioi-
den, relaatioiden, suuruusluokkien, todennékoisyyksien
ja paradoksien 16ytdmiseen. Ilman matematiikkaa edes-
sé on vain lista faktoja. Pédatoksenteossa matematiikan
avulla voi etsiéd olennaista faktojen sydamesta.

Maailma on matematiikkaa

Yhteiskunta muuttuu ldpikotaisin matemaattiseksi.
Kaikkialla on digitaalista tekniikkaa, ja sitd my6td ma-
tematiikka soluttautuu kaikkialle. Tietokoneet, kdnny-
két, digikamerat ja mp3-soittimet tikitt&dvat matemaat-
tisten operaatioiden ja teoreemojen tahtiin.

Samalla rakennetaan yhé isompia ohjelmistoja. Kos-
kaan ennen ihmiskunta ei ole luonut néin suuria ja tés-
méllisid aineettomia rakenteita. Yhteiskunta toimii —
jos toimii — matematiikan varassa.

Maailman todennékéisesti kdytetyin tietokoneohjelma
Google rakentuu matematiikalle. Hakutulosten lait-
taminen paremmuusjirjestykseen perustuu miljardeja
tuntemattomia muuttujia sisdltdvan ominaisarvotehté-
vén ratkaisemiseen.

Toisaalta matematiikan sulautumisessa ihmisten kult-
tuuriin ei ole mitdan uutta. Kaikissa ihmisesséa tikittaa

sisélld eksakti matemaattinen koneisto, nimittdin kol-
me miljardia emésparia DNA:ta. Tdma DNA-ketju on
avattuna noin kahden metrin mittainen ja koodaa lu-
kemattomia ihmiseldmé&n salaisuuksia.

Eldmén salaisuutta jaljittdméssa

Jos tdnd paivanad ldhtisin opiskelemaan, panostaisin
matemaattisiin taitoihin mutta suuntaisin biotieteisiin.
Eldamén salaisuus on kirjoitettu matematiikan kielell&.

Luin vastikdin Arja Hokkasen suomentaman John
Gribbinin teoksen ”Syvd yksinkertaisuus — Kaaos,
kompleksisuus ja eldmén synty” (Ursa, 2005). Selki-
piisséni kulkevat vireet, kun mietin kaoottisten dynaa-
misten systeemien kaunista teoriaa. Tulee mieleen nuo-
ruuden into sukeltaa uusiin asioihin.

Toinen matematiikan ihmeité viime aikoina valottanut
teos on "SYNC - The Emerging Science of Spontaneous
Order” (Hyperion, 2003). Steven Strogatz etsii vastaus-
ta kysymykseen, miksi Malesian tulikérpéset tuikkivat
Oisin samaan tahtiin. Kirja osoittaa, ettd synkronisoi-
tuminen on viistdmé&tontd johtuen takaisinkytkennén
epéilineaarisuudesta.

Leikkia ja ymmaéarrysta

En halua painostaa tyttdridni matematiikan opiske-
luun. Mutta olisi ihanaa, jos heisté kasvaisi uteliaita,
leikkisid, kyseenalaistavia ja totuutta arvostavia nuo-
ria naisia. Siis sellaisia, joilla on ldmmin suhde mate-
matiikkaan ja tdh&n arvoitukseen, jota kutsumme maa-
ilmaksi.

Kadehdin unkarilaisilta matematiikan opetuksen perin-
netté, jossa kehitetédédn tasapainoisesti oppilaan kykyja.
Menetelmé on hyvin suunniteltu, mutta vaatii opetta-
jilta paljon, ehké jopa pitkédn perinteen matematiikan
opettamisen kehittdmisesta.

Koululaisena kéavelylenkeilld, Kainuun kirkkaan téhti-
taivaan alla juttelin iséni kanssa maailmankaikkeuden
ihmeistd. Hén ei koskaan esittdnyt tietdvinsi asioista
enemmén kuin miné, eikd tarjonnut valmiita vastauk-
sia. Tama ei-tietdvaisyys ruokki uteliaisuuttani ja antoi
tilaa omille oivalluksille.

Odotan kiinnostuneena, millaista matematiikkaa tytté-
reni minulle opettavat.
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Nelja lukion oppikirjaa

Matti Lehtinen
Maanpuolustuskorkeakoulu

Tarmo Hautajéirvi, Jukka Ottelin ja Leena Wallin-
Jaakkola: Laudatur 1. Funktiot ja yhtdlot. Otava 2005.
216 s. 11,50 euroa.

Markku Halmetoja, Kaija Hikkinen, Jorma Merikos-
ki, Lauri Pippola, Harry Silfverberg, Timo Tossavai-
nen, Teuvo Laurinolli ja Timo Sankilampi: Matematii-
kan Taito 1 — 2. Funktiot ja yhtélot, Polynomifunktiot.
WSOY 2005. 245 s. 20,80 euroa.

Jukka Kangasaho, Jukka Mé#kinen, Juha Oikkonen, Jo-
hannes Paasonen, Maija Salmela ja Jorma Tahvanai-
nen: Pitkd matematiikka 1. Funktiot ja yht&lot. WSOY
2004. 198 s. 11,40 euroa.

Pekka Kontkanen, Riitta Liira, Kerkko Luosto, Juha
Nurmi, Riikka Nurmiainen, Anja Ronkainen ja Sisko
Savolainen: Pyramidi 1. Lukion pitkd matematiikka.
Funktiot ja yhtalét. Tammi 2005. 152 s. 16,30 euroa.

Opetushallituksen Méérdys 33/11/2003, Lukion ope-
tussuunnitelman perusteet, jakaa lukion pitkédn mate-
matiikan pakollisen osuuden 10 kurssiksi, joista ensim-
méinen on nimeltd&n Funktiot ja yhtalot. Varsin katta-
vasta nimesté huolimatta méadrays esittda kurssille mel-
ko vaatimattomat tavoitteet. Kurssin tavoitteena on,
ettd "oppilas vahvistaa yhtéloiden ratkaisemisen ja pro-
senttilaskennan taitojaan, syventdd verrannollisuuden,
neliGjuuren ja potenssin kisitteiden ymmértamistéaén,
tottuu kdyttdméadn neliojuuren ja potenssin laskusain-
t6jé, syventad funktiokésitteen ymmaéartdmistdan tutki-

malla potenssi- ja eksponenttifunktioita ja oppii ratkai-
semaan potenssiyhtéloita”. Keskeisiksi sisélloiksi ope-
tussuunnitelma listaa nelja asiaa, potenssifunktion, po-
tenssiyhtéaloiden ratkaisemisen, juuret ja murtopotens-
sin seké eksponenttifunktion. Melkein kaikki tavoitteet
ja asiat esiintyvit myos yldasteen opetussuunnitelmas-
sa. Koko lukion oppimédrad koskevat yleistavoitteet
kuten se, ettd oppilaan toivotaan ndkevin matemaatti-
sen tiedon loogisena rakenteena, ymmaéartdvan ja osaa-
van kiyttdd matematiikan kieltd ja harjaantuvan ka-
sitteleméén tietoa matematiikalle ominaisella tavalla,
koskevat tietysti tédtédkin kurssia. Méaarays on méaarays,
mutta miten késitellidn mielekkéisti eksponenttifunk-
tiota ilman logaritmeja?

Opetussuunnitelmasta tulee todellista opetusta pitké&l-
ti oppikirjojen kautta. Tilanne, jossa oppikirjan kirjoit-
taja on Funktiot ja yht#lot -kurssia realisoidessaan, ei
ole aivan helppo. Kurssin sisélloksi mééritellyt asiat
ovat melkein kaikki jo peruskoulussa kéisiteltyja. Kéy-
tdnto osoittaa, ettd lukioon tulevat oppilaat hallitse-
vat ne usein &llistyttdvin huonosti. Kertaus olisi siis
tarpeen. Mutta eteenpéinkin pitéisi joutua, jopa jatko-
opintokelpoisuuden ja korkeakoulukypsyyden tuotta-
vaa osaamista kohti. Aines sallisi toki ihan matemaatti-
sesti kunnollisenkin ldhestymisen, mutta silloin pitéisi
oikeastaan alkaa alusta. Opettaako matematiikkaa vai
laskentoa?

Tarkastelen téassid neljad Funktiot ja yhtédlot -kurssia
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varten kirjoitettua oppikirjaa. Niistd Matematiikan
taito sisdltdd myos kurssin Polynomiyhtélot, mutta
kaikki, mité kirjasta sanon, koskee vain ensimmaéis-
td kurssia. Kurssi padttyy varsinaisesti kirjan sivulle
119, mutta molempia kursseja koskevat tehtévien rat-
kaisuosasto, hakemisto ja kirjaan sisiltyvé suomalais-
englantilainen sanasto. Valikoimani ei ole aivan katta-
va, mutta siihen siséltyvilld kirjoilla opetetaan valtao-
saa lukiolaisistamme. Nakokulmani on henkilokohtai-
nen, matematiikan ammattilaisen ja harrastajan.

Tarkastellaan tuotteita ensin pééllisin puolin. Kaikki
ovat pehmeikantisia, kannesta varikkéitd. Pyramidi on
sentin muita korkeampi ja kapeampi, muiden mitat
ovat 24 x 18,4 cm?. Kirjojen painot ovat verrannol-
lisia sivuméériin: Laudatur kuormittaa lukiolaisen rep-
pua 412 grammalla, Matematiikan taito 431 grammal-
la (mutta siind on kaksi kurssia), Pitkd matematiikka
354 grammalla ja Pyramidi 313 grammalla. Laudatur,
Matematiikan taito ja Pitkd matematiikka on painet-
tu kahdella vérilld. Pyramidissa on useampia véreji,
muttei kuitenkaan varsinaista varikuvitusta. Kaikkien
kirjojen tekstid on eri perustein painettu osin vérilli-
siin laatikkoihin. Laudaturin ja Pyramidin sek& padosin
Pitkdn matematiikan kirjasin nayttaa 12 pisteen kokoi-
selta, Matematiikan taidon 11 pisteen. Pitkdn matema-
titkan harjoitustehtévét on painettu 11 pisteen kirjasi-
mella.

Kirjojen tekijoiden lukuméérs vaihtelee kolmesta kah-
deksaan. Molemmat sukupuolet ovat edustettuina. Py-
ramidin tekijoistd enemmist6 on naisia. Joka kirjan te-
kemiseen on osallistunut toimittaja, ulkoasun suunnit-
telijoita ja piirtajd tai piirtédjia. Yhdenk&an kirjan yh-
teyteen ei ole painettu mitédin taustatietoja tekijois-
té, lukuun ottamatta Laudaturin esipuheen marginaa-
liin painettuja, ilmeisesti jossain méérin kirjan tekijoi-
ta esittédvid karikatyyreja. Matematiikan taidon, Pitkéan
matematiikan ja Pyramidin tekijoistd kirjoittaja tun-
nistaa sekéd yliopistomatemaatikkoja ettd lukionopet-
tajia, Google-haku paljastaa Laudaturin tekijét lukion
opettajiksi. Tekijoiden taustaorganisaatioiden esille pa-
no on julkaisuissa aika tavallista, mutta syysta tai toi-
sesta sité ei néissd yhteyksissé ole tehty.

Pyramidia lukuun ottamatta kirjojen alkuun on pai-
nettu kurssin ajankédyttoehdotus. Matematiikan taito
ehdottaa 30 tunnin kéyttdmistd, Pitkd matematiikka
28:aa ja Laudatur 27:44. Varsinaisen kurssiasian li-
siksi Laudaturissa on yksityiskohtaisia opiskeluohjeita,
matematiikan olemusta pohdiskeleva jakso, seké esiin-
taitettava keskeisten asioiden lista, Pitkdssd matema-
tiikassa sivun mittainen lainaus ylla kuvatusta ope-
tussuunnitelmasta, Matematiikan taidossa suomalais-
englantilainen sanasto ja Pyramidissa keskeisten mate-
maattisten merkintéjen luettelo. Kaikissa kirjoissa on
useampia mallikokeita, asiahakemisto ja periaattees-
sa kaikki tehtéavit kattava harjoitustehtévien vastaus-
luettelo. Numeroituja harjoitustehtéavia on Laudaturis-

sa 420, Matematiikan taidossa 489, Pitkdssd matema-
tiikassa 370 ja Pyramidissa 290. Kun harjoitustehté-
vé tyypillisesti jakautuu useisiin alakohtiin, ei edellisia
lukuja voi suoraan pitdéd kirjan tehtévien lukumédri-
né. Melkein kaikki harjoitustehtédvét ovat suoraviivaisia
ja mekaanisia. Laudatur ja Matematiikan taito kayt-
tdvit muutaman kerran mahdollisuutta teettééd jonkin
tekstisséd ilmoitusasiana annetun kaavan todistus har-
joitustehtdvané. Tétd mahdollisuutta olisi esimerkiksi
erilaisten potenssien laskusédantojen kohdalla varmaan
voinut kdyttdd huomattavasti enemmankin.

Painettua tekstid ja erityisesti matematiikan kielta
kéyttavia julkaisuja lukemaan tottuneelle oppikirjojen
yleisilme tuottaa himmennysté. Varsin suuri osa eten-
kin Laudaturin, Pitkdn matematiikan ja Pyramidin si-
vuista vaikuttaa taulutyoskentelyn kopioinnilta tai jil-
jittelyltad. Kaavat ovat virkeyhteydesta irrallisina, véli-
merkeittd ja mahdollisesti viereen kirjoitettujen selit-
tdvien merkintojen saattelemina. Vain Matematiikan
taito noudattaa matemaattisen ja suomenkielisen esi-
tyksen kayténteitd. Jos olisin aidinkielenopettaja, oli-
sin huolissani. Koska olen matematiikan opettaja, olen
huolissani. En née syyta totuttaa oppilaita véaariin kir-
joitustapoihin ja antaa heille oppikirjan auktoriteetin
kautta késitys, ettd matemaattista esitystd kirjoitet-
taisiin eri sddnnoin kuin muuta kieltd. Aivan omitui-
nen on my6s Laudaturissa ja Pitkéissd matematiikassa
puhtaimmin viljelty, mutta myts Pyramidissa kaytetty
tapa antaa tehtdva esimerkiksi seuraavassa muodossa:
/10 2
Laske. a) (v/2v5)?> D) (%)

Kylld ne laskettavat ovat laske-predikaatin objekteja ja
kuuluvat samaan virkkeeseen, pistetté ennen ja pilkul-
la tai yhdistdvilld konjunktiolla erotettuna! Matema-
tiikan taitoa lukuun ottamatta kirjat noudattavat myos
kéytantod, jossa ratkaistun esimerkin jilkeen kirjoite-
taan uusi, Vastaus-sanalla alkava kappale, jossa vastaus
toistetaan. Miksi ihmeessd? Eihén nidin mekaanisesti
tehdé tosieldamaéssd. Ymmartiva ja ajatteleva ihminen,
jollaisia oppilaat ovat jo ennen opetusta ja toivottavas-
ti vield enemmén opetuksen jélkeen, oivaltaa varmasti
vastauksen olemuksen muutenkin. My&s opetussuunni-
telman yleiset lauseet matematiikan kielesté edellyttéi-
sivit malliksi kelpaavaa oppikirjatekstia. Taulutyylilla
on paikkansa taululla, mutta silloin esitykseen liittyvét
taululle kirjoittajan suulliset tdydennykset.

Paino- ja huolimattomuusvirheitd sattuu lukijan sil-
méin oikeastaan yllattdvan vdhdn. Laskutehtivid en
toki tarkistanut kuin pistokokein, mutta suorastaan
vaaria vastauksia ei tullut silmiini yhtéan.

Kaikki oppikirjat ottavat huomioon opetussuunnitel-
man viitteet. Kaikissa on erityiset suoraan ja kaintéden
verrannollisuutta kisittelevit lukunsa ja samoin pro-
senttilaskentaa késitelladn joka kirjassa. Naille aiheil-
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le omistettujen sivujen osuus vaihtelee 14 % ja 20 %
vililld koko sivumédrdstd. Kaikki kirjat alkavat luku-
joukkojen ja niiden nimien esittelylla. Pitkd matema-
tiikka tosin esittelee vain luonnolliset luvut, kokonais-
luvut ja rationaaliluvut (mutta mainitsee irrationaali-
luvut alaviitteessid myshemmin). Laudatur ja Pyramidi
madrittelevit reaalilukuvalit. Kumpikin kayttad avoi-
men ja puoliavoimen vilin merkintdnd merkintastan-
dardiinkin pésitynyttd bourbakistista ]a, b[:t4 mainitse-
matta perinteistd ja laajassa kdytossi olevaa (a, b):té.

Muutama huomio yksittiisista kirjoista

Laudatur

Laudaturin matemaattinen typografia on kirjoista hei-
koin. Jakoviiva ei ole osoittajan ja nimittédjan keskivai-
heilla ja itseisarvomerkkien paikka on kummallinen.

Laudaturin yksi tunnuspiirre on tuttavallinen, voisi jo-
pa sanoa lukijaa kosiskeleva tyyli. Esimerkeissé ja teh-
tdvissé esiintyy usein nimellisid ihmisid ja kotieldimié.
Kirjaa koristelevat myos hauskat pikku piirrokset. "Tes-
taa hyva taitosi” on kertaustehtédviosion otsikko. Toi-
saalta ilmaisun tasmallisyys jattda paljon toivomisen
varaa. Muutama lainaus sattumanvaraisista paikois-
ta: "Kokonaisluvut koostuvat kolmesta osasta”. "Luku-
joukko ilmaistaan lukusuoralla piirtdmélla joukon vas-
tinpisteet, jolloin saadaan reaalilukuvali.” "Kun murto-
luvussa seké osoittaja ettd nimittéja kerrotaan samalla
luvulla, kyseessi on luvun laventaminen.” (Kerrotaan
ehké nollalla, ykkoselld tai puolella?) Than helposti ei
voi sulattaa ilmoitusta ettd x < a on usein sama kuin
joukko {z|z = R, z < a} (€-merkki kylld mé&éritel-
lddn, joten yhtéldisyysmerkki lienee painovirhe).

Toinen Laudaturin erityispiirre on matematiikan his-
torian ja sanojen etymologian esilld pitdminen. Aivan
uuttakin tietoa sain. Tyhjin joukon () merkki kuuluu
olevan norjalainen 6 "norjalaisen matemaatikon Henrik
Abelin kunniaksi”. Mahtaisiko Niels Henrik Abel olla
téllaisesta kunnianosoituksesta iloissaan? — Bourbakil-
ta peréisin olevan merkin iséksi on muistelmissaan il-
moittautunut Andre Weil. Han ei puhu Abelista mi-
tddn, mutta sanoo kylld olleensa bourbakisteista ai-
noa, joka tunsi tanskalais-norjalaiset aakkoset. Enté in-
tialainen matemaatikko Bhaskarachara? Matematiikan
historiat tuntevat hyvin vain Bhaskara I:n ja Bhaska-
ra II:n, mutta toki: George Chevergese Josephin The
Crest of the Peacock kertoo, ettd Bhaskara II yha laa-
jalti tunnetaan Intiassa Laudaturin ilmoittamalla ni-
melld, joka tarkoittaa Bhaskara-opettajaa.

Laudaturissa on muitakin omintakeisuuksia. Oppiai-
neiden kytkent6ja osoitetaan esittdmilla sielld ta#lla
harjoitustehtévid vaihtelevilla kielilld. Suomen murteet
eiviit kuitenkaan esiinny. Ainakin kerran tdmaé idea

potkaisee takaisin. Suorakulmaisen sérmion kanssa sa-
mankokoista kuutiota ilmeisesti tavoittelevan tehtévin
englanninkielinen muoto on melko vaikeaymmérteinen,
kun sanat cube ja cubic ovat sekoittuneet ja sdrmén
pituuden sijasta on ajauduttu kysyméidn kuution pi-
tuutta. Ja fysikaalinen ongelma, jossa johtimen ("wire”)
resistanssi on kéddntden verrannollinen siind kulkevaan
virtaan on koko lailla omituinen.

Opetussuunnitelma esittda Funktiot ja yhtalot -kurs-
sin yhdeksi tavoitteeksi yhtéloiden ratkaisemisen ja
prosenttilaskennan taitojen vahvistamista. Laudatur ei
varsinaisesti késittele yhtdlonratkaisua, mutta prosent-
tilaskusta — jonka voisi mukavasti ndhda ensimmaéisen
asteen yhtédlon yhtend soveltamisalueena — kehitetdén
oma teoriansa erikseen opeteltavine kaavoineen, kuten
”q-kertaiseksi kasvaneen luvun suuruuden nousemisen
kaava” ¢-100 % — 100 %. Prosenttilaskuissa usein esiin-

tyvén lausekkeen 1 + % Laudatur nimedé prosentti-

kertoimeksi.
Matematiikan taito

Ilmaisun kannalta Matematiikan taito erottuu selvésti
Laudaturista ja muista vertailtavista teoksista. Mate-
matiikan taito on kirjoitettu niin kuin matematiikkaa
kirjoitetaan. Virkkeet ovat taydellisid, vélimerkit oi-
kein. [lmaisu on lyhyttd, ytimekéstd ja yleensé tdsmél-
listd. Asiallisuutta korostaa vérillisten laatikoiden sifis-
taviinen kaytto. Hammastellakin aina voi. "Yhtalo séi-
lyy yhtépitdvéni, kun yht&lon puolet vaihdetaan” (mi-
hin?). Taulutyoskentelyn ndkoisid esimerkkejd on vé-
hemmaén kuin muissa kirjoissa. Tosin heti ensimméista
tekstisivua koristaa seké tavallinen painovirhe ettéd sak-
sankielisen ilmaisun kielioppivirhe (die ganze Zahlen,
Z:n selityksend). Makuasia, mutta en osaa pitdi kirjan
omaksumaa keisarillista monikon ensimmaéisti persoo-
naa neutraalia passiivia parempana. Kun kirjoitetaan
esimerkiksi, ettd "kutsumme luvun toista potenssia té-
mén luvun nelicksi”, viestitdén, ettd kyseessé olisi esi-
merkiksi kirjassa tai muuten meidéan kesken omaksuttu
sopimus, eiké universaali ilmaisutapa.

Matematiikan taidon tieteellisyys tuntuu menevén pai-
koin snobbailun puolelle, esimerkiksi silloin, kun kirja
erottelee, ilmeisesti lineaarialgebraa ennakoiden, eron
ensimméisen asteen yhtélon ax +b = 0, a # 0, jolla
on aina yksikésitteinen ratkaisu, ja lineaarisen yhtalon
ax + b = 0, jolla voi olla ratkaisuja 0 tai &4rettémén
paljon.

Matematiikan taidon aines on jaettu neljdan lukuun
ja 14 alalukuun. Jokainen alaluku alkaa pienelld kysy-
mykselld tai kysymyssarjalla, joiden vastauksia ei ole
siséllytetty vastausosastoon. Mielenkiintoista olisi ol-
lut saada tekijoiden vastaus heidén esittdméadnsé kysy-
mykseen, mitd saadaan, kun 2 kerrotaan itselldan vii-
si kertaa. Onko se 64 (viisi kertolaskua) vai 32 (viisi
kakkosta)? Neligjuuren laskusédantoji kisittelevin ala-
luvun ensimmaéinen silméan osuva kaava on /16 +9 =
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V16 + /9, tosin niin esitettyni, ettd kaavan totuutta
tai epétotuutta kysytéan.

Matematiikan taito selvidd prosenttilaskennasta — tai
siis sen taitojen vahvistamisesta pienimmalla sivumaé-
rallé. Itsedni Matematiikan taidon esitys viehétti, siinéd
on kaikki tarpeellinen eikd muuta. Matematiikan tai-
don mielestd 1 + L on kasvukerroin. Pitki matema-

tiikkka ja Pyramidi selvidvét prosenttilaskuista nimeé-
méatta tatd lauseketta.

Matematiikan taito on Laudaturin ohella kirjoista ai-
noa, joka varsinaisesti késittelee yhtéloparin ratkaise-
misen.

Matematiikan taitoon kuuluu pieni lisdosio Tutkimus-
ja harrastustehtivid. Siihen siséltyy riemastuttava
kommentti Paavo Lipposen esivanhempien lukumé#é-
ristd. Kirjassa on my0s varsin asiallinen kolmisivuinen
suomalais-englantilainen sanasto. Sité, miksi juuri tal-
lainen liite on katsottu tarpeelliseksi, ei kirjassa miten-
kéan perustella.

Pitkd matematiikka

Pitkdn matematiikan yleisote on mahdollisimman yk-
sinkertainen, useimmissa kohdissa vain valttdmatto-
maén tiedon esittelevi. Tamén tiedon esittely on sinédnsé
korrektia. Oletan, ettd tekijoilld on kirkkaasti mielessé
lukion aloittava nuori, vield oikeastaan peruskoululai-
nen. Varsinainen asia nédkyy painetun vihreille taus-
talle. Vihreité juovia on harvakseltaan, koska suuri osa
kirjan painopinta-alasta on kaytetty viljasti ladottui-
hin esimerkkeihin. Hiukan lisdeloa tekstiin tuovat ala-
viitteet, joissa aika ajoin tuodaan esiin my6s vaihtoeh-
toisia tarkastelutapoja.

Ainoana kirjoista Pitkéd matematiikka ei jaottele aines-
ta hierarkkisesti numeroituihin lukuihin. Ainesta on
my6s vihemman kuin muissa kirjoissa. Reaalilukuja
ja reaalilukujen joukon osajoukkoja ei esitelld eiké ni-
metd, funktiota yleisend késitteend ei méédritelld eikd
ongelmia, jotka liittyvét irrationaaliseen eksponenttiin
mainita. Kirjassa esiintyy kylld merkinta ", ilman, et-
td r olisi spesifioitu rationaaliluvuksi. Edes merkintai
f(z) ei Pitkd matematiikka esittele. Kirja ei sentééin
tule toimeen “funktio x?"-tyyppisittd ilmauksitta. Pit-
kidn matematiikan mukaan opiskeleva jaa myoOs paitsi
esimerkiksi tiedosta Va2 = |a|, koska itseisarvon k-
sitettd tai merkkeja ei mainita. Pitkd matematiikka ei
harrasta viittauksia historiaan. Ilmeisesti ainoina poik-
keuksina ovat alaviitteissd annetut tiedot leikkimielisen
googolsanan alkuperésté, sanan prosentti etymologias-
ta seké neliGjuurimerkin alkuperésta.

Pitkdn matematiikan vastausosasto erottuu muista kir-
joista. Siin& on monien tehtdvien kohdalla kerrottu nu-
meerisen vastauksen lisdksi myos siitd, miten vastauk-
seen paddytadn. Kirjan tehtdvat ovat muutoin melko
yksioikoisia laskuja.

Pitkd matematiikka on pelkistetty esitys my0s siinéd
mielessé, ettd kirjaan ei ole kerétty mitdén yliméariista
liitetietoa.

Pyramidi

Pyramidi esittelee ainoana vertailtavista kirjoista ver-
rannollisuuden ja prosenttilaskun ensimmaéisen asteen
yvhtélon sovelluksina. Tdmé on linjassa matematiikan
olemuksen ja siis my0s matematiikan opetuksen pe-
rustavoitteen kanssa: erillisid prosenttilaskun tai ver-
rannollisuuden teoriota ei tietenkdén tarvita. Pyrami-
dikaan ei kuitenkaan uskalla kisitella verrannollisuu-
den kahta lajia funktio-késitteen alla, jonne se loogi-
sesti kuuluisi.

Pyramidi ottaa heti alkuun kéyttoon lukujoukkojen
merkinnét ja €-merkin. Mutta kun esimerkkitehtavissa
tulee vastaan yht&loitd, jotka osoittautuvat identtisik-
si, kirja neuvoo merkitseméin vastaukseksi "z € R”.
Taté ei oikein voi ymmaértéé: tokihan aina reaaliyhté-
16n ratkaisulle x tuo relaatio pétee, riippumatta siité,
onko ratkaisuja muitakin.

Pyramidin kirjoitustyyli on tdsmaéllistd ja ytimekésté.
Pyramidi on kirjoista esimerkiksi ainoa, joka méaéritte-
lee vastaluvun korrektisti.

Pyramidi menee muutamissa kohdin selvésti kilpailijoi-
taan pitemmélle asiasiséllissd. Se on ainoa kirja, jossa
otetaan kantaa muuttujan siséltdvan lausekkeen itsei-
sarvoon. Ensimméisen asteen yhtéloiden keralla kési-
tellddn myo6s yhtéloparin ratkaiseminen. Kirjan lopus-
sa olevassa liitteessa esitetddn reaaliluvun aksiomaatti-
nen madritelméa taydellisyysaksioomaa my6ten ja ker-
rotaan tdman aksiooman tarpeellisuus kurssimateriaa-
liin kuuluvan tyypin ™ = a yhtéloiden ratkaisujen ole-
massaolon kannalta. Pyramidi numeroi harjoitustehté-
vét kolminumeroisesti: ensimméinen numero on samal-
la kirjan luvun numero. Viimeisen tehtdvan numerosta
729 ei siis ole heti syyté sédikdhtda. Harjoitustehtavit,
jotka siséltavit samalla muuta tietoa, ovat hyvid, mut-
ta aiheuttavat lisihaasteen: todeksi esitettyjen tietojen
tulisi mielelldéin sité olla. Pyramidi esitt&a prosenttilas-
kutehtéiviin, jonka perustietona on, ettd Suomessa oli-
si vuonna 2004 ollut 27 100-vuotiasta. Totta tietysti,
mutta lukija toki uskoo tarkoitettavan 100-vuotiaiden
kokonaisméaéréi, joka on ollut ainakin kymmenkertai-
nen.

Pyramidissa on harjoitustehtéva, jossa yhtalosta z = 1
johdetaan puolittain x:114 kertomalla ja puolittain x vé-
hentamilld ensin yhtélo z(z —1) = 0, josta = 0. Teh-
tavan kysymys on, misséd virhe tehddin. Vastausosas-
ton mukaan ei olisi saanut kertoa x:114 eiké jakaa O:lla.
T&amé ei ihan pade: jos kerran on sanottu, ettd x = 1,
niin toki 2 = x ja edelleen x(x — 1) = 0. Mutta tésti
ei voi padtelld, ettd x = 0, kuten vastauksessa oikein
sanotaankin. — Olennaisesti sama tehtivid on Matema-
tiikan taidon Tutkimus- ja harrastustehtévéaosastossa.
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"Toimituksen valinta”

Solmun toimitus ei laita kirjoja jonoon. Kirjojen eri
ominaisuuksia voi painottaa hyvin eri tavoin ja hyvin
perustein valita niistd mink& hyvinséd. Mutta jos valitsi-
sin kirjaa vain omien mieltymyksieni perusteella, ottai-
sin Matematiikan taidon. Pyramidi olisi vahva kilpaili-
ja. Kolmannelle sijalle asettaisin Pitkédn matematiikan.
Laudatur tuntuu yrittdvén liikaa ja liian monenlaista.
Oikeasti en ole valinnan edessd. Kurssimuotoisen lu-

kion yksi perustelu oli, ettd opetuksen modulaarisuus
helpottaa siirtymisté. Télloin jokaiselle 10 pitkdn mate-
matiikan kurssillekin pitéisi voida valita juuri sen koh-
dalla paras oppikirja. Epailen, mahtaisiko tdmé& onnis-
tua. Nyt esilld olleissa kirjoissa on péaallispuolisesta sa-
manlaisuudesta huolimatta aika paljon eroja, joiden voi
olettaa kertautuvan sarjojen myohemmissé osissa. Va-
lintapéétokseni tulisi siis perustua sarjojen muihinkin
osiin. Solmu pyrkii palaamaan aiheeseen néiden osalta
myohemmin.
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Solmun tehtivia

Pekka Alestalo
Matematiikan laitos, Teknillinen korkeakoulu

Yksinkertaisilta ndyttivat kdytannon tilanteet saatta-
vat usein johtaa ongelmiin, joiden ratkaiseminen on yl-
lattavan hankalaa.

Tilanne 1: Painoaan tarkkaileva lammas haluaa ra-
joittaa syomistaan ja kiinnittad sen vuoksi itsensé koy-
delld (miten ihmeessd?) ympyrin muotoisen aitauksen-
sa reunatolppaan.

Ongelma 1: Jos aitauksen sdde on 10 m, niin mikd
olisi sopiva kéyden pituus, jotta lammas pystyisi syo-
méain tasmélleen puolet aitauksen ruohosta? Vastauk-
seksi riittda likiarvo.

Tilanne 2: Lierién muotoiseen tyhjdédn juomalasiin
asetetaan mehupilli. Pilli on kallellaan niin, ettd sen
alaosa on pohjan reunassa ja yldosa yltda juuri ja juuri
lasin yldreunaan (vastakkaisella puolella). Lasiin kaade-
taan hitaasti limonadia, jolloin pilliin kiinnittyy kuplia

ja se alkaa nousta lasista. Oletetaan, etti pillin alapda
nousee suoraan ylospéin lasin sivua pitkin ja etté pillin
tukipiste lasin yldreunassa pysyy samana (eli tilanne on
tietyssd mielessé kaksiulotteinen). Juoman kaatamista
jatketaan niin kauan, etté lasi tayttyy ja pilli on lopuksi
vaakasuorassa.

Ongelma 2: Oletetaan, ettd lasin poikkileikkauksen
halkaisija on 1 ja pillin pituus 2. Kuinka korkealla (la-
sin yldreunasta mitattuna) pillin yldpdd enimmilldin
on, ja mikéd on talloin pillin kaltevuuskulma vaakata-
soon nihden? Anna vastauksena korkeuden tarkka ja
likiarvo sekd kulman likiarvo.

Ongelmien ratkaisuihin palataan Solmun seuraavassa
NUIMErossa.
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Kilpailumatematiikkaa

Matti Lehtinen
Maanpuolustuskorkeakoulu

Vuoden 2006 Pohjoismainen matematiikkakilpailu pi-
dettiin 30. maaliskuuta kotirataotteluna kaikissa vii-
dessé Pohjoismaassa. Kilpailu on kutsukilpailu, ja ku-
kin maa saa nimeté osallistujiksi enintédéin 20 matema-
tiikkaolympialaisiin valmennettavaa koululaista. Teh-
tavit laadittiin ja vastaukset arvosteltiin tdnd vuonna
Tanskassa. Kilpailutehtévét ja niiden ratkaisut 16yty-
véat mm. linkistd http://www.math.helsinki.fi/

“smy/olympia/PM/nmc94_06.pdf. Kilpailun voitti Nor-
jan Jgrgen Rennemo, mutta kymmenen parhaan jou-
kossa oli nelja Suomen edustajaa: Sebastian Dumit-
rescu (Tampereen lyseo) jaetulla toisella, Esa Vesalai-
nen (Helsingin matematiikkalukio) ja Janne Kokkala
(Pdivolan opisto) jaetulla neljannelld sekd Ville Pet-
tersson (Someron lukio) jaetulla kahdeksannella sijalla.

Toinen kevédn matematiikkakilpailutapahtuma oli P&i-
volén opistossa 22. huhtikuuta 2006 toisen kerran jér-
jestetty Pythagoraan Polku -joukkuematematiikkakil-
pailu. Kilpailuun osallistui kaikkiaan 12 nelihenkista lu-
kiolaisjoukkuetta Helsingistd, Espoosta, Tampereelta,
Nurmosta, Porista, Himeenlinnasta ja Paivolasta. Kil-
pailijat ratkaisivat joukkueina kolmessa tunnissa kaik-
kiaan 20 tehtédvén sarjaa. Kilpailun epévirallisen luon-
teen vuoksi sen tuloksia ei julkisteta. Solmu julkaisee
ohessa Pythagoraan polun tehtdvit. Ratkaisuihin pa-
lataan myohemmin.

1. Neljd avaruuden pistettd, A, B, C' ja O sijaitsee
niin, ettd ZAOB = «, Z/ZBOC = [ ja LZAOC = =,

/ABC = /ZABO =
COS Y = oS o cos [.

Z0BO = 90°. Todista, etti

2. Olkoon f : [0,1] — Ry jatkuvasti derivoituva funk-
tio, jolle f(0) =1, f(1) = 2 ja kaikille x € [0, 1] pétee

ﬁ < f'(x).

Todista, etti

3. Maarita kaikki derivoituvat funktiot f, jotka to-
teuttavat seuraavat ehdot: kaikilla reaaliluvuilla z ja

y pitee f(z +vy) = f(x) + f(y) + zy(r + y). Lisdksi
lim 222 = 1,
z—0 X

4. Olkoon f : R — R kahdesti jatkuvasti derivoituva ja
a € R. Osoita, etti kaikilla z pétee

F(@) = f(a) + f(a)(@ —a) + /f(t)(x 4yt

5. Maaritd funktion f(x) = &z &diriarvot valilla

(3, ool.
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Solmu

6. Olkoot Ax? + Bxy + Cy? ja ax? + bxy + cy® lausek-
keita, jotka ovat positiivisia kaikilla z, y € R ja joiden
suhde ei ole vakio. Todista, ettd (aB —bA)z? +2(aC —
cA)zy + (bC — cB)y? saa seki positiivisia ettd negatii-
visia arvoja.

7. Todista, ettd konveksin (kuperan) monikulmion ym-
péri voidaan piirtd4 suunnikas, jonka pinta-ala on kor-
keintaan kaksi kertaa niin suuri kuin monikulmion.

8. Piivolédén tullessa erés lukiolainen tulee aina samalla
junalla ja hinet haetaan juna-asemalta aina tédsmélleen
junan tullessa. Kerran tdmé lukiolainen tulikin asemal-
le junalla joka oli asemalla tasan tuntia ennen kuin juna
milla hén yleensd tulisi. Lukiolainen ldhti kdvelemé&an
asemalta kohti kotia ja jonkin ajan kuluttua hénta ha-
kemaan ldhtenyt auto tuli vastaan ja vei kévelijan Pai-
voldan 10 minuuttia etuajassa. Erddné toisena paivani
tdmé sama paivoliini tuli asemalle tasan puoli tuntia
etuajassa ja lahti taas kdveleméan hakijaansa vastaan.
Kuinka monta minuuttia etuajassa han nyt saapui Péi-
voldén?

9. Kuutio varjatdan kuudella eri véarilla, yksi véri ku-
takin tahkoa kohti. Kuinka monella eri tavalla kuutio
voidaan t&lloin virjaté, jos kaksi véarjaysta ovat samo-
ja silloin, kun ne voidaan saada toisistaan kaantamalla
kuutio?

10. Kolme r-séteistd ympyraé sijaitsee siten, ettéd kun-
kin keh&d kulkee kahden muun ympyrian keskipisteen
kautta. Laske ympyrodiden yhteisen osan pinta-ala.

11. Kolmiot ABC ja DEF ovat yhtenevia, ja pistei-
den A, B, C ja D, E, F kiertosuunta on sama. Sivut
AB ja DFE eivit ole yhdensuuntaisia. Osoita, etté jano-
jen AD, BE ja C'F keskinormaalit leikkaavat toisensa
samassa pisteessé.

12. Kuperan nelikulmion vastakkaisten sivujen kes-
kipisteiden yhdistysjanat jakavat nelikulmion neljéksi
osanelikulmioksi. Todista, ettd kahden sellaisen osane-
likulmion, joilla ei ole yhteisid sivuja, alojen summa on
sama kuin toisen samanlaisen osanelikulmioparin neli-
kulmioiden alojen summa.

13. Nelja pistettd sijaitsee avaruudessa, ja ne eivit si-
jaitse samassa tasossa. Kuinka monta tasoa voidaan
laittaa tdhan avaruuteen niin, etté kaikki nelja pistetta
ovat yhté etdalld tasosta?

14. Kuinka monta kertaa téytyy heittda kolikkoa, et-
td todennikoisyys kolmelle perékkiiselle klaavalle on
vihintdin 25 %7

15. Jana katkaistaan kolmeen palaan kahdesta satun-
naisesta kohdasta. Mika on todennékoisyys, ettd saa-
duista kolmesta palasta voidaan muodostaa kolmio?

16. 1500 km levyisen aavikon vastakkaisilla laidoilla
on kaupungit. Kuorma-auto ldhtee toisesta kaupungis-
ta liikkeelle ja yrittaéd padsta vastakkaiseen kaupunkiin.
Kuorma-auto pystyy kantamaan mukanaan polttoai-
netta 900 km pituiseen matkaan kerrallaan. Kuorma-
auto voi jattdd kuinka suuren tahansa osan lastistaan
aavikolle varastoksi, josta se voi tdydentda tankkiaan
kun tarvitsee. Jos oletamme, etté polttoainetta ei hivia
lainkaan varastoinnin aikana, niin kuinka kuorma-auto
pédsee aavikon yli toiseen kaupunkiin mahdollisimman
véhéilla polttoaineen kulutuksella? Kuinka paljon polt-
toainetta tarvitaan?

17. Mééritellddn jono (a,) asettamalla ag = 0 ja
an+1 = 3a, + 1, kun n > 1. Osoita, ettd agp1p on jaol-
linen 121:114.

18. Positiiviset kokonaisluvut x, y ja z toteuttavat yh-
taloparin

r? =
2% =

Maaritd z, y, 2.

2(y + 2),
Yo + 20 + 31(y? + 22).

19. Maarita kaikki positiiviset kokonaisluvut n, joille
1™ + 2™ + 3™ + 4™ on jaollinen 10:114.

20. Kaksi pelaajaa pelaa pelié kirjoittamalla vuorotel-
len taululle positiivisia kokonaislukuja, jotka ovat kor-
keintaan k. Jo kirjoitetun luvun tekijéé ei saa kirjoit-
taa. Pelin havida se, joka ei endd voi kirjoittaa lukua.
Milla k:n arvoilla pelin aloittava pelaaja voi aina voit-
taa pelin?
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