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Kaikki tarpeellinen kompleksiluvuista

Matti Lehtinen
Maanpuolustuskorkeakoulu

Kompleksiluvut ovat poistumassa lukion matematii-
kan opetussunnitelmista. Ne ovat kuitenkin keskeinen
osa matematiikan perustyokalustoa. Tésséd artikkelis-
sa kootaan tiiviiseen muotoon perustiedot kompleksi-
luvuista, johdatellaan erdiden kompleksisten funktioi-
den pariin, esitelldin muutama kompleksilukujen geo-
metrinen sovellus, analyyttisen geometrian perusobjek-
tien ja geometristen peruskuvausten kompleksilukuver-
siot ja lopuksi hahmotellaan algebran peruslauseen to-
distus. Tdma4 lause on implisiittisesti mukana, kun esi-
merkiksi polynomien jaollisuutta tarkastellaan, mutta
sen todistamista on pidetty lilan haastellisena koulu-
matematiikkaan.

Artikkelin lopussa on muutama tehtédvéa. Niiden ratkai-
sut esitetdéin seuraavassa Solmun numerossa. Kirjoit-
tajaa on paikoin inspiroinut Marian Dincan ja Marcel
Chiritan teos Numere Complexe in Matematica de
Liceu (Bukarest 1996).

Perusteoriaa ja geometriaa
Kompleksilukujen algebraa

1. Lukuparien joukossa R? = {(z, y)lz € R,y € R}
médritelldan

(@, 9)+ (@ y) =

(z, y)@' ) =

(z+a', y+y),
(v’ —yy', zy’ +2'y).

Niin R2:sta tulee algebrallinen kunta C, jossa yhteen-
laskun neutraalialkio on (0, 0), alkion (z, y) vasta-alkio
on (—x, —y); kertolaskun neutraalialkio on (1, 0) ja al-
kion (z, y) # (0, 0) kdédnteisalkio on

z -y
z2+y2’x2+y2 !

C:n alkiot ovat kompleksilukuja.

2. Kuvaus f : R — C, f(z) = (=, 0), on laskutoimi-
tukset sdilyttidvi bijektio. Niin ollen R’ = f(R) on re-
aalilukujen joukon kanssa isomorfinen C:n osajoukko.
Merkitéén (x, 0) = z ja samastetaan R’ ja R. Tédten C
on R:n laajennus.

3. Koska (0, 1)(y, 0) = (0, y), on (z,y) = (v, 0) +
(0, 1)(y, 0) = = + (0, 1)y. Merkitéén (0, 1) = . Silloin
(z,y) =2+ yi.

Jos z = x + yi, merkitddn £ = Rez, y = Im 2.

Kertolaskun méiritelmén mukaan i2 = (0, 1)(0, 1) =

(=1,0) = —1. Kompleksilukujen kertolasku voi-
daan suorittaa reaalilukujen laskutoimituksin lisdyksel-
14 72 = —1. Kompleksilukua i sanotaan imaginaariyk-
sikoksi.
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4. Kompleksiluvun z = x + yi liittoluku eli konjugaatti
on z = x — yi. Liittoluvun muodostus noudattaa séén-
t6ji 21 + 22 = Z1 + %o, Z122 = 21 Z2. Luvun 2z = v + yi
itseisarvo eli moduli on reaaliluku |z| = /22 + y2. Pi-
tee |z|? = 2%, josta seuraa mm.

z = —

|2’122| = ‘2’1H22| ja |Z‘2

Kompleksilukujen geometrinen esitys

5. Koska (joukkoina) R? ja C ovat samat, kompleksi-
luku z = (z, y) = « + iy voidaan samastaa tason koor-
dinaattipisteen P = (z, y) tai origon O tidhin koordi-

— — —
naattipisteeseen yhdistdvin vektorin OP = x ¢ +y j
kanssa. Kompleksilukujen yhteenlaskua vastaa vekto-
rien yhteenlasku ja kertolaskua, jossa toinen tulon te-
kiji on reaaliluku, vektorin kertominen reaaliluvulla.
Joukko R on téssd mallissa z-akseli. Selvisti |O.1)3| =
|2l

6. Positiivisen z-akselin ja vektorin O_P> vélinen z-
akselista positiiviseen kiertosuuntaan mitattu kulma on
kompleksiluvun z argumentti arg z. Koska x = Rez =
|z| cos(arg z) ja y = Im z = |z| sin(arg z), on

|z|(cos(arg z) + isin(arg z))
= |z|(cos(arg z + 2n7) + isin(arg z + 2nw)).

N&hdddn heti, ettd arg(z) = 27 — argz = —argz
(mod 27).
7. Jos z1 = |z1|(costy + isinty) ja zo = |z2|(costs +

isints), niin

z122 = |z1]|22/(costy costy — sinty sinty
+i(costy sinty + sinty costa))
= |21||22|(C08(t1 +t2) +iSiH(t1 +t2))
Téstéd seuraa |z122| = |21]|22] ja arg(z122) = arg(z1) +

arg(zz) (mod 27). Tulos yleistyy induktiolla tuloon,
jossa on mielivaltainen maéars tekijoitd. Téastd seuraa
erityisesti, ettd jos z = r(cost + isint), niin 2" =
r™(cosnt + isinnt), kun n € N (de Moivren kaava).
Osamadrélle saadaan

— @7 arg (ﬁ) =argz —argzy (mod 2m).
22| Z2

21

Z2

Kompleksiset juuret sekd eksponentti- ja
logaritmifunktio

8. Jos {/a on luku, jolle ({/a)" =
r(cost + isint) niin jokainen luvuista

z, ja jos a =

t 4 2kmw
S +1

(1)

t+ 2k
Ur <co sin + W) ,
n
k=0,1,...,n—1, voiolla ¢/a. Luvut (1) ovat yht&lén
z™ = q ratkaisut.

2 2 1
Esimerkkeji. /1 on joko 1, cos ?W +14sin I +

A . /3 3 2
m . - .

T .. 7 1 ?i: _5,_ ZT57r \/;,OH57JTOkO
coiz —‘rljlnz = 5\/5—1— 5\/5 tal COSZ —|—smz =
VIV

) tai 4T 4 isi
17— tal COS — 7 S1n
2 3

9. Koska
R N () L e
D D e T i
k=0
, 3t

= cost+¢sint,

voidaan kirjoittaa z = r(cost + isint) = rei’ (Eulerin
kaava).

e.’r—i—ly —
Rez

10. Edellisen perusteella e* = eve =
e*(cosy +isiny). Siis [e*| = e* = % ja arge* =y =
Im z. (Voidaan osoittaa, ettid sarjan avulla méiritelty
kompleksinen eksponenttifunktio toteuttaa samat las-
kusddnnot kuin reaalinen eksponenttifunktiokin.) Ol-
koon w = |w|(cos ¢ + isin @) mielivaltainen komplek-
siluku. Yhtélo e* = w merkitsee, ettd e* = |w| eli
z = In|w| ja y = argw (mod 27). Kompleksiluvun
w logaritmilla log w on siten ddrettéméan monta arvoa:
logw = In|w| + iargw + 2nmi. Arvoista yksi on ai-
na valittavissa niin, ettd sen imaginaariosa on vililla
[0, 27[. Ne logaritmin ominaisuudet, jotka ovat seuraus-
ta eksponenttifunktion laskusdannoisté, periytyvét sel-
laisinaan kompleksisille logaritmeille. Siten mm.

log(wiws) = log wy + log ws.

Esimerkkeji. Koska arg(—1) = 7, log(—1) = im +
onmi. log(ei) = 1+ % + 2nmi.

11. Yleinen potenssi z" médritelladn nyt lukuna
e?logz  Potenssilla on yleensd #drettémén monta eri
arvoa.

Esimerkki. i = /1087 = i(i5+2nm) — =3 -2nm Ty
vun ' likiarvoja ovat siten esim. 0,00000000135 (n =
3), 0,20788 (n = 0) ja 17093171649 (n = —4).
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Kompleksitason geometriaa

12. Jos z = x + yi on kompleksitason piste, niin
Z = x — yi on z:n symmetriapiste z-akselin suhteen,
—z = —x — yi on z:n symmetriapiste origon suhteen ja
—Z = —x+yi on z:n symmetriapiste y-akselin suhteen.

13. Jos z1 ja zo ovat kompleksitason pisteitéd, niin z
on samalla suoralla kuin z; ja z3, jos ja vain jos jollain
reaaliluvulla k£ on

z — Z9

=k
zZ— 2z
eli
Zg—k‘Zl
== 2
2= 0 2)

Jos k < 0, z on pisteiden z; ja zo vélissé, jos 0 < k < 1,
Zo on z:n ja zi:n valissd, ja jos 1 < k, z1 on z:n ja z9:n
vilissd. Yhtélon (2) kanssa yhtépitdvid samalla suoral-
la olemisen ehtoja ovat

z=pa+qz, pqeR, ptg=1
ja
az+bz1 +czo=0, a,b,ceR, a+b+c=0,
a? + 0%+ #0.
Esimerkki. Janan [z, 25] keskipisteessd k = —1, jo-

z1 + 22

ten keskipiste on zp; = . Jos z3 on kolmas piste,

kolmion, jonka kérjet ovat z1, 2o ja z3 painopiste on se
piste, jossa jana [z3, zps] jakautuu suhteessa 2 : 1; tdmé

piste on (k = 75)
1 1
ZM + 5% 5(2’1 +z22+23) 4
14 = 2
+ 2 2

14. Pisteet z1, 29, 23 ja 24 ovat samalla ympyral-

i e 24 — 21 24 — 23 .
14, jos ja vain jos joko arg = arg tai
22 — 21 22 — 23
24— 21 22 — 23 - . "
arg + arg —— = 7. Taméa merkitsee, etté
Z2 — 21 Z4 — 23
kaksoissuhde
24— 21 2223 X4 TR 2423
Z9 —Z1 24 — 23 Z9 — 21 ’ Z9 — 23

on reaalinen. Jos suhde on reaalinen, pisteet z1, 2o, 23
ja z4 ovat samalla ympyrélld tai samalla suoralla. Jos
pisteet eiviit ole samalla suoralla ja kaksoissuhde on ne-
gatiivinen, nelikulmio z7 222324 on kupera ja sen ympéri
voidaan piirtdd ympyra.

15. Olkoon z1z29 ...z, kupera positiivisesti suunnistet-
tu monikulmio kompleksitasossa. Merkitdan z,11 = 2.
Osoitetaan, ettd monikulmion pinta-ala on

1 - _
S = §Im (kzl Z;H_lzk) .

Tami néhddan seuraavasti:
kompleksiluvulle z on

Ensinnékin jokaiselle

n n

n n
ZE §k+55 zk+1:25 zk—l—zg Zk+1,
k=1 k=1

k=1 k=1

joten edellisen yhtélon lauseke on aina reaalinen. Téastéa
seuraa

Im (Z(2k+1 + Z)(Ek + 3))

k=1

=Im (Z Zk+1zk> + Im (Z Zr + EZ Zk+1>
k=1 k=1 k=1
n
+Im(n|z|?) = Im (Z zk+12k> .
k=1

Koska pinta-alaksi véitetyn summan arvo ei muutu,kun
jokaiseen zp:hon lisdtdédn z, voidaan monikulmio siir-
t44 niin, ettd origo on sen sisédpuolella. Jos nyt z; =
ri(costy +isinty), on Im(zk11Zk) = re417% sin(tp41 —
t1.) eli kaksi kertaa sen kolmion ala, jonka kérjet ovat O,
2k ja 2k+1. Koska koko monikulmion ala saadaan laske-
malla yhteen kaikkien kolmioiden Ozyz,41 alat, viite
seuraa.

16. Samoin suunnistetut kolmiot A;A3A3 ja B1 B3B3
ovat yhdenmuotoiset, jos (esim.)

A1Ay BB
AiAs - B1 B3

ja 4A2A1A3 = ABlBng.

Jos pistettd A; (B;) vastaa kompleksiluku a; (b;),

niin yhdenmuotoisuusehdoista edellinen sanoo, etta
—ay . ba—0b;

a
kompleksiluvuilla 2 j
az—a; " by —b
jalkimmainen, ettd niilld on sama argumentti. Yhden-
muotoisuus vallitsee siis, jos (ja elleivit kolmiot surkas-

tu, vain jos)

on sama moduli,

az —a; by —by

= ) 3

az — ap b3 — b1 ( )
Jos kolmiot ovat vastakkaisesti suunnistetut, saadaan
pari samoin suunnistettuja kolmioita peilaamalla toi-
nen kolmio x-akselin yli. Yhdenmuotoisuusehto on tés-
sé tapauksessa

az —ax by — by

a3 — ay 53—51
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Yhtilo (3) voidaan kirjoittaa symmetriseen muotoon

1 1 1
det| a1 as a3z |=0.
b1 by b3

[Oletamme kolmirivisten determinanttien perusominai-
suudet tunnetuiksi; ne eivat riipu siité, ovatko determi-
nantin alkiot reaalisia vai kompleksisia.]

17. Jos kolmio A;A3A3 on yhdenmuotoinen kolmion
Ay A3 A kanssa, se on tasasivuinen. Edellisin merkin-
néin tdmé toteutuu, kun

1 1 1
det| a1 as a3z | =0.
as a3 aj

Edellinen yht#lé on yhtéipitivi yhtilon af + a3 + a3 =
ajas + asas + asaq kanssa ja edelleen yhtéalon

(a1 — a2)® + (a2 —az)* + (a3 —a1)* = 0
kanssa.
Analyyttisen geometrian yhtildiden
kompleksimuotoja
18. Yhtéloparit
z=x+1y, zZ=x—1yY
ja
1 _ 1 _ 1 _
T = 5(2’4‘2)7 y= ﬂ(z—z) = —5(2—5)

ovat yhtépitdvat. Taté tietoa hyviksi kidyttden relaa-
tiot f(x, y) = 0 voidaan muuntaa relaatioiksi ¢(z, z) =
0.

19. Suoran yhtéloé ax + by + ¢ = 0 muuntuu muotoon

g@+€)f%@=€)+c:%«anW+QH%Ma+c:0
eli

az+oaz+c=0, (4)

missé ¢ on reaaliluku. Jos suora kulkee pisteen z( kaut-
ta, on oltava ¢ = —azg — @zg. Suoran yhtilo on siis

alz — zp) +a(z —Zp) = 0.

Jos z, z1 ja zo eivét ole samalla suoralla, ne muodosta-
vat kolmion, joka ei ole (suoraan) yhdenmuotoinen sen
kolmion kanssa, jonka kérjet ovat z, Z1 ja zs. Edell4 kol-
mioiden yhdenmuotoisuudesta tehty tarkastelu merkit-
see, ettd pisteet ovat samalla suoralla, jos ja vain jos

1 1 1
det| z 21 29 | =0.
Z Z1 7o

20. Suoran az+az+c = 0 eli (a+@)z+i(a—@)y+c =0
kulmakerroin on
a+a L+

e

(5)

a—a

Jos suoran ja x akselin vélinen kulma on ¢, niin k =

sin
tan¢ = —(b Yhtilostéd (5) voidaan ratkaista
cos ¢
a cosg+ising e 20
—_— = = =€

7

@ cosp—ising e~

i a
=1 —— .
¢ 2og( a)
Kahden eri suoran az +az+a=0ja B2+ 52+b=0
véliseksi kulmaksi saadaan

i @ i 8 i af
— o= =1 —— ) —=1 = ==1 — .
b1 — @2 5 og( a> 2 og< ﬁ) 5 108 (aﬁ)
Téstd saadaan suorien yhdensuuntaisuudelle ehto af =
af eli

ja edelleen

@ by
a g

ja kohtisuoruudelle a8 = —af3 eli
@ 0y
a g

Ehto toteutuu esim. jos § = ia.

21. Pisteen zg kautta kulkevan ja suoraa (4) vastaan
kohtisuoran suoran yhtéloksi saadaan edellisesté

a(z —z9) —a(z —zp) = 0.
Yhtéloparista

az — oz

az + oz

saadaan pisteen zy kohtisuoraksi projektioksi suoralla

(4)

= azg — zg,
= —C

azg —Qzg — C

z1 =
2

Pisteen zj etéisyys suorasta (4) on

20029 — azg + azg + ¢ lazg + @zo + ¢
|ZO —_ zl| = =
2 2|
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22. Pisteen 2y kautta kulkeva kompleksiluvun w esitta-
mén vektorin suuntaisen suoran pisteisséd z on z — zp =
tw, missé t on reaaliluku. Tamé& merkitsee, etti pisteis-
sé toteutuu yhtalo

Z— 20 Z— 2

w

eli
Wz — wz + wzg — wzy = 0.

Kun tétd verrataan yhtéloon (4) (jossa ¢ on reaalinen!),
saadaan a = w.

23. Ympyrin 224132 4+-az+by+c = 0 yhtiloksi saadaan
kuten kohdassa 19

2ZZ+az+az+c=0, (6)
missd o = i(a — 1b). Jos ympyrin keskipiste on u ja
sédde r, niin ympyréin yhtdlé on myos

(=G —7) =12

Siis o = —J1 ja ¢ = |u|? — 2. Pisteen 2y potenssi ym-
pyrén (6) suhteen on

2 2 - —
|z0 — p|* — 7° = 20Z0 + azp + @Zp + c.

Tavalliset geometriset transformaatiot
kompleksitasossa

24. Jos T : C — C on jokin kompleksitason transfor-
maatio, niin merkitdén T'(z) = 2/, T'(zx) = 2}, jne.
Tason siirto on kuvaus T'(z) = z + w.

25. Tason kierto origon ympéri kulman ¢ verran vas-
tapdiviiin on T'(z) = e!?2. Kierto pisteen w ympéri on
T(z) =w+ e®(z — w) = ez + w(e'® — 1).

Olkoon |a| =1, a # 1 ja T(z) = az + b. Silloin

b
1(0‘_ 1)7

T(z) =az+

joten T on kierto pisteen 1 ympéri. Kahden kierron

yhdistédminen on kierto tai siirto: jos T1(z) = a1z + by,
Ty(z) = asz + be ovat kiertoja, niin Tx(Ti(z)) =
(aga1)z + agby + be, missé |ajas| = 1.

26. Kuvaus T'(z) = z on peilaus z-akselin yli. Origon
kautta kulkeva suora ¢: az + @z = 0, on kohdan 22

. (% . .
mukaan vektorin w = — suuntainen. Transformaatio

|

koostuu kierrosta, jolla suora ¢ ka#intyy x-akseliksi, pei-
lauksesta z-akselin yli ja kierrosta, jolla x-akseli palau-
tuu suoraksi £. Transformaatio on siis peilaus suorassa
£. Yleinen suora az + @z + ¢ = 0 leikkaa z-akselin pis-

teessd — —. Néin ollen peilaus tdssi suorassa on
a+ o
[ c c
T(z)=——|Z+ — | — —.
« a—+a a+a

27. Origokeskinen homotetia, jossa homotetiasuhde on
k € R, on T(z) = kz. Homotetia, jonka homotetiakes-
kus on w, on T'(2) = w+ k(z —w) = kz + (1 — k)w.

28. Olkoon a = |a|e’® € C mielivaltainen. Kuvaus

T(z)—az+b—a<z+§> = |a| <6i¢> (z+§>)

on translaatiosta, kierrosta ja homotetiasta yhdistet-
ty. Koska kukin n#istd kuvaustyypeistd sdilyttda ku-
vioiden yhdenmuotoisuuden, 7" on yhdenmuotoisuusku-
vaus. Numeron 16 tarkasteluista seuraa, ettd jokainen
yhdenmuotoisuuskuvaus on joko muotoa T'(z) = az+b
tai T'(z) = az + b.

29. Inversio origokeskisessé 1-séteisessd ympyrassd on

1 . . . .
kuvaus T'(z) = —. Inversio zo-keskisessé ja r-siiteisessi

ympyrassd madrittyy kaavalla
2
r

T =
<Z) zo+Z*ZO

Algebran peruslause

30. Todistetaan algebran peruslause. Sen mukaan jo-
kaisella polynomilla

P(z)=z2"+ Un_12"" 1 4+ a1z + ag,

misséd kertoimet a; ovat kompleksilukuja, on ainakin
yksi nollakohta, ts. yhtdlslla P(z) = 0 on ainakin yksi
ratkaisu. Todistus vaatii hiukan analyysin késitteité ja
tietoja.

31. Kompleksilukujonolla z;, j =1, 2, ..., eli (2;) on
raja-arvo z, jos |z, — z| on mielivaltaisen pieni kaikilla
tarpeeksi suurilla n:n arvoilla. (Tdmé voidaan lausua
tésmallisemminkin, mutta tarpeisiimme riittd4 tdmé.)
Jos P on polynomi, w; = P(z;) ja jonolla (z;) on raja-
arvo z, niin jonolla (w;) on raja-arvo w = P(z). TAm&
seuraa siité, etté

lwj —w| =|P(z;) — P(2)|
=l — 2" tan1 (7 = 2"+ an(z - 2)
= |zj — 2|Q(z, 2).
Kun j on tarpeeksi suuri, |z; —z| on pieni; t&lloin lause-

ke Q(z;, z) on kiintedn yldrajan alapuolella, ja tulo
|zj — 2|Q(%;, z) tulee sekin mielivaltaisen pieneksi.
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32. Tarkastellaan kaikkien niiden reaalilukujen joukkoa
E, jotka jollain z:n arvolla ovat muotoa |P(z)|. Luku x
on E:n alaraja, jos jokainen E:n alkio on > x. Jokainen
ei-positiivinen luku on FE:n alaraja. Reaalilukujen pe-
rusominaisuuksia on, ettd F:n alarajojen joukossa on
suurin alaraja. (Sitd kutsutaan myos E:m infimumiksi
ja merkitéén inf E.) Olkoon tdmé& suurin alaraja a. Ha-
vaitaan, ettd jos |P(z)| # a, on olemassa z’ # z siten,
ettd |P(2)] < |P(2)]. Jos nimittéin kaikilla 2’ € C olisi
|P(2)| < |P(Z')], olisi | P(2)| a:ta suurempi E:n alaraja.

33. Osoitetaan, ettd jollain zy pitee yhtld |P(zo)| = a.
Tehd#én vastaoletus: P(z) > a kaikilla z. Jos niin
on, voidaan 18ytééd luku z1, jolle |P(z1)] < a + 1 ja
padttyméaton lukujono (z;), jolla on esim. ominaisuus

|P(zj41)] —a < §(|P(z])| — a) ja sils myds |P(z;)| <

1
a+ —. Koska

27

Gp—1 a1

B +...+Zn—1

ao
P()| = 121" 1+ + 20
ja koska termit, joissa z on nimittéjéissd, tulevat pie-
niksi, kun |z| on suuri, niin |P(z)| tulee suureksi, kun
z on tarpeeksi suuri. Téstéd seuraa, ettéd kaikki jonon
(zj) luvut ovat jossain neliossi Q = {z € C| — R <
Rez < R, —R < Imz < R}. Jaetaan @ neljdén yh-
td suureen nelioén. Koska jonossa (z;) on dérettomén
monta lukua, jossain niisté neljasté neliostd, esim. ne-
liossd, ()1, on Adrettomén monta luvuista z;. Prosessia
voidaan jatkaa: jos (1 jaetaan neljiksi nelioksi, jossain
niisté, esim nelitssd (2, on ddrettdomin monta luvuis-
ta z; jne. Neliot (@) ovat sisédkkéin ja niiden sivujen

1
pituudet ovat —— R. Téstd seuraa, ettd nelididen kér-

kipisteet muodostavat kompleksilukujonot, joilla on sa-
ma raja-arvo zo. Lukujonosta (z;) voidaan poimia &&-
retén osajono (z;, ), jonka raja-arvo on myés zg. Jonon
|P(z;, )| raja-arvo on P(zg). Jos olisi |P(z0)| > a, jou-
duttaisiin ristiriitaan ominaisuuden |P(z;, )| < a + 2
kanssa. Siis |P(z9)| = a.

34. Osoitetaan vield, ettd a = 0. Oletetaan, ettd niin
ei ole, ettid a > 0 ja P(29) = wo = a(cos ¢p+isingg) =
ae'®0. Nyt voidaan kirjoittaa
P(2) = (z2—20)" +bn_1(2—20)" " 4+ - -4b1(2—20) +wp.
Olkoon k pienin indeksi, jolla by # 0. Silloin

P(z) = wo + bp(2 — 20)* (1 + Q(2)),

missd Q(z) on polynomi, jonka arvot ovat pienié, kun
z on ldhelld zp:aa. Voidaan esimerkiksi valita niin pieni

) 1
r, ettd kun z = zg + re'®, niin |Q(2)] < 3 ja samalla

2r¥|bg| < a. Niilld zm arvoilla
P(2) = ae'® + r¥|bg|[1 + Q(z)]e'hetats=),

missid a = argby ja B(z) = arg(l + Q(z)). Tehdysti
oletuksesta seuraa, ettéd |3(z)| < % jall4+Q(2)] < 2.

Edelleen 16ytyy ¢ niin, ettd k¢ + a + 5(2) = ¢o + 7.
Mutta talla ¢:n arvolla

P(z) = P(20 4+ re'®) = (a — r*|bp||1 + Q(2)])e®

ja |P(2)| < a. Tultiin ristiriitaan sen kanssa, ettd a on
|P(z)|:n arvojen alaraja. Siis vastaoletus onkin v&ari,
ja P(z9) = 0. Algebran peruslause on todistettu.

Tehtavia

35. Johda sin6z:n ja cos6x:n lausekkeet sinx:mn ja
cos z:n polynomeina.

36. Laske

n
Z sin k.
k=1

37. Jos a ja b ovat kokonaislukuja, niin z = a + ib on
kompleksinen kokonaisluku. Jos kompleksista kokonais-
lukua z ei voida kirjoittaa muotoon z = 2129, misséi 21
ja zo ovat kompleksisia kokonaislukuja # 1, niin z on
kompleksinen alkuluku. Selviti, mitkd joukon {3, 5, 7}
luvut ovat kompleksisia alkulukuja.

38. Selvitéd, mitd tapahtuu suoralle ja ympyrélle inver-
siokuvauksessa.

39. Olkoon ¢ # 1 yhtélon 23 = 1 jokin ratkaisu. Osoi-
ta, ettd pisteet z1, 29 ja z3 ovat tasasivuisen kolmion
kérjet jos ja vain jos

21+ €z + 6223 =0.

40. Kuperan nelikulmion ABCD sivuille piirretdan
(ulkopuolisesti) tasasivuiset kolmiot ABM, BCN,
CDP ja DAQ. Osoita, ettd nelikulmioilla ABCD ja
M N PQ on sama painopiste.

41. Selvité, miten sddnnollinen 5-kulmio voidaan kon-
struoida lahtemélls yhtilon z° = 1 ratkaisusta.



