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Solmun 2/2004 tehtavien ratkaisut

Solmussa 2/2004 oli helpohkoja tehtévid, joiden ratkai-
sut esitetaan seuraavassa.

1. Olkoon S; =1, S5 =2+3, 53 =4+5+6,.... Laske
S17.

Ratkaisu. Summia laskettaessa huomataan, ettd sum-
man viimeinen luku on kolmioluku eli muotoa w

Havaitaan myos, ettd summan ensimmaéinen luku on
(n — 1):s komioluku liséttynd 1, joillon saamme S,,:lle
seuraavan lausekkeen:
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Nain ollen
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Si7 = ( +): = 2465.
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2. Keskiaikaiset kivenhakkaajat kayttivat tatd meto-
dia rakentaessaan tarkkoja kahdeksankulmioita anne-
tun nelion sisélle. Avaa harppisi niin, ettd sen sidde on
puolet nelion halkaisijasta. Piirrd ympyran kaari siten,
etté sen keskipiste on nelion kulmassa. Merkitse ne kak-
si kohtaa, jotka leikkaavat nelion sivut. Tee sama kai-
kille nelion kulmille, jolloin saat 8 pistetta, jotka ovat

kahdeksankulmion kulmia. Onko syntyvé kahdeksan-
kulmio taysin sdannollinen kahdeksankulmio? Todista.
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Ratkaisu. Merkitdan nelion sivua s:114 seké kahdeksan-
kulmion sivujen pituuksia a:lla ja b:1l4. Katso muut
merkinnéat alla olevasta kuvasta.
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Pythagoraan lauseen mukaan
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Koska s = 7 + d, niin

d=s(l- g)

Kahdeksankulmion sivun pituudeksi saadaan
2
azs—?dzs—Zs(l—%):s(\/i—l).

Pythagoraan lauseen mukaan b? = 2d? eli b = 2v/2.
Néin ollen
2
bzsﬁ(l—%)zs(ﬁ—l):a.
Koska nelion sisdan piirretyn kahdeksankulmion kaikki
sivut ovat samanpituisia ja kahdeksankulmio on kier-
tden symmetrinen, on se sadnnollinen.

3. Osoita, ettéd jos kolme alkulukua, kaikki suurempia
kuin 3, muodostavat aritmeettisen lukujonon, niin jo-
non perakkéaisten lukujen erotus on jaollinen kuudella.
Esitd joitakin esimerkkeja kolmesta alkuluvusta koos-
tuvasta aritmeettisestéd lukujonosta, jotka sisaltavét lu-
vun kolme, ja nayté, ettd jokaisessa tapauksessa jonon
perédkkaisten lukujen erotus ei ole jaollinen kuudella.

Ratkaisu. Olkoot P, @ ja S kolme alkulukua aritmeet-
tisessd lukujonossa sekd d perdkkaisten lukujen ero-
tus. Lukujono on siis P, P + d, P + 2d. Kaikki kol-
me alkulukua ovat suurempia kuin 3, joten niiden on
oltava parittomia ja d:n on oltava parillinen, koska
kahden parittoman luvun erotus on aina parillinen,
2n+1)—(2k+1)=2(n—k).

Laskemme modulo 6: Parillisten lukujen ja&nnokset
modulo 6 ovat 0, 2 tai 4 ja parittomien lukujen jaan-
nokset modulo 6 ovat 1, 3 tai 5. Tutkimiemme alku-
lukujen on oltava kongruentteja lukujen 1 tai 5 kanssa
(mod 6), koska jos ne olisivat kongruentteja 3:n kanssa,
niin ne olisivat jaollisia 3:1la, eika kyseisia alkulukuja
olisikaan.

Olkoon P nyt kongruentti 1:114 (mod 6), siis P 4+ d on
kongruentti yhden kanssa seuraavista:

14+0=1 (mod 6),
1+2=3 (mod 6),
1+4=5 (mod 6).

Koska P -+ d on alkuluku, niin se ei voi olla kongruentti
3:n kanssa (mod 6), joten d:n on oltava kongruentti lu-
vun 0 tai 4 kanssa (mod 6). Siis P + 2d on kongruentti
vhden kanssa seuraavista:

1+2-0=1 (mod 6),

142:-4=147=9=3 (mod 6).

Koska myo6s P + 2d on alkuluku, niin se ei voi olla
kongruentti 3:n kanssa (mod 6), joten d on kongruentti
0:1la (mod 6).

Toisaalta, jos P on kongruentti 5:n kanssa (mod 6), niin
P + d on kongruentti yhden kanssa seuraavista:

5+0=>5 (mod 6),
54+2=7=1 (mod 6),
544=9=3 (mod 6).

Koska P +d on alkuluku, niin se ei voi olla kongruentti
3:n kanssa (mod 6), joten d:n on oltava kongruentti lu-
vun 0 tai 2 kanssa (mod 6). Siis P + 2d on kongruentti
yhden kanssa seuraavista:

54+2-0=5 (mod 6),
542-2=5+4=9=3 (mod 6).
Koska myo6s P + 2d on alkuluku, niin se ei voi olla

kongruentti 3:n kanssa (mod 6), joten d on kongruentti
0:1la (mod 6).

Téstéa kaikesta seuraa, ettd d on kaikissa tapaauksissa
kongruentti 0:n kanssa (mod 6), eli kun jaetaan kuu-
della, jadnnos on 0. Siis d on jaollinen kuudella, mika
oli todistettava.

Esimerkkeja aritmeettisista lukujonoista, jotka sisalta-
vat luvun 3:

3,57  (d=2),
3,7,11  (d=4),
3,11,19 (d=8),
3,13,23 (d = 10),
3,17,31 (d = 14),
3,23,43 (d = 20).

Naissa esimerkeissa mikaén lukujen erotus ei ole jaolli-
nen kuudella, mutta onko tdma totta kaikille aritmeet-
tisille lukujonoille, jotka sisdltavat luvun 37 Kylla, kos-
ka jos ensimmaéinen luku on 3 ja erotus on jaollinen
kuudella, olkoon se 6k, niin toinen luku on 3 + 6k, joka
on jaollinen kolmella, eli se ei ole alkuluku. Siis lukua
kolme sisaltavaa aritmeettistd lukujonoa, jonka perak-
kaisten lukujen erotus on jaollinen kuudella, ei ole ole-
massa.

4. Ota kolme yksikkGympyraa, jotka koskettavat toisi-
aan. Muodosta kolme ympyrad C1, Cy ja Cs, joiden sé-
teet ovat rq, 73 ja r3, kuten seuraavassa kuvassa. Ympy-
rat, jotka ovat tangenttina kaikille kolmelle yksikkGym-
pyrélle, ovat C ja C3, joista C7 on pienempi. Ympyra,
joka menee yksikkdympyroiden tangenttien kolmen pis-
teen lapi, on Cy. Etsi siteet 71, o ja r3 ja nayta, etta
rirs = 7"%.
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Koska OC = OA + AC, niin

cv. V3
OA+AC — 2~

Koska AC = CV =1 ja OA = rq, niin

T1 + 1 2 ’
joten
2
rm+l=—,
' V3
ja edelleen
2
Ratkaisu. Loytddksemme kysytyt siteet OA = ry, rp=——1.

OB = ry ja OD = r3 tarkastelemme alla olevaa ku-
viota. Kun piirrimme janan pisteestd O janan UC' kes-
kipisteeseen V', niin koska séde on kohtisuorassa tan- | Siteen 7, avulla voimme ratkaista rom ja r3m. Koska
genttia vastaan, saamme OA = ry. Koska kolmio TCU | OV = ry, CV =1 ja kulma OCV = 30°, niin

on tasasivuinen, niin kulma TCU = 60°, ja koska OC
puolittaa kulman OCV, niin kulma OCV = 30°. 1

Ty = —=.

V3
Koska OD = OA + AC + CD, niin

2 2

Nyt

Lahde: NRICH, University of Cambridge, http://nrich.maths.org.



