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DFE�GIHKJMLON�P�Q ∀ RTS ∃ U*V E�LMWYXZE�J[P SI\

∃ ]_^a` �[b3cTb�b�dedgf[�gh�h�b�bjijklb�dg�nmo��h��/�[�gh��qp
∀ ]@r f�f�ksfut
∃ ]@v �w�gksfut r ��fxclf�dydgf��wh�b�kzclfup

∃ ]_^a` �[b3cTb�b�de�g�K{ ` kzcTb�b3dqpK�gb3dw�&mz��hj�/���wh��qp
∀ ]�| f�� mz�}��dKb�t
∃ ]�| f�� mz�}��dKb�~jh�ksfut r ��fxclf�d/dwf��wh�b3kzclf�p

∃ ]_^a` �[b3cTb�b�de��f ` �[��h `��s� b3dqpK�gb3dw�&mz��hj�/���wh��Yp
∀ ]�| f�� msb � {jfut
∃ ]�| f�� msb � {jfq~gh�ksfut r ��fxclf�d/dwf��wh�b3kzclf�p

�FJOWIHKH S�� G S L S}�sSj� PZE3J��*E�G V JM� � JMLOL S�V E3L S PTP�W�H S �q�*E3G>�IE�GI�jE�G
V E3LOJ U(Rl�w�Z��S�� WIWIX�E3�y� S G�LOWI�KWIG �ZS G � GKW*P�� � JMPTP SjSY\6� WIPZE3GLMWYHwJ RTS�Vw�*� P � JOHwJOG Rl�,VY�g� PZPZE3LOE3� �g� G U�V E3L SjS}RTS LML SIU(Rl� H S���S}�G �K� LOWI�KWIG��KJOJO�/E�J � E3G �IU*� G��/E�GIE�P�E3LO� �YU�Rl� LML S � � G�� � J[PZP SjS
V E3LOJMG�� S X�� Sj� PZJ \��g�g� E3G � JO�y� � JOGIE3G V E3L SjS}RTS��ZS G �K� LOWI�KWIG
a U��ZS G �K��RT� LOHKJO�/� � JMGIE�G V E�L SgS}RTS LOWI�KWIG a + 1 \n��� LML S J �T�P S � S X�� SjS G,� � JMPTP �K� G Rl� �gP S � SjS �yE3GIE3PZE�LM� �j� HwWIP � W*P SgS G�� �¡u¢£¢s �¤�¢o¥Z¦}¢s§o¨j¡©¦�ª}¤«¡ \
¬ � E3JMP S � S P�E3� SjS PTPZJ � J S JOLM�yJONjJMP � � � J�� SgS G,�yJOE3LMP �g�V E�LMJOE3G
S �KWILOL SI\�®&� JO�yE3X�HwJOH � J � E U E3PTP �6RT� LOHKJM�y� � J � E�LML �FV E3L SjS}RTS LML S�� G� � JMPTP �g� PZX S P�E3�jJ S GIJOWIHKH S��oV E�LMJ ���Z�YU �IE3J RTSj� PZE�LME�E � JMP � P �w� J Sj� J SjSIUE�PZP �FRl� H S J � P S LOWIHKW S H � �gP�J � G � LME�� Sj���ZS P � JOGIE3G UK� WIWIX�E3� V JLMWYHwW \

∀ ] ∃ ¯ ~jkzc£~j~�klb�dw���Cb�b�d�ks�g� �l` � ¯ fMb°���wh���mzb±hj�gf�d�²f�dw�jpw³(d�cTb�f[{wb ` dK��� ¯*` �Mb�cTb�dgf��wh�h�b�bjp
∃ ]�´ dµ��� ` �Cb3ksklb¶�_�wfxcTb�h�f�d ¯*` � ` mz�jp¸·���f�ksklb�f[ddgf�f[kzcT������f�cscTb�b�klb�dg���Cb����[b ¯ f ` dwf[�����wh���mzbjp
∀ ]�| f�dK�ycTb�f[{gb�dwh�f�d������[b�¹}~g���/klb�dg���Cb�b3d ¯ f `�ºdgf[�����wh���mzbjp ^a` �[b3cTb�b�d�mz�3cTb�f�dek ` �[�[b3f[kzcTbjp
∃ ]¼» ½ ~jh `�� c ` � `«` fxclk ` h�k `«` dY¾;¿&~�c�k ` ¹wÀ��[�²À¸� `ZºdgfÁ�[b�dgh�b�b�dYp r ��f�cTb3dÂdwf��wh�b3dqi�h���ksh�b²mo��h�b�f�k ºcTb¸���ghj�wb�h���¹}clfÁ��dÂ��� ` �Cb3ksklb¸cl��f�d ` dYi;ks�g� º�l` � ¯ fÁ���wh��Yp | �gcscTb>b�f���b�d��b�kzcTb�b���b3kzclf(mz� ºh�b3f[kzcTb ¯ ��ksfxclf�f��jf�kzcTb��[�gh��Kb@h���¹}clfI��d/��� ` �Cb�k ºklb6cl��f�d ` dYi ¯ f ` d ` � ¯ f ¯ ��ksfxclf�f[��f�d ` d_���wh��qp�Ã©clk `b3ksf[b�ksklb¼�²f[dgh���cTb3¹Kb3dwklb²h�b�¹w{ ` dyh ` ksh ` dK����d`Z� f[ks�g� �l` d �l` b�b���f��[�g���wd�������f�kskl�y��d �l` b�b3�[f���� ºh��3msbjp Ä

Å � LOJ V E3LOJ ���Z� ∀ ��S G �*� E3G � JOGCXZE SjS LOJOLMWI�KW*P x RTS y UZRl� JOLMLOE x < y \Æ J[PZPZE�G ∃ �ZS G �K� XZE SjS LOJOLMWI�KWIG z \IÇ E3L SjS}RTS ∃ � � JMPTP SjS � � LOJ V E �LOJOG U}Rl�g� x < z < y \YÈ WIW*P � JOG ∀ � � J[PZP SgSI\

∃ ]�^a` �Mb�cTb�b3d����3��f ¯*` �[f[��i�klb3dw�É���w���gc x msb y ilmz��f��[� `
x < y

p
∀ ] 1

msb
2
t

∃ ] 1, 07
t v ��ksh�b 1 < 1, 07 < 2

iw�²f�dw�_����fxclf[dYp
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∃ Q LOL �Â� G � � LOJ V E3LOJ ���Z� � � J[PZP �w� P�X S PZE3�gJ S Q �g�g� ∀ ��S G �K� LMWI�KW*P
x RlS y U x < y

� H �w� H S LOW � GYGIE3�Y�*JO�y�yE �T�*� PZE3E��yJ �YUjRl� LML S ∃� � JMPTP SgSIU PZE�HwJ VY� ∀ �yJ[P � P S � S G �ZSYU E��/�yE�� � JÉP �j���Z�� LOE�P �P SjS LOWI�KWIJOL[P S x RTS y �¼WIW*P SYU HKWIJOG ���j� GgPZN R E�G�� SgS P�JM�¼WIH � E3G
x < y ��U � � J ∃ ��S G �wS z Q G S LMWIHKW R E�G x RTS y HjE � HwJ S X�� � G
x/2 + y/2 U�Rl� H S¼� G x Q G RTS y Q G>� � LOJ �Z���I\w�°S X�HjE3�y�yJOGeP � � �� � J�� SjS G V E3X�W � P�E3LOL S�� E3WYX SgS � Sj� PZJoQ �@�w� H S x/2 < y/2 U�Vq� PZE�E

x = x/2 + x/2 < x/2 + y/2 < y/2 + y/2 = y,

Rl� PZE�G ∃ Q G�� � JMPTP �g� PZX S P�E3�jJ S P � �*E�LML S P � JM�yJOJ \
∃ ]_^a` �[b�cTb�b�de�g�K{ ` kzcTb�b3dqp
∀ ] 1

mzb
1, 07

t
∃ ] 1, 035

t r ��fxclf�dqp
���

∃ ]_^a` �[b�cTb�b�de�g�K{ ` kzcTb�b3dqp
∀ ] 1

mzb
1, 035

t
∃ ] 1, 0175

t r ��fxclf�dqp
Å � LOJ V E3LOJÉ�IE3J RTSj� PZE�LME�E � J[P � P �g� J Sg� J SjSYU E3PTP � H S �Y�IE3G�E�XZJ � WYW �XZE�G�X�E SjS LOJMLOWI�KWIG � � LOJ ������� G S JOG S X�E SgS LOJMLOWIHKW RTSY\ Å � LOJ V E�LMJOGS �KWILOL S � � JO� SgS G �w�T� J[PZP SgSIU E3PTP � E�J � LOE � LME�� Sj���ZS�V JOE3GIJOGgP �V �g� J[P�JMJO�KJ � P S XZE SjS LMJOLMWYHwW SI\

∀ ]�� �gh�����d ¯ ��ksfxclf[f���f�d ` dYi�mz��k�k ` ��d>ks�w� �l` � ¯ fh��wf�d�dw�����Mb�p
∃ ] ¿É�����Mb ` fY��� `F¯ ��ksf�clf�f���f�d ` dy���ghj�Yp
∀ ]@v ~j���M� ¯ �_ksf�cT�������[b�b3ded `�� b3clf�f���f[k ` �[�[b ¯ �������[�jp
∃ ] ¿É�����Mb ` fY��� ` �@~}À�ksh�����d�d `�� b�clf[f���f�d ` dqpw¿&�����[b��dydg�����[bjp

�j�w� ∀ � � JMPZP �j�YU E�PZP � y � G V JOE3GIJOG Vq�w� JMP�JMJO�KJMGIE�G�X�E SgS LOJMLOWIHKW U� � J ∃ � SgSj� P SgS ∀ Q G�� � LMJ V E3LOJOJMG \ ∀ W � H �K�YU E�PTP � LOWIHKW R E3G 0 RTS
y
� � LMJ �Z��� E�J � LMECX�E SjS LMJOLOWIHKW RTSIU}RTS GIJOJOG VY� � � G �ZS G �K� LMWI�KW*P

0 RTS y \ � � P ∃ HKWI� �wSjS ∀ Q GeW � H � �¼WIH � E3G ��S G � � S LOL S LMWY�wWYG
y/2 U}Rl� H S/� G V �g� J[P�JOJM�KJOGIE3G U y Q P �yV JME�GIE3� V J;XZE SjS LOJOLMWYHwW \

∀ ] 0, 000001
��d/h�~j���[��h�b3f�hjh ` f�d ¯ f ` dwf�d ¯ ��ksfxclf�f º��f�d ` d �l` b�b3��f[���ghj�Yp

∃ ]@v b3clks�3cTb�b3d ¯ b�i ¯*` �Mb�cTb�b�dy���3�[f ¯*` ��f[�jp
∀ ]�´Év p 0 msb 0, 000001

t
∃ ] 0, 0000005

t r ��fxclf�dqp
∀ ]�| ~}À�dwd ` cT���3dqi 0, 000001 ` fÁ��� ` h�b�b�d ¯ f ` dgf�d¯ ��ksfxclf�f���f[d ` d �l` b�b���f��[�gh��qp

���
∃ ]_^a` �[b�cTb�b�de��f ` �[�jp
∀ ]_^ fM{ ` cT����d>¹gf��wh�b�decTb3�wh���bji ` cscT�
	q�g���Cb�ksh�f�dklb�b6ks�w�gd����w� � ��d°msb ¯ ����k `«`4` ksf�csc ` � ` �C����d�cT� º�C�3d�c ` hjkzclf�dYp

∃ ]�� � ¯ b�bji ` cscT� ¯*` �[b�b3c0�²f[d��gd9h�b�dgksklb �@~}À º¹ ` �²�²f�dYp
∀ ]�| f�dw����� ¯ b�b3dqp

È WYW*P �w�e� G RTS PZHKWI� SjSIU�Rl�g� �¼WIWIP �g� P S P S�VqS �gP�WIW � JMP � � ����IE��y� � G U �yJMP � � � �IE��y� � G S JOH SgS HKWILMWYW \����j���Z� HwJOX �Rl� J[P�E3LO� Sg�Z��S P�W*PZHKJO�y�/E V E3LOE RT�YUÉRl� J��*E3G S �KWILOL S E��*E3LOLMJOGIE�GLOW � GYGIE3�Y�IJMGwP S�l� J[P � � � �IE3�y� � G U �yJMP � � � �IE��/� � G S JOH SgSHKWILOWIW � � � J�� SjS G JOLM� S J � P S � S P�E3� SjS PTP�J � E3G P �j� � � LOLMJ � E � PZJ \� L � J[P S �y�yE>LMWI�KWILOL SIUqRl�g���ZS0V � �q�*J[P SjS G RTS PZHKWI�KWIWIPTP S� LOE3J �� E3LOL � P Sg�T� LML SI\ Æ E�G RT� LOHjE3E�GyE � JMPTP�E3LOE3�y�yE RTS PZHKWI�KWIW �ZV E3LOJOG RTSVY�g�j� P � �/�yE�LOWIHKJ RTS G�E�P � JO� �g� G � E�G�� � JMPTP �g� PZX S PZE��jJ � J[P SI\
∀ ]_v �g�w����kzcTb�b ¯ b���b3f�h ` b3��cTb�p ´ klb�b�h���¹Kb3d����ghjf msb` clksfM������f�cscl��kzc � b3c `�� ��fxcTb��
∃ ]_v b�clks�²d}~�c6k ` � � b�b��jf[b����wh���mzbjpw¿&f[f�kskl�3¹K��de��dh�b3f�h ` dw�[b3f[ksf[bÉmo��¹K{gb3csc ` � ` ��f[b�c ` ¹}cT����f[�jp
∀ ] ¿&f�f[d ¯ ��p�	 ` ¹}cT����f�f[d ¯ b3d ` �jcl�w�²f�d ` d klb�b�f[¹ º� ` f�cT�_b�f�h�b�b�dYp

� �jV WIH � JÁP�W*PZHKJO�y�/E RTS PZHKWI�KWIWY�*E�G RTSyRTS P�HwWY�wWYW �TV E�LMJOG � ���LOJ � P �/� �wPZE � PZP �e� E�H �@RTS PZHKWI�KWIW �ZV E3LOJOG��¼WIWIGYGIE3LO�yJ SY\
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Æ JOJOXZX � P V � LOHwW Vw� NjX � LOL ��V J � P�E3E � P � a V J � PZE�E � E3E3G b \ � �jV E�W �P�E � J � G 36
HwJOL � �yE�P�XZJ � PZWIGYGIJ ����SI\��g�g� P�W*PZHKJMP�� S P�H S LML S}�

� J@�yJOGwWIW*P�JMG �yJ[PZP S J � P S�S}RTS G RTS H �T�wSIU �KW � � SjS P�HKWILOHjE3GIE�E �
� J 60 � · 36

HK�
/
�

= 600
� \��g�g� P�W*PZHKJMP � E�HKWIGgP�JMG�yJMPTP S J �l�P SCS}RTS G RTS H �T�wSIU �wW � � SjS P�HwWYLMHjE�GIE3E � J 10

�yE3PZX�J �Y\ Æ E�HwWYGgPZJOG
��S � Sg�T�w�ZSj�Z��S�� LOE�P�HKWILOHjE3GKW*P 10 � E�GgPZPZJ �IUqRlS� E�HwWYGgPZJOG��yJOL �
Rl�K� G Sj�Z�g��Sj�Z�ZS � S JMG 0, 001 � E3GwPTP�JM�yE3PZX�J �Y\
� WIG�PZW*P�HKJ[P � � � L � � � E3� V J ��S}RTS G RTS H �T��RTSYU �wW � � SgS P±HKWILOHjE �GIE�E � J � � � � � �IE3�y� � G \���� LOL S J � P S LOJMJOHjE3PTP � HKW*P � W*P SgS G RTS P �HKWI� S H � J�� \

∃ ]_½ À�¹Yi¼��dwh�� f�¹w� ` h�����dYi ` cscT�9co~�~ ¯w¯ fe��f�f�h ºh��g� ¯ ����h�� ¯ ~�À � �����[�e��b�f�d 0, 001
k ` d}csclf�� ` c º� f[��p! ��gcl�����Mb ¯ ���3ksf[ksf ¯ b�� mz��dy�[�3m ` � ¯ b�b�p

∀ ]_½ ~jksk«t�·���k�b��[b3�²� `(¯ �g¹��w�²b�b�d�b��jcl��f�kzcTb6cT��k ºkl�Âc ` h�kzclf�kskl�ji&h�b � h���fxcTb3�²� ` ~g� ¯ � � f�kzclÀ�clf `�ºcl��f�k ` c&���wh�f msb�c�p

�g�g�4S}RTS J � JO�y�/E S W*P � LML SIU � S WI�gP�JM�y�yE � LOJ � JgHjE3GwPZJOE � 120
HKJML ����yE�P�XZJ � PZWIGYGIJ ����SI\ È JMGKWIW*PZJ ���ZS LOJOJMHKHKWIJ � JO�y�yE 2

HKJML � �yE�P�XZJ �
RTSy� E3HKWIGgP�J �Z��S 33, 33

�yE3PZX�J �Y\ Å S JMHKH S LOWIHKW S X�� � P � � S Pn�IJOW �H S G � WIWIX�E3� V J S HKWIJMG VK� NjX � JOLMLOE �����*U6��S � S JOLM�yJON�P � J � PZWIW(Q
� WIG�PZW*P�HKJM�y�yE � � � L � � � E3� V J �eS}RTS G RTS H �Z��RTSIU �wW � � SgS � ��yE�HKWILOHjE�GIE3E3�y�yE � � � L � � � E3� V J � � S PZH ��RTSI\*È�� N �nS WIP � GLOJOJMHjE � G RTS P�HKWI� SjSY\
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∀ ] 120
h�f��[��� ` c � f[�>cl�gdwdwf�ksklb>��d�b�f�h�b�dw� ¯*` b�bjpv ~j���M�yb��jcl��b�mzb�beh�b�f�h�h�f[dwbyb3f[h�b������ ` f�dw�e��� º¹wf�d}cT����d�~g¹w{ ` d�k ` d}csclf�� ` c � f�dqp

∃ ] ³(f�p�·���k@cl�gclh�f��²� ` b3f�h�b����3��fM��iKmz��dgh�b ¯ fxcl�g�wk��d
0, 0002

k ` h��gd}clfMb�i�b3�gcl��b�msb�bÉcl�g��dKbÉb�f�h�b ºdKb
0, 0002

k ·120
h��

/
¹

= 0, 0002
k ·33

1

3

�
/
k
< 0, 01

�
.

∀ ] ¿É�²h}~j���[�²k ` b�f�dKb3hjf�d�b�mzb�bCh�b�f�h�h�f�dKb�b�f�h�b���� º� ` f�dK������¹gf[d}cT����d�~j¹K{ ` d��²f�����f[� ` c � f[dYp
∃ ] ³(f[h���pn·���k�cl�jclh�f[�²� ` b3f[h�b����3�[f[�ji4mz��dgh�b ¯ f ºcl�w�gk6��d

0, 00002
k ` h��wd}clf[bjiwb��jcl�²b�msb�b�cl�w� ºdKb�b�f�h�b3dKb�b���� ` ~j¹K{ ` d��²f����[f�� ` c � f�dYp

∀ ] ¿É�Ch}~g���[�Ck ` d}~�cnb�f�dwb�h�f[d¸b�msb�b�h�b�f�h�h�f�dKbCb�f ºh�b������ ` f�dK�����3¹wf�d}cT���3d 0, 1
�²f��[��f�� ` c � f[�

∃ ] ³(f[h���pn·���k�cl�jclh�f[�²� ` b3f[h�b����3�[f[�ji4mz��dgh�b ¯ f ºcl�w�gka��d
0, 000002

k ` h��wd}clf[bji3b��gcl�Éb�mzb�b&cl�w� ºdKb�b�f�h�b3dKb�b���� ` 0, 1
�²f�����f[� ` c � fM��p
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® P � J � LME�JMGIE�G �/E�GIE�P�E3LO� �IUaRl� LML S ∃ � � JMPTP SjS� LML � HKWI� S PZWYG� � JMPTP�E3L � G \
• ® G � JMG ∀ ��S G �K�nV JMPZWIWq�*E3G ` UlRl� H Sn� G � WIWIX�E3� V JjHwWYJMG

0 \
• È JMH � G � LOL SgSC� WIWIXZE�� V J S JMH S � � LOJ t � � JMPTP�E3LOJ RT� G ∃ V J �P �j�y� E3G RT� LMHjE�E3G ��S G �wSIU E�PZP �yVY� P�J � J � E3WYX SgS � S�S Q

�j�w�(S WIP � HwWYLMHjE�E 120
HKJOL � �yE�PZX�J � P�WIGIGIJ �T�

�ZSYUw� E_HwWYLMHjE�E S}RTSj����S t � � �IE��/� � G�HwWYJMG
V JMPZWIWY�IE3G ` \

® J�P�E3E�E�X �wSIU � S JMHKH S E3�y�yE²HwWYLMHKJ � JOH SgS G¸� S HKJ � G �gV E�WY�*E�LML SI\Å � JO�y�yE��IJ�� Sg� P SjS�� L � � � E �����IU
∃ ] ·�b�h�f[f�¹w{j~�cscT���_b��[b��C� ` kskl�jt

�¼W*PTP SÂ� � � �wW � � SjS �y�yE¸HKWILMHjE�GIE3E��y�/E � � � L � � � E3� V J �� S PZH ��RTSYU HKWIGyP S XZH Sj� PZE�LME��/�yE � � � L � � � E3� V J �²S}RTS G RTS H �Z���
RTSI\ÁÈ�� N � � S JO�wPZE3LOE3� S LOL S G �gV E3WY�*E�LML S LOJMJOHKHKWI�yJMGYE3G � G RTS P �HKWI� SgSI\
�²S JOHKHwJ*HKWI�KJ[P�E3LMP S �wJ ���ZS_� LME�� S LOJMJOHKHwWY�/JOGIE�G/E�J � LME RTS PZHKWI� SgSI\
� WIG È X \ Æ V ��� H Sj� P�E3LOE3E � JOJOXTP�JM�yE3E�G � � JOJMX�X�JMG�PZWIGYGIE�P SjS G� � N � GIJO�/E�LML � P�E3LOE V � XZP�� � Æ P S X � XZE�H � P�E3LOE3�KJ � J �g��S X RTSj���ZSIU � ���GIE3G�LMJOJOHwHjE�E3G ���>� G RTS P�HKWI� SjSY\ Æ JOJOXZX�JMG � JOJOXTP �j� Æ V ��� HwJOG � JOL �� � GIX ��VY��� H � E �Z��� �KJME�X SgS LOLME V L S GIE�E�P S LMLOE \4��� LOLONjJOG Æ V ��� HKJOGLMJOJOHwHgE3E ���Z�¼� G¸E VY�}RTS P�HwWY�wWYW � H � �gP SI\ Å S JMHKH S P S X�H Sj� P�E3LOJ � JM� ��yE�HKWIJOGIH S�V JME�GgP � P�E3LOE V � XTP �o�gV E�X SjS P�J � G � J ��� LMP � � �j��S}RTS G �
RTS H �Z�gS P S � S G �ZSYU � S � S JMP � J � JM�y�yE Æ V ��� HwJOG � JOJMXZP � GYE3E3G�P�W ���G SyS}RTS G RTS H �T� G S P�WI� S G � J S HKJML � �yE�P�XZE RT�I\
� LME3PZE3P SjS G U E3PTP � HKWIL R E��y�/E � H � JMWIL � PZPZE�J � E � PZJ \&��� LOLMNgJMG � J �RTS JOGgP�JM�y�yE � � J�� SjS G�JOLM� S J � P S � �q�*E3LOL � H �K� X��IJMG SgS PZJOLML SI\

È E3X�HwJMP �j� G �Z� ��� � LOJMLOL S f(t)
HKWILMHKJ RTS �y�yE VYS JMHKH SjS�� H � JMW �L � PTPZE�J � E ����S H �K� X«�*JOG SjS P�J � P �g���ZS>S}RTS GI�YE�PZHjE�LML � t \ � LOE�PZE3P SgS GE3PTP �0� LOE3�y�yE¸� S P�H S �/�yE S LOW ���ZS�� XZJO� �w�Z�ZSIU*RTS E�PZP � � S P �H S �y�yE S LOHKWI�IE�P�HKJ � G��IE3PZHKJ 0 \

∃ ] ¿�~jc�	q�g���Cb�kÁ��� ` cscTb�bji ` cscT�_�[�gh�f mzb���d� Éb�cTb º�²f*cTb3f ³ ` ��bjp
∀ ] ³(fui;¹wb����gcscl�Âb�mzb�dg¹ ` clh�fÁ����f[{wb�b3dÂks� ¯ fMb¸dg��� º�[b3¹ ` clh ` hjksfupq·���kF�²fxcscTb�b3�C� ` b�f�h�b�b ` ksf[� `Z�sºh�f�h�ksf±cl�gd}c ` f�dKb�i(��dÂ¹ ` clh�f 1

k ` ¹ ` clh�fui*mo��dwb��d¸h��w���wd��jc&~jh�ksf cl�wd}clf ks���jfxcl�gkzcTb¼dw�����Mb3¹ ` c ºh ` kzcT�ji3msb�dwf�f�d ` { ` ��� `«` dYp
∃ ]�| f�d��wkzcTb>����f�ksf ¯ b�� mz��d��«�}����f�� ¯ b�b�ks� ¯ fMb�b3� ºh��g¹ ` clh ` hjksf −1

p
∀ ]_v ~j���[�Fh�b�fKdgf[f�dghjf�d²����f�ksfKc ` ¹w{w��i«mz��k±��b�b�dC¹Kb º���wb�f�ksfup

�g�g� G �gV E3W*PZE��y�/E � G�H � H ��S}RTS G 36
HKJOL � �/E3PZX�J � PZWIGIGYJ ���ZSYU� � J�� SjS G f � �j� X�JMPTP �j� �YE3L V �g� PZJ�H SjS � S LML S

f(t) = 36
HK�

/
� · t.

�°Sg�ZS J � E3LOL S G �gV E3WY�*E�LML S LMJOJOHwHKWI�yJOGIE3GYHwJOG � G��IE�L VYVq�wS � �g�}�X�JMPZE�LML � Q6�;JMJOHjE � GCLMJOJMHgE�PTP � P Sj��S J � E�LML S G �jV E3Wq�*E3LOL SYUTRl�g�4� G � LME �� Sg�Z��S G �jV E�W � v U}Rl� LOLOE

f(t) = vt
H S JOHKJMLOL S t.

�°Sg�ZS J � E3LOL S HKJMJO�gP � � �K� �IE3LOL � LOJMJOHKHKWI�yJMGIE�GIHKJMG�� � JO� SgS G�� �g�}�X�JMPZE�LML �I\ �;JMJOHjE � GeLMJOJOHjE�PTP � P Sj��S J � E3LOL S HKJMJO�gP � � �K� �*E�LML �IU�Rl�w�6� G
� LOE3� Sj���ZS G �jV E3W � v RTS HKJOJM�wP � � �K�*� a U}Rl� JOLOLME

f(t) = vt+
1

2
at2

H S JOHKJMLOL S t.
∃ ]�| fxcT��cTb3klb�f�k ` ���MbÉh�f�f�¹}co~j�}~j~j{ ` ���M�Á��f[f�h�h��w�²f�d ` dcTb � h���fxcscTb�b��
∀ ] � ` cTb � h���fxcscTb�b_ksf�cT��i ` cscT�_dg� ¯*` �gkÁh�b�ks��b�b_��b ºh�f���cTb3¹}clfMb�p
∃ ]  �f/����¹K�3d klb��Cb�b�d cTb ¯ b�b�dYi²h��wf�d ¯ b�f�h�b�dh���� � {gf�dwb�b3csclf6h�b3ks��b�b¸��b�h�f���cTb3¹}clfMb�cTb3klb�f�k ` � º�[b�dw� ¯*` �K{ ` ���[b��[f�f�h��gcscTb ` ksklb��
∀ ] ·��g� � fYdgf[f�dYp

�wS P�HKWI� SgS LMJOJOHjE�PZP �,� G VYS L Rl� G �¼WIW*P S HKJOG HKWIJOG9P Sj��S J � E�LML SG �jV E3Wq�*E3LOL S�RTS P Sg�ZS J � E3LOL S HKJOJM�wP � � �K� �*E3LOL � P SjVYS �wPZWI� S LOJOJMHjE \�g�g� �IJ�� Sj� P S P V � LOHjE3�yJ � G �jV E3W*PZP Sg� J S JOG S � � LMJOLOL � JO� S JMLOL S H � E � J� S J � E3�yJ SIUY� G0LMJOJOHjE3E � J RTS PZHKWI� SgSIU �¼W*PZP S¸� JMGKWIG0� S JMHjE S � V JLON � P �j� H SjS � SjS HKWI� SgS � SjS G VYS JOHKH SjSg� J S}RTS G���WIGIHwPZJ � G SI\
∃ ] ·���kF��b�f�d�f�¹wb�f�� `«` �Cb�f�k ` �²f[bji ` f(ksf[f�dw� ¯ b3� mz��bh�b�b����3msb��_�w��{g��kzc ` cTbjp
∀ ]�| f�dK��h�~j���[���[�g�w� ` d 	 �g���Cb�h�k ` dcTb � h���fxcscTb ºd `«` dYi ` cscT�ycT�3kskl�ecTb ¯ b��ghjk ` ksklb���f�f�h `�� �wdgh�clf����d k ` d� `��s� b3d �²��dwf��_�gclh3b�f�d ` dqi ` cscT�>ksf���� `��dy��b3f[h ` b���À�~�cT����h�b�b���b�b�p

�UY!+$C9+B.L%('�;W%(?�):=6A:7 ;*;>+B+BC9C979?�+B?OCP,�7 ;8+@J�E*%()�,<5>7979'�;IN(NQF6+B?�):79C��(?�.�,�79)�,�58;>,Q;8%(795>+B+B?�79C9-H,�?KJ:+M;8;>N25>7979'*'*%(5>5I,<)R=�C9=�=O,�79)\,(,



�������_� 	�
��3���

�4S J S}RTS PTPZE�LME�H � X VY�j� E3G¸� � NgXZJOG �j� H S P �w�Z��SI\ Æ E�GIHKJMG�LOJOJMHjE � G
RTS PZHKWI� SjSIU ��W*PTP S>� E3GÂLMJOJOHjE�PZP � HKWI� SgS � S H SjS � Se� LOJ � J°� � �KJMG� � GIJO�¼W*PZH S JOGIE3G \
� WIJMGYH S � JMPTP�E3Gµ� � J � JeHjE3�IJMPTP �j� � S P�E3� SjS PTP�J � E3G PZE � X�J S G URl� GIH SS �KWILOL S � � JO�y�yE�PZE��Y� � E3X � G RTS P�HwWY� S G��¼WYW*P � H � E3G� V � LOHKW Vw� NgX � JML �gU H � X Vq�j� E3GeLOE3GgP �K�(RTS E3J �MRTS PZHKWI� S G��¼WIW*P � H �� E�G � Æ V ��� HKJOG�P�E3LOE V � XZPTP S W ��� � � LOJMLOLOE�� ���*�T� � �*� E�J � LOE6H � �wJOG�IE3L VIV �YU�RTS � S PZE3� SgS PZJOH � PnX � �gP � JO� � PnX S PZH � � SgS G � JMP �_Rl�g�T�HwW ���������}� LOWI�KWILML SI\ ���K� � � PTP � � � P�E � X�J S¸��SjS P�JOJMGÂHjE3�YJ[P�E�PTP �g�� Sj� P S�VqS X�J ��S P SjS �KW � PZP S � � Ng�IE3�y�yJMG \

∃ ] ·�b���f ` �[��cT�3dK��h�f�d ¯ �3f[���3dK�!~j��f�� ¯ f[kzcl� º� ¯I` cscTb�msb�c �l`�¯ f����3c�¹gf[�gh�ksfMb ¯ ���3kzcT����d�~ � fxc ºcT� ` kskl���3d�� ¯*` cscTb�b&ksfxcT���w�gksf��[� ` � ¯ f[ksh ` ��f mo��f��[� ` p

�gS PZHKWI� SgS4RTS E VY�}RTS PZHKWI� SjS �¼WIWIP �g� P S � � J�P SjVYS �gP�W S �¼WIW S L �L S HwJOG�HKWIJOG V E�LMH �j� P �g� G>LMJOJOHKW*PTP S E ����SI\I�j�w� E � JM�yE3X�HKJMH � J � � �VY� X�JMJOG�� S LOWIW��jE�PZP ��V W*PZHjE � P SIU � � J�� SjS G V X �w� E �Z� J SyS�RTS PZE�LML SRTS PZHKWI� S G S ��WIGIHwPZJ � G S f UIRl�w�Z��S L � �wPZN Rl� WIH � G V J � PZE3E3P � � S PS�RTS GI�IE3PZHKJ ��RTS ��WIGIHwP�J � G S X�� � P � � S P±�jE � JM� �g� X�J �@� � Vq� X�J ���Z�HwWYLML S HKJOG S}RTS GI�IE�P�HjE3LOL �Y\
∀ ]�| f�dwh��3¹K��dg�[b�f�kzcTb�����f�ksfwksf�csc ` d `«¯ ��mzb3clh��w��b&� `�º{ ` d/�C��� � ��d/�_�w�jcl��k$�
∃ ] ·���k¼��b�f�h�h�b>f���h ` ��{ ` �²��dgf6����fxclksf�ksfn��� ¯ � � f�dc£~g¹3ms�3hjksfup
∀ ] 	 b�f*¹}~j���n¹Kb3�xclfMbF����f�ksfKcTb3f[h���b ¯ �w����fK��fxc � b�bF�[f ºkl����� ` cscT�@ksf[���C��d � � ¯ �«~gh�k ` kskl��p

È0S P�E3� SjS PTPZJ � P S P�E � X�J SjS �¼W � � �g� PZE3PTP S E ���ZS H S GYG S PZP SjSeS � �� P�X S � � J�� S�V � J ��� E U �yJOLML S J � J S²� WIWIX�E3JMP S PZW*P�HKJM�y�yE \wÇ±S JOHKH SgS
��� WIL � PTP�E3J � E �Z��S H �K� X��*JOG SgS P�J � P �w�Z�ZS4RTS �jE��*E3GC� �g� X �j�n� � Vq�}�XZJ �Z��� � � JO� SgS G>HKWI� V J S HKJOG�HKWI� S P S X�E SjS LMJOLOWI�KWILML SY\ � � JOG � L �LME�G � LOE�P S �y�yE U E3PTP � f Q G S X�� � P � � S P°XZE SjS LOJOLMWIHKW RTSYUTRTS WIG � � �� S �y�yE � E3G U E�PZP � H ��� P � GIGYNjG�PZJOL S GgP�E3J �Z��S GYE�� � JM� S P � LML SVYS JOHKH ��RlS���� WIL � PZPZE3J � E ���ZS � SjS JMLO� S GIH S JOHwHjE3Wq�*E ���ZS P S J��jE ��*E3G�� �j� X�J ��� � VY� XZJ ���Z�I\ Æ S � S LML S P S � S LOL S�S � � P�X S � � JO�y�yEV � J � � � N �6� E�G U E3PTP � ��WIGIHwPZJ � G f L � �gPZN Rl� WIH � G V J � PZE3E3P � � S PS�RTS GI�IE3PZHKJ �YU�RTS�� LME3P S �/�yE�GIJOJ��*E3GIHKJOG � LOE3� S G/� S JMGyXZE SjS LMJOLOW �HwW RTSI\

∃ ]�´ dwh���¹wb�d�cT��kzcT�&��f�f�� ` f�k ` kzcT�&b�ksh ` � `�` kzcTbÉ¹}~}À ºc£~���� r ��f�ksf�h���¹wb�d������[bÉclf��Mb3dwd ` iZmo��ksklbnh�b�¹w{ ` dk ` f�h�b�d¼���3��f[���[�_��dFmzb3clh��w��b � f�f ¯g¯ �g�j�g�wksks�g¹K{ `f����Cb�dYi ` cscT�_cl��f[d ` d/k ` f�h���f�kzcTb���deb3f[h�b6�
∀ ]@v b�fYk ` �[�[b3f[k ` dgh�f[d/clf��[b�d}c `«` d/����f[ksfY��À�~jcT���ji�mo��k���[f�ksf(cTb �l¯*`«` h�ksf(�²f ` ��f�h��w��fxcl�wkzcTbjpZ	 b�f[{wb3�²� `mz�3cscT���²h}~gkz~j�@~�h�k ` d��[�gh�f mzb���� ` ¹Kb � mz��fxcl�gkzc ` ¹ ºcT������h�ksfup

� � JOG � LME��y�/E �ZSgS GIE3E3Pn�¼WIWIPZE�PZPZW S H �*�T� � � H � E�G

� WIJOGIH SCRTS PZHKWI�KWIW � � �g� X�J[P�E3LOL �g� G0� S P�E3� SjS P �PZJ � E � P�J	�
�IJMWYH S G � H � JMGIHjE�XTP S J � E�� VYSjS G¸�¼W � P �K� G

� WIJOGIH S ��WIGIHwP�J � G f : R→ R RTS P�HKWI�KWIW � � �j���XZJMPZE�LML �j� G>� S PZE�� SjS PZPZJ � E � P�J
�

∃ ] ¿�~�c/	q�w���Cb�knh}~j���M�C¹��gf mzb�b ¯ f�h�h�b�f�k ` dYp v � �sº¯ ��k ` d � ` d}cl� ` f���� ` ~jh�ksf��w����csc ` f�kzcTb�i���b�b3dh�� �l¯ �3k ` d ¯ b�f�h�h�b ¯ f�cT���0f����Cb�f�kzcTb0h������ ` ���[bh��}� � {gf�dwb�b3clf����[bjp
∀ ] 	Á�3���Mb3f[k ` kskTbycTb ¯ b3�wh�k ` ksklbyh�� �l¯ �3k ` d ¯ b3f[h�h�b º

� �wdgh�clf���f�cTb���dyh������ ` i X : R→ R
i
Y : R→

R
msb
Z : R → R

ijmz��f[kzcTb ` dgksf[�²�C�3f�d ` d�b3d ºcTb�b ¯ b�f�h�b3d x º i_cl��f�d ` d y º mzb h������Cb�k z ºh��}� � {gf�dwb�b3clf�dYp�·���cscTb�h�� �l¯ �3k ` d�� ` d}cl�����[f�ksfmzb3clh��w��b�bji&cT�«~�c£~j~�h�b�f�h�h ` f�d h������ ` d � �gdwh ºclf���dy�����[bÉmsb�clh��w��f[bjp
∃ ]�´ klb3f�ksf[�²� ` ksf�f�k � b3clh�b�f�kzcTbecT�3�C��dwh�f�d�h}~jkz~ º�@~jh�k ` dqi�mz��k_clf ` cT�3ksf[�²� ` i �²f��[����f[d f : R →
R
��d_mzb3clh��w��bjp

∀ ]_½ �²�ypTp«psÃ£clk ` b3ksfMb3ksklb 	q�w���Cb�k¼¹��wf msb�b�¹wf�� ºh�b3d�cl��f�k ` ���[b�h�f�dycTb���b����[bjp
∃ ]_v �gf�dwh�b_dgf�f�d!�
∀ ] 	q�w���Cb�k±��� ` cscTb�bji ` cscT� f ��d¼�C��� � fxc ` �xc£~Ch�b�f ºh�f����[b �l` b�b���f����wh��Kb � ����f����[bjp
∃ ] � ` ��b3kzcTb�f�ksf&mzb3clh��w��b�d ��f[f�h�h `�` d cTb ¯ b3�wh�k ` k ºklb�clf��Mb3dwd ` cscTbji�mz��ksklbC��f[f�h�h���mzb²��d�b�����fxcscTb�d��jc�Cb�clh�b�dgklb�¹wb��Cb�b�ksklb&� ` dgd ` f[kz~�~g{ ` kskl�ji ` f�h����� ¯*` cTb��Cb�clh�b�b�dgklb_h���ksh�b�b�dYp
∀ ] ·���k@�[f�f�h�h���msbyb3�[��fxcscTb�be�Cb�clh�b3dwklb�¹ ` clh ` �[�[� 0mzbC��� ¯*` cscTb�b¼�Cb�clh�b�dwklb�¹ ` clh ` ���[� 1

i*����f��²� `h��g�jfxc ` ���[bji ` cscT�@¹K�3d�k ` f�ks�}��h�b�f�h�f��[�[b_d `�� b3clf�f º��f�ksf����Mb�b�mzb�dw¹ ` clh�f��[�[� ¯ f�kzc `«` kskl��i«mo��ksklb�¹K�3d����[f¹ ` clh ` �[�[� 0
ismsb ` cscT��¹w��dF��dF~jh�h�À�kzcT�Áks�g� �l` � º�²f����[b/b�mzb�dg¹ ` clh�f����M� ¯ b�f�h�b�ksklb�igmz��ksklby¹w��d>��d¹ ` clh ` �[�[� 1
p

∃ ] 	q�w����d clf ` csc£~��wh}clf[�3cTbji°�_�gcscTb¸k ` d b��j�g���Mbklb�b��²� ` msb�clhj�g��b�d/��f[f�h�h `�` deb�¹w{ ` cscl�wbO	q�w� º�Cb3h�k ` d��Cb3c ` �Cb�b3csclf�k `«` d���f[fxc ` h ` ¹}~jhjk `�` dqp

ÇÁS L S P SjS G V � �gP�JM� SjS G Æ V ��� HKJOG�P�E3LOE V � XTPZP S W � P SI\ D@E�P�HjE3LOL �YU
Rl� LML S Æ V ��� H P�E3LOE V � XTPZP SjSYU4� G Æ V ��� HKJMG,LMJOJOHwHgE3E ���Z� E VY�}RTS P �HKWI�KWIW � H � �wP SY\@�j� PTP S���S J � JM�y�yE H �*�T� � � �y�yE�H �*�Z� � � H �
� E3G �KJME�L � HKJMG �YJMWIH S G � H � JOGIHjE3XZP S J � E3�y� S H � J U WIG � �Y� S � ��yE ��WIGYHgP�J � G f RTS PZHKWI�KWIWY�IE3G Rl� H � JOHwJOG S JMH SjSI\ Å S LOJMP � E3�y�yE
S}RTS GI�IE�P�HjE3G t0 RTS H �*�Z� �/�yEjQ

� WYJMGIH S � �j� XZJMPZE�LML �j� G � S PZE3� SgS PTP�J � E � PZJ U E�P �P � Æ V ��� HKJMG�LOJMJOHKHjE3E �Z���@� G�E VY�}RTS PZHKWI�KWIW � H � �wP S�YE�PZHjE�LML � t0 �

� WIG S � � PZX S � � JO�/�yE V � J � � �*� JOH SgS LOJ � E3G VYS JMG � L Sj� PZJOGÂH �K�Z�w�� � H � E � P �IU°� E¸�¼WIW*PZPZWIW � E3WIX SjS � SjS G��IE�L V � �y�yJOG�H �j� J[P�E3L �P � � �j� G>�¼W � P �K� G \ � LOH �K� G x0 V J � PZE²X�E SjS LMJ S H � E�LMJOLML SI\
� WYJMGIH S � �g� X�J[P�E3LOL �g� G� S PZE3� SgS PZPZJ � E � P�J U E3PTP ���WYGIHwPZJ � LOL S f : R→ R � G¸E VY�}RTS P�HKWI�KWIW � H � �gP S
V J � PZE�E ���Z� x0

�

Æ S G � �y�yE U E�PTP � ��WIGIHwP�J � f : R → R � G RTS P�HKWI� S�V J � P�E3E �T�
��� x0 U�Rl�g� f Q LOL � E3J � LME�E VY�}RTS P�HKWI�KWIW � H � �gP SjS¼V J � PZE3E �Z��� x0 \� � JOG � LMLOE3E�GC�/JOE3LOE3GIHKJOJOGIG � G¼H � �wPZE3E�G S �y�yE � LOE3� S H �*�T� � �*��¼WIWIPTPZWYW��¼W � P �K� G
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� WIJOGIH S � �j� XZJMPZE�LML �j� G � S P�E3� SjS PTPZJ � E � PZJ U E�PZP ���WIGIHwPZJ � f : R→ R � G RTS PZHKWI� S�V J � PZE�E ���Z� x0
�

�j�w� �ZSgS �y�yE,P � � � G H �*�Z� � � H � E3G¶X S P�H S J � PZW SYU � � J�� SgS G� LME�JMGIE�G � GY�jE3LO� S@RTS P�HKWI�KWIWY�*E � P S X S PZH S J � P SI\
∃ ] ·��}�gt��w�gdwh}clf�����d�msb3clh��w��b�i mz��k/ksf����M� ` fn��� ``«¯ ��msb�clhj�g���w�gksh���¹}cTb�b@�²f�kskl���3dqp
∀ ] 	 b�fjklb3�Cb6cl��f�k ` ���[b&cTb�����f[d@f[���Cb3f[kzcl�gdKb�¾��w�gdwh ºclf��n��d&mzb3clh��w��bjilmz��k(k ` ��d&msb�clhj�g��b&�[��¹}clÀ3mo��� ºh���d_mz��h�b�f�k ` ksklb ¯ f�kzc `«` kskl�jp
∃ ] ·�b h���h�� ��d ��` ���Cb ��d � b3clh�b3f[kzcl�Yt r ��fM{gb�b3dcTb�b3k(msb�clh�b�b ¯*` �[b�b��²f�kzcTbjp
∀ ] � �[� ¯ ���jf ` �[�Ff�dgdw��kzcl�Yp�³(�²� ` dgf��²f�cscT�3f�d²�jf `�º�[�&clf ` {w��i�hj�gf�dwh�b(msb�clh��w���w�gkwmz��ksklb3f[d ¯ f�kzc `«` k ºkl���C��� � f�c ` �[�[����dqp
∃ ]  &f dgf�f[dYp³(�²� ` clf ` {w��iÂh��wf�dwh�b `«¯ ��msb3c ºh��w���w�gksh���¹}cTb��C��� � fxc ` ���M����dYi@mo��c ` d ` �²� `�@~}À�ksh����3d_clf ` {g�ji�h��gf[dgh�b;msb�clhj�g���w�wkKmo��ksklb�f�d¯ f�kzc `�` kskl���C��� � fxc ` ���[���3dqp

�_H � JMGIHjE�XTP S J � PZE�P SjS G0�wJOE3L � P�JOL S GIGIE�PZP S �IJMWIH S G \ � LME3PZE3P SjS G UE�PZP � PZW*P�HKJ[P SjS G ��WIGIHwPZJ � G f RTS PZHKWI�KWIW*PZP S V J � P�E3E �Z��� 0 UaRTS� LOE�P�E�P SgS G U E�PZP � f(0) = 0 \
∃ ]�| f�dK�3¹K��d klb3dw��f�dYi ` cscT������f[ksf �«�}���[f[b���b3�[fxcTb�Cb3clh�b3d/b���h�b��²f�ks¹ ` clh ` h�ksf −1

p
∀ ]�| fxcT��c ` h ` �²f�kzcT�_ksf����[�²��d/cT�3�C��d�h�b�dwksklb6�
∃ ]@v ��ksh�bH	q�g���Cb�k(cl�gclh�f�f3msb3clh��g�j�g�gcscTb ¯ f�kzc `«` k ºkl�

0
ig¹K�3d ` d���� ` cscTb�bji ` cscT����f�f�hjh��g�²f[k ¯j� ��k ` k ºksfÉ��d �������gc�h��«~jdwdwf�kskl��mz��d `�� b3clf�f��jf�ksf����Mb�h�f�db�mzb�dw¹ ` clh�f��[�[��p

���*�T� P �g� G

� LMH �K� G f : R → R
��WIGYHgP�J �qUIRl� LMLOE f(0) = 0 \

È JOLML � JOG���WIGIHwP�J � f � G RTS PZHKWI� S/V J � P�E3E �Z��� 0
�

��� � � G>H �*�T� � � H � E�E3G>� Sg� P SjS@RlS PZHKWI�KWIW �ZV E3LOJ \

∃ ] ·�b ~j� ` f�k `«` d h}~jkz~j�@~jh�k `�` d�msb�clhj�g���w�K{ ` kzcTb¯ f�kzc `�` kskl� x0
��b3kzcTb�b ¯*` ��fui±mz��dwh�b kl����dgdwÀ�c����b3c�k ` � � b�b���b�c�¾K³;dgksf[d ∀ ��b���fxclk `«` b � �*p«p«p

∀ ]@½ ~jksk«tY��f�cT� ` f�klb�b ¯ b�� msb3kzcTb�b���f ` �[�jp 	q�w���Cb3k��d_ms�3cscT�3d}~jc�h}~jk ` f�k ` d ¯*` ��f�dy���g��cl��f[� ` �²f�k ` d���wh�f msb3�[� ` c ` ¹}cT������h�ksf(	�	�p
∃ ]@½ ~j������dqp v�` ksh�fxco~�cT����d�ksf�csc ` d �jf ` �[��h�~jkz~ º�@~gh�k `«` dqi��²f�������f�d � �wdgh�clf�� f izmo����� ` f(0) = 0

i��d_msb�clh��w��b ¯ f�kzc `«` kskl� 0
p

����A&����������8����
	�:
� LOL S PZWIPZHKJM�y�yE RTS P�HKWI�KWIW �ZV E�LMJ ����U*Rl�g����S � � J[PZP �g� P�X S PZE3�gJ S G
� LOE3� Sj���ZSj� L � �IE3J RTSj� PZE�LME�E ��WIGIHwPZJ � G RTS PZHKWI�KWIW*PZP SnRTS E Vq��RTS P �HKWI�KWIWIPTP S�V J � PZE�E ���Z� 0 \ � LOH �K� G f : R → R

��WIGIHwPZJ �YU*Rl� LOLOE
f(0) = 0 \� WIGIHwP�J � f � G RTS P�HKWI� SnV J � P�E3E �Z��� 0 UlRl�g� f Q G S X�� � P
� � S P¼L � �IE3LOL � G � LML SjSYU HKWIG ��WIGIHwP�J � G S X�� ��RlS P S X�H Sj� PZE�LML SjS GL � �gPZN Rl� WIH � G V J � PZE�J �����IU Rl� P�H S� � S PyL � �IE�LML � G � LOL SjSI\±® �*E�L �LOJOGIE3G9LOW � GYGIE3�Y�*JOGgP S�RTS PZHKWI�KWIWq�*E3LOLME V J � PZE�E ���Z� 0 � G9E VY�}�� �g� X � JOGIE3G Rl� �wPZWIE�G�E Vq� � �j� X � J � E � P ����S G Sj� P S�� L � �IE3LOL ���«U�RTSP�WILOE3�y�yE �ZSgS � SjS G V E3LOJMG S �KWILML S P �j� � � LOLMJ � E��y� � G,LMW � G �GYE3�Y�*JOGIG S G \
� L � JMP S �y�yE�HwWYJ[P�E3GIHKJOG V E3LOH �j� P �@RTS P�HKWI�KWIW �ZV E�LMJ � P �YU�RTS/VYS}�L SgS �y�yE � �/JOG S J � WIW*P�E3E3G � f � G RTS PZHKWI� S�V J � PZE�E ���Z� 0� LMW ��KW ����S��*\
� ������� � ����� � � � � LMH �*� G f : R → R

��WIGIHwPZJ �YU²Rl� LOLOE
f(0) = 0 \� WYGIHwPZJ � G f RTS P�HwWY�wWYW �TV E�LMJOG �Z�g� GIGYN�P � � S P � E�W �X SjS � S P�Q

• ® G � JOG ∀ �ZS G �K��Rl� GIHKWIG V �g� J[P�JOJM�KJ � E�G¼X�E SgS LOJMLOWI�KWIG U�Rl���P S �yE3X�HKJMP �j� G �T� ��� � LOJOLML S ε \
∀ ] ε �[b��gks�gcTb�b3d�� `«¯ ksf�����d���p

• Æ E3WIX SjS � S H � J ∃ �ZS G �K�_Rl� GIHKWIG V �g� JMPZJOJM�KJ � E�G�XZE SjS LOJOLMW ��wWYG U}Rl� P S �/E�XZHKJMP �g� G �Z� ��� � LMJOLOL S δ \
∃ ] δ �[b��gks�gcTb�b�d�� { ` �xcTb��[p

• Æ J[PZPZE3G ∀ ��S G �*� XZE SjS LMJOLMWY�wWYG UgRl� P S �yE3X�HKJ[P �j� G �Z� � �� � LOJMLOL S x U}RTS_Rl� H S P � P�E3W*PZP SgS E3�Y� � G |x| < δ \
∀ ] x �[b��gks�gcTb�b�d�� ��h�k���p
∃ ]@v ~j���M�_���wh�f msb�k ` d�clf ` cT���ji ¯ À���¹gÀgp

� � P ∃ � � JMPTP SjSeV E3LOJOG UgRl�g� |f(x)| < ε \ È WIW*P � JMG ∀ � � J[PZP SgS
V E�LMJOG \

∀ ]�� �wh�f msbji �3�[�/kl��f�h���¹w{w�jiq��b�f�h�h�b ` cF��f ` �[��~j� º�C� � cT��f�ksf�h�����dÉmzb3clh��w���g�wk ¯*` ��f�d&mzb°mzb3clh��w���g� º{ ` d/���3�[f�kzcT�_~g¹}c ` ~jcscT��p
∃ ]�^a` �[f ` d ¯*` �Mb�b��²f�d ` dC��dC¹wb��gksh�b�bji}��b�f�h�h�b ¯*`Zº� ` f����[� ` fj���[f�ksf�h�b�b3d�~j¹}c ` ~�cscT�6�²f[¹gf�dwh����3d_ks�g� º�l` � ¯ b�b3dqp
∀ ] ·�b�clh�b���b�f�d/�[�gh ` �²f�kzcTb�p

� � P PZWIGYGIE3�y�yE RTS PZHKWI�KWIW �ZV E3LOJOG ���j� GIGINjP \ Å@JOLMH S J � P SjS G
� E3WYX SgS � S H � JIJM� S GeG �jV E Sj� PZJ U �/JOLMP � P �K�KV JOLMLOJMGYE3G RlS PZHKWI�KWIW �T�
V E�LMJ(G ��� PTP �j�Y\

∃ ]�^a` �Mb�cTb�b3d_mzb3clh��w���w�gk ¯*` ��f � �wdgh�clf������ ` f : R→
R; f(0) = 0

i3msb
f(x) = 1

x

igh��wd
x 6= 0

p
∀ ]�^a` �Mb�b�d ε ¾ dyb � ����d 1, 5

t
∃ ]�^a` �Mb�b�d δ ¾ dyb � ����d 1

t
�� @,\;>)R=6A:=�=�5>.L+BC97V)R79+B'*;8+BC9+$+21 %(C9):C9%('*+B?0,�.0,�79)(%(795>5>,6J6E*%(795>5>,DE8,\;8):=:A6=�=6^�+B?�,�C9)(+B7 ;>,�%(.L+B;8+M;I,(,�?KX"!O79?:=�C9CP,/+$7 %@C9+QF0,�'*-H,�79?R;>,�,(,BA6795*;>=658;>,�5>+B?
,�C ])R=�.L+B'>N�7958+B58;>N�)(+BF�7 ;*;INUE>N�5*;IN6X�#W.�.�79)R79' E*%(7958;>,HC��U3R; 3:3O36C9+B+B?�5>N .L+$C979-HN(N�'*7 ;8+$C9-HN�?O)�,�?65>5I,/3:FR;>N�.�7 ;INBA(N6J -Q=:;8;>,H+B'879CP,�79?�+B?HE>,/F�79=�)\,(? ,�$�5*;>'8,�)@;>79-/.�7-HN(N�'*7 ;>+BC9-HN�E8,\;8):=6A:=�=�^6+$C9C9+(X
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∀ ]_^a` �[b�b�d x ¾ d¸b � ����d −0, 5
t v ��ksh�b | − 0, 5| =

0, 5 < 1 = δ
ijksf�f � cl��dwfY��d�kl���3d}clÀ3m ` dy�_�wh�b3f ºd ` dqp

∃ ]@v �w� ¯ f�¹Kb3d¼����fxcscTb�b6� � b3ksh ` cTb�b3dqt
∀ ] |f(x)| = | 1

−0,5
| = | − 2| = 2 > 1, 5 = ε

p
r ��f�clf�dYt

Ç±S L S P SjS G��KJME�L �ÉRlS PZHKWI�KWIW �ZV E3LOJOG ���j� GgP�NjJO�IJOG \ �(WI�KWIJOL[P S δ RTS
ε
E3J�� SjS �*JMP S �¼WIW*P S HKWIJMG � E U E�PZP � GIE � � S P V �g� JMPZJOJM�KJ � J S XZE �

SjS LOJOLMWIHKW RTSY\
∀ ��� ∃ ]�´ klb�b3�²� ` h}~g���[�6��b���fxcTb ¯ ��ksfxclf�f��jf�ksf[b �l` b�b º��f����wh���mzbjt

Ç E3L SjS}RTS G ∀ � S LMJOGIG S G x P ��� P �w� P � PZE3WIPTP SgS E3�wP � |x| < δ \
∀ ] 	q�w��ksklb δ ����fÉ�����Mb��²f�h��>cTb3¹Kb�dgklb�cTb�¹Kb3dwklb¯ ��ksfxclf�f���f[d ` d �l` b�b���f����wh��qp ^ ~jkzco~jdgh�À�¹w��d@b�f�dKb��b���fxclk ` �Cb�b�d ���g�j�gd x iImz��h�b>cl�3c ` �gcscTb�b ` ¹ º{j��d |x| < δ

�
∃ ] |x| < δ

cTb � h���f�cscTb�b�klb3�Cb�b¼h��wf�d −δ < x <
δ
p | �wf�kzc ` � ` ¹wb�dy¹wf��wh�b3d/������f ¯*` ��f[�jp

���������
	������
�wS P�HKWI�KWIW �ZV E3LOJMG ���j� GgPZN R E�GC�¼WIH SjS G ∀ Q G�� S LMJOGIG S G x P ���w�P �K� P � P�E3W*PZP SgS E��gP � |x| < δ \ Å S LOJMGwP S x = 0

P � PZE�W*PTP SjS
S JOG S E��IE3LOLMJ � E�G E3�Y� � G U H �w� H S δ � G V �g� JMPZJOJM�KJOGIE3G \ �FJOJOG �
Vq� ∀ Q G � G S JMG S � S �Y� � LOLMJ � P S¼V E3L S P S����j� GgPZN R E�G��¼WIH SjS G \� GIH � ∀ Q G ���j� GgPZN R E�G V WIJMPTP�E3J �Z��S � S �Y� � LMLOJ � P S � S LMJMP S²S JOG S
V �w� JMP�JMJO�KJMGIE�G x � ® GgP � GIE�� S P�JMJO�KJME�G x �

∀ ]�� �gh�f mzbji�hj�gd�c `«` c4c ` ¹}cT����fM��i����gf[kzcTbnb�f�dKb ¯*`�º� �gkzc ` ���Mb@fxclk ` ��� ` ksf�iw�²f�h�ksfK�[À�~�cT���C�3ksf � b�clh�b�f�ks���dy��f[h ` bjp
∃ ]@r ��f�cÉ�_~�À�k�h�b�clks��b � b�clh�b3f�ks�wdecT���C�3dehjf � mz��f ºc ` ���Cb3d/��� ¯ �wkzcTbjp
∀ ]@v b�dgdKb�cscTb�b9hj�gfxc ` dwh�f�d ` dgksf�d ~ � fxcscT���9f�clk `� b�clh�b3f�kzcTb0c ` ¹}cT�����jp r b�f�h�h�b ` cyh ` hjksf�ksf�h����3d� b�clh�b3f�ks�Kbjig��d/�Cb3�[��f � b3clh�b3f[ks�gd�~j�²�C� � cT����f ºd ` d¸¹ ` � ¯ ��� ¯ b�b�iIhj�gd���d>fxclk `�` dwksf�d ¯ ��¹}clf ºd��jc6¹wf��gh�b3dqp
∃ ]@v �wd²���wd}cscTb�b��Cb���� ` f�kzcTbjij��dC¹ ` � ¯g¯ �@����f�cscTb�bjp
∀ ] 	q�w���Cb�k_��d0b�d}cTb3d��gc_�Cb�����f � b3clh�b�f�ks�gc�f����Cb�d¯*`�� �gkzc ` ����mzbjizmsbÁksf�d��wdncT�«~�co~�~&fxclk ` h ` h�ksf[� ¯*`�º� �gkzc ` ���qi��²f�hjksf ` ¹K{g�3c ` cscl���Cb�����f � b3clh�b�f�ks�Fcl��f º�²f�fup
∃ ] ·���k¸ksf�d��g�[�[b��d ¹wb�¹g�²��cl�wks��b3f[h ` �wh�ksf[b�i�����fxc�@~}À�k ¯ f�f �s�l` ���[�²h��g�jf[bFclf[�[b3d}c `«` kzcTbjp
∀ ] �jf�f�k�k ` �[�[b�f�ksf[bgi�mo��f�ksklb0��d � �wdgh�clf���d�hj�g��b�b�mzbh��}� � {gf�dKb�b3clf�kzcl��ksklbji;msb�mo��ksklb ε ��d,� `Z� hjfxc ºc£~

y º b3hjk ` �[f���� ` mzb δ ��dy� `�� h�fxcsco~ x º b3h�k ` ��f[��� ` pv ��ksh�bncl�gclh�fxc4fxclk ` f�klb � ���3msbjij����fw�����[b@¹}~}À�{�~g� º��f�kzcT���_~}À�k¸� `�� h�fxcT� y º b3hjk ` �[f���� ` −ε mzb x ºb3hjk ` �[f���� ` −δ p
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® �IE3LOLMJ � E3G LOWI�KWIG�L �gV W �Z��S P � P�E � JM�y�yE U E�PZP �yRTS P�HKWI�KWIW �ZV E �LOJ �Z��� � � LME��/� S P V E�L SgS}RTS P Vw�*� P � � � P S JOG S G � WY� S PZP S � SjS G
���j� GgPZN RT�Y\ Æ E3WYX SgS � S H � J S L S �y�/E¸P�W*PZHKJ S� J[P �IU HwWYJMGIH S0V E �L SjS}R JOE3G�H S GIG S PZP SgS�V E3L S P S � � J[PZP SjS H � E�E3G \

∃ ]�^ ` �[b3cTb�b3d_mzb3clh��w���g�wk ¯*` ��f � �wdgh�clf����[� ` f : R→
R; f(x) = x3 h�b�f�h�f��[�[b x p

∀ ] � ` �����ji ¯*` �[b�b�d ε ¾ dyb � ����d 0, 1
t

∃ ]�^ ` �[b�b�d δ ¾ dyb � ����d 0, 05
t

∀ ]�^ ` �[b�b�d x
¾ d¶b � ����d −0, 01

t v ��ksh�b |x| =
| − 0, 01| < 0, 05 = δ

i���dÂ�[b3�wklb�¹w{g�gh�k ` dwfkl����d}clÀ3m ` de�_�wh�b3f[d ` dqp
∃ ] |f(x)| = |(−0, 01)3| = |0, 000001| < 0, 1 =

ε
ig����f�clf�dYt

� ��� � �
	���� �
ÇÁS L S P SgS GyE��*E3LOLMJ � E ���Z� E � JO�/E�XZHKHKJ V E3LOJ ����� H � �gP SjS G U�Rl�g����S ∃
� GC� S LOJOGIGwW*P δ Q G S X�� � G 0, 05 U�RlS ∀ Vq� �gP�JMJ � � SgS x Q G S X�� � G� S LMJOGgP SjS G �ZSY\ � LMJ � JMH � ∀ Q G¸� S �q� � LOLMJ � P S � S LOJMP S � ���j� GgPZN R E�G
V WIJMPZPZE3J ���ZSK�É� E3LOL S JMGYE3G x U�Rl� LML S � � G�� � JMPTP S J � J V E3LOJOG �

∀ ] ·�b3clh��w���w�gk ¯*` ��f[d kl���3dwdwÀ3c ��b�b�clf[��b�c�i ` cscT�
f(0) = 0

p | �wf�kzclf�h������wh�f msb>cTb � h�f[kzcTb�bji ` c ºcT� ` { ` ����f�k ` d ` ksf�� `�� h�hjf ¯*` ��f�d f cl��c ` �jcscTb�bÁcT� º�C�3d ` ¹K{j��d �

È JOH � LMJ�LOWIHKJ RTS P�E3HKJ(E��*E�LMLOJ � E3G>P�E3�gP � � � G U � � G>� S � S JMP � J U E3PTP �
∃ Vw�*� P � JYLMW � � SjS G�PZJOL S GgP�E3E3G U�Rl�g���ZS � � Gy� � J[PZP SgS � S XZ� Sj� PZJ \Æ E�WIX SjS � S H � J � G�LOWIHKJ RTS G��KW � X � LMW � � S P � LOL S J � J S PZJOL S GgP�E3JMP SY\
� ��� � �
	��
	 �

�j\ ∃ ]�^ ` �[b3cTb�b3d msb3clh��g�j�g�wk ¯*` ��f � �gdwh}clf������ `
f : R→ R; f(x) = 5x

h�b�f�h�f[���[b
x
p

∀ ] ε = 0, 1
t

∃ ]�� �wh�f msb�i±���[f�ksfxclh���hjf��xcsclf;mzb�b��jcscTb�f�ksf[h���²f�d��Kb��À�~�cT���C���3d k ` �[�[b3f[k ` d δ
¾ d b �sº����dqi�mz�����[b²����fxcTb�d ¯*` ��f�dy��b � �Cb3kzclf �

� \ ∃ ]�^ ` �[b3cTb�b3d �w�w{ ` kzcTb�b�d,klb��Cb3��� `�� �gdwh ºclf������ ` p
∀ ] ε = 0, 001

t
∃ ]�� �wh�f msb�iKb��jcTb3clh����w�w{ ` ��� `«` d �H	ab3¹K{j��dcTb�b�k�����fxcscTb�b���b � �Cb3kzclf�p

� \ ∃ ]�^ ` �[b3cTb�b3d¼��f ` �M��h `Z�s� b�d²klb��Cb3��� ` � �gdwh ºclf������ ` p
∀ ] ε = 0, 000001

t
∃ ]�� �wh�f msb�iwcT��dgd ` msb�¹ ` clfut 	ab3¹K{j��de����fxc ºcTb�bjt

� � P � LOE3�y�yE�PZW*P�HKJMGIE�E�P U HwWYJMGIH S ∃ Q G¼H S GIG S PZP SgS�V E3L S P S PZJOE �P � J ����� PZJOL S GgPZE�J ����SI\ Æ E3WIX SjS � S H � J}E3P � J[P �j� G��yE3GIE�P�E3LO�yJ �YUlRl� JML �L S ∃ � � JMPTP SgS H � H �/V E�LMJOG \
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∃ ]_^a` �[b3cTb�b�d@msb�clh��w���w�gk ¯*` ��f � �gdwh}clf������ ` f : R→
R; f(x) = 50x

h�b3f�hjf����[b
x
p

∀ ] ε = 0, 1!

∃ ] δ = 0, 002!

∀ ] x = 0, 001! v ��ksh�b x = 0, 001 < 0, 002 = δ
i��d/�[b��gklb�¹K{j�wh�k ` dgfYkl���3d�clÀ�m ` dy���gh�b�f�d ` dYp

∃ ] |f(x)| = 50 · 0, 001 = 0, 05 < 0, 1 = ε
p

r ��fxclf�dYp
∀ ]_^a` �[b3cTb�b�de�g�K{ ` kzcTb�b3dqp ε = 0, 01!

∃ ] δ = 0, 0002!

∀ ] x = 0, 00019! v ��ksh�b x = 0, 00019 <
0, 0002 = δ

ia��d��Mb3�wklb3¹K{j�wh�k ` dwf4kl����d}clÀ�m ` d�_�wh�b�f�d ` dqp
∃ ] |f(x)| = 50 · 0, 00019 < 0, 01 = ε

p r ��f�clf�dYp
∀ ]_^a` �[b3cTb�b�de�g�K{ ` kzcTb�b3dqp ε = 0, 001

t
∃ ] δ = 0, 00002

t�p
∀ ] x = 0, 000019999

t v ��ksh�b x =
0, 000019999 < 0, 00002 = δ

ia��d0�[b��gklb�¹ º{g�gh�k ` dwfIkl����d}clÀ3m ` de�_�wh�b�f�d ` dqp
∃ ] |f(x)| = 50 · 0, 000019999 < 0, 001 = ε

p
r ��fxclf�dYp

∀ ] �jf�dw� ����fxcTb3cÂh���h���b�msb�dYp | fxc ` d f�¹w� `«` kskl�c `«` c�k ` d!�
∃ ]@v b3clks��k«ijmo��k�ksf�dK�¼klb3dw��c��²f�dwh���cTb3¹Kb�dgklb ε ¾ db � ����dYiw�²f�dK�@��b���fxclk ` d δ ¾ deb � ����d ε/50

p
∀ ] ¿Éf�f�d ¯ �jp �j����dgdwÀ3cF��b�b3clf���b3c�i ` cscT� |x| < δ =

ε/50
i�mo��������f�d
|f(x)| = 50|x| < 50δ = 50ε/50 = ε.

r b���fxclksf�d ¯ b@�Cf�dgh��ncTb�¹wb�dwklbFkl����d}clÀ3m ` d�klb����[f º�Cb�d
x
¾ d_b � ����dYi���dF����f�kzcT���C�3cscT� |f(x)| < ε

p�jf�dw� � ~}À�h���� ` ����f�cTb�c�ig~ � fxclf[d ¯ � ¯*` �[b3cTb�h��wf�d ºh�b_¹}~g��f�d¼cTb3¹Kb3dwklbjp
∃ ] ·��}�gp δ ¾ d ��b3��f[d}cTb ε/50

��d�����fxcscl��kzc � b3c `\� f[bcT����� ` � �wdwh}clf������ ` p

� ��� � �
	������
® P � J V E3L SjS}RTS LMLOE ∃ � � JMPTP �g� PZX S PZE��jJ S�RlS PZHKWI�KWIW �ZV E3LOJ �Z����� E3W �X SjS �KJMLOLOE ��WIGIHwP�J � JMLOLOE f \

∃ ] ³(fF����f�cscl��kzc � b3c `�� f[b�d���À�~�cT���²f�d ` d,��� ` k ` d��b3f[h ` b�� ¯ b�b�hj�gf�d ` { ` ����f�k ` d�c ` ¹}cT�����3d�c `�ºh ` �²f�d ` dgh����3dqp�¿�~�c;cT�«~�co~�~_��b�f�d²��b � b��jcl�Kb` { ` �xcT�@h���ksf�d�h�b3f[h�h�f�f[d�mz�w��dwf�f�dqi�mo��fxcTb ∀ ����f
ε
¾ d/��b���f�dwdKb3d/h�b3dwksklb�h ` h�ksfM��p

�j\ f(x) = 0
H S JOHKJOLML S x \

� \ f(x) = x
H S JMHKJOLML S x \

� \ f(x) = 100000x
H S JOHKJMLOL S x \

� \ f(x) = 6x U�Rl�g� x ≤ 0 U3RTS f(x) = 100x U3Rl�w� x > 0 \
�*\ f(x) = x2 H S JMHKJOLML S x \
�I\ f(x) =

√
|x| H S JMHKJOLOL S x \

� \ f(x) = x UqRl�g� x � G X S P�J � G SjS LMJOGIE3G RTS f(x) = 0 U
Rl�w� x � G�JMX�X S PZJ � G SgS LOJOGIE3G \

� \ f(x) = 0 U(Rl�g� x < 1 U(RTS f(x) = 1000000 U;Rs�w�
x ≥ 1 \

� \ f(x) = x2 + x
H S JOHKJMLOL S x \

∃ ]@v ~j���[� ¯ �±cl�w� ` { ` �[��f�d ` d@h���¹}cTbÁ����f}¹Kb3d ºh�b��[b�pwÃo¹Kb3d�cl�g�[fY¹gf�hjf ¯*` �[b3c ` ksklb�p
∀ ]�| f��xcT��¹w��dyksf�csc ` dy���wh�f msb3kzcTb�cl�wd}cl�g�!�
∃ ] ³(d ¯ �±clf ` {g�jp ^ fxcT��f�ksf�h�À�¹w��d@���wh�f msb�b6��b º� ��fxcscTb�b��
∀ ] ·��}�jp � �wh�f msbjt�·���k ` { ` ����f[d ` d h���¹}cTbcl�gd�cl�g�>��f�f[b�d�¹wb�dwh�b3�Mb3�xcTbjia����fxc6ms��cscT���k ` d�c ` h ` �C�3cscT�jp

���I\ f(0) = 0 U}RTS f(x) = 5x sin( 1
x ) U HKWIG x 6= 0 \

∀ ]�´ dgh���¹wb�d²cl�g��ksklb@ksf[dgf�d��[��¹}clÀ�b � ����b�k ºc ` fxcTb���b�f � b�{gf[b�b3d ` mzb��
∃ ] ³(d>�²f�dK��clf ` {w�jp � �w�g�[f�ksf�dqi ` cscT�
	 �g� º�Cb�kÁh��«~�cscT��� � b�{jf[b�b�d ` msb�p
∀ ] f cTb3f�cTb�b&���[�[b `�� f � �gdwh}clf�� � f�f ¯g¯ � ` d@ksf�f ºcT�ji}hj�g� ¯ fg��b�f�¹}cl� ` ¹}cl�@��b3�[fxcTb�b�dqi����jc ºcTb ¯*` ��f�d¼fM{ ` bF��d¼klb��CbFh��g�²�²b�ksklb�h�f�dcTb ¯ b��ghjk ` ksklbjp
∃ ] ���3��fxcTb�b3d�ksf�csc ` dqi ` cscT�/ksf�dgf[d��[��¹}clÀ�b �sº������d � b�{gf[b�b3d ` mzbjp

∀ ]_v ~j���[� ¯ �C�²f ` � ` dwf�����f[ksf�c ` ¹wd}~�cÉklb�dg��b ` { ` ����f ºksf�kskl�6c ` ¹�cT����f�kskl����� �l` csclÀ��C�3d ¯ f ` dgf ε p3� ` ���[b�f ºk ` d²~g��fK����f[ksfKcl��ksfK¹ ` � ¯g¯ ��b ¯ ����kzcT� |f(x)| ¾ ���[�jp
∃ ] ¿&f[f�dYi���jcscTb ¯ ��ksfxclf�f[��f�kzc ` d �l` b�b���f����wh���m ` dmo���gh���ksklb ` fn��� ` ��� �l` csclÀ��C��d ¯ f ` dgf[�0���wh�� ºmzbjp | �gf�kzcTb3cl¹wb�dqi6h��wf�dgh�b�h�����fn������f ¯*` ��f[kskl�6�³(fw��� ` ��� ` �Cb�ksklb ¯ f ` dwf�d}cT� ¯ ��ksfxclf�f[��f�kzcTb �l` b�b º��f����wh��Kb�p
∀ ] Ã£h��������jp | f[d��gd���d c£~j~g{�~�cscT�����¸¹}~j��f[d ¯ f `�ºd `«` d ε ¾ ¹ ` dYp
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∃ ]�| �jcscTb��wk ` f�ksklb�cTb ¯ b��wh�ksf�ksklb ��d ��� ` �Cb3ksklb� f�fxcscT������d ¯ f ` dwf ε p v b3clks�¼��b�f�h�h�b²k ` � � b�b���b�b` ksf�� `�� h�h�f[�jp
��� � � ��������� ��� � LOH �K� G f : R→ R; f(x) = 0 U}Rl�w� x = 0 U
RTS f(x) = 100 + |x| U�Rl�g� x 6= 0 \ ∀ Q LOL S¼� G � E3WIX SjS � S � � JMPTP �j�
� P�X S PZE3�gJ S Q

• ® G � JMG ∀ �ZS G �K� ε Q G � LOWI�KWIG 50 \
• Æ J[PZPZE�G ∃ ��S G �*�6Rl� GIHKWIG�LOWI�KWIG δ \ � �@�w� H S ∀ Q G�� � J[PZP �j�
� P�X S PZE��jJ S G²PZWILOE3E Rl� �wP SjS ∀ Q G�� � JMPTP �K� GCPZE�HwJ VY� ∃ �yJ[P �P S � S G ��SIU E3�y�yE²� � J � LOE�PTP SjS LMWY�wW � P S δ �¼WYW*P S HKWIJOGE�PTP �y� E � G V �w� JMP�JMJO�KJMGIE�G�XZE SjS LMJOLMWYHwW \ �

• Æ J[PZPZE�G ∀ � S LOJMP � E3E x Q G � LMWI�KWIG δ/2 \_�@�w� H S |x| =
δ/2 < δ Uj� G ∀ Q GeL S W �ZS �Y�*W � LOWI� S LMLOJOGIE3G \ � � LOE3GIG S J � P S
� G � E U E�PZP �¼�ZS G � J VYS ∃ �/JOGIH � LMWI�KWIG δ P S � S G ��SIU �yE �GIE�P�E3LO� � �y�/E S GgP SgS ∀ Q LOLME�P � JM�yJO� S G x Q G�� S LMJOGIG S G \9�

� � P |f(x)| = 100 + |x| > 50 = ε UIRl� PZE�G ∀ � � JMPTP SjS�V E �LMJOG \ Æ JMJ � �yE3GIE�P�E3LO� � �y�yE Rl� �wP SjS ∀ Q G�� � J[PZP �K� G � XZJMPTP�J Vq� ∃�/JMP � P S � S G �ZSYU�Rl� P�E3G ∀ Q LML S/� G�� � J[PZP �w� P�X S PZE3�gJ SI\
∃ ]_^a` �[b�cTb�b�d�mzb3clh��w���w�gk ¯*` ��f � �wdwh}clf������ ` f(x) =

0
i«mz��k

x = 0
i�mzb

f(x) = 100 + |x| ���w�jcl��f�dqp
∀ ]C» ½ ~jh `Z� c ` � `«` fxclk ` h�k `«` dY¾}¿�~jc;�²f�dK�Éh}~j�[�[�n����f ºcTb3dy��b � �Cb�kzclfup Ä ε = 50

t
∃ ] δ = 0, 01

t
∀ ] x = 0, 005

t�¿&~�c |x| < δ
ismo��c ` d ¯*` �[b�b�d@kl���3d ºclÀ3m ` d��_�wh�b�b3dqp |f(x)| = 100 + 0, 005 >

50 = ε
p r ��fxclf�d ¯ b�k6h `��s� b3dwh�f�dqt

���������
	���� �
® P � J V E3L SjS}RTS LMLOE ∀ � � JMPTP �g� PZX S P�E3�jJ S�RTS PZHKWI�KWIW �TV E�LMJ �Z����� E3W �X SjS �KJOLMLOE ��WIGYHgP�J � JOLMLOE f \

�g\ f(x) = 0 U HwWYG x ≤ 0 U}RTS f(x) = 1 U HKWIG x > 0 \
� \ f(x) = 0 U HKWIG x ≥ 0 U�RTS f(x) = 1

100000 U HKWIG
x < 0 \

� \ f(x) = 0 U HKWIG x � G�X S PZJ � G SjS LOJOLMWIHKW U�RTS f(x) = 1 UHwWYG
x � G�JOX�X S PZJ � G SjS LOJOLMWIHKW \

� \ f(x) = 0 U HKWIG x = 0 U3RTS f(x) = 1
100000 −|x| U HKWIG

x 6= 0 \
�I\ f(x) = 0 U HwWYG x = 0 U�RTS f(x) = cos( 1

x ) U HKWIG
x 6= 0 \

�
��A&����������8����
	�:	�T�
�T��A���� �����>8

∃ ] 	Á���C�&���wh��@cTb3f�cTb�bn���[�[bÉc£~j��kl���&c ` � � fMb�bjp � ��¹ º{ ` d ¯ �>cT��kzcT��ks�w� � b�b�d k ` � � b�b���b�b�d ���wh��w�gd¯*` �[b�b3�Cb�b3d ¯*` � ` ms��p

∀ ] � �[��¹K�3d�d}~jc�p r b3f�hjh�b�cT��cT�y���wh��Kb ` f4�����xcscT� º�C��cscT��cTb � �jfxcTb�h�b�b�d ¯*` �Mb�c ` ksklbji�cT���3���M�nk ` ��fxc `�ºcT����dYij�²fxcT�±ms� � h ` �FcT��kskl� ¯*` �[b�b3�Cf�kzcl���w¹��wksklb~j��f ¯ ���3cT��dgkl����dqp
∃ ] ¿&��h�b�clks��cTb�b�dyksfxcsc ` dqp

�wS P�HwWY�wWYW �TV E�LMJ ���Z� ∃ � X�J[PZP �g�Â�w�T� J[PZP SgSIU E3PTP � � � JMPZE � ��WYGIH �P�J � G f S XZ� � P � � S PeL � �IE�LML � G � LML SjSYU HKWIG P�W*PZHKJMP SjS G S XZ� �j�
RTS¼V J � PZE3J ���Z�YU3Rl� P�H SC� � S P&L � �IE�LML � G � LML SjS0��� GeP �w� J \ ∀ � X�JMPTP �j�
�w�T� J[PZP SgSIU E�PTP � H �*� E3JOGIE3G/� � J[P�E � G/E VY� P �w� J \ ∀ � XZJMPTP �j� P � J � JOG
��S G � E3G �w�T� J[PZP SgSIU E3PTP � L � �IE�LML � G � LOL SjS¼� LOJ � J V J � P�E3JMP �YU�Rl� J �Z��S��WIGYHgP�J � f ��SjS H S WIH S G S G � LOL Sg� P S�� LOE3�KJ S/S X�� ��RTSI\
∀ � X�JMPTP �j� � S LMJMP S²� E�LML S J � E3G/LOWI�KWIG ε U E�PTP � L � �IE�LML � G � LOL SgS�� LOJ �
� J V J � PZE�J[P �IU«Rl� J ���ZS ��WIGIHwPZJ �²��SjS_S XZ� ��RTSYUZRl� PZH S_� � S P±H S WIH S G SG � LML Sj� P SIU � � �IJOGgP �j� G ε Q G VY�g�j���Z�Y\

∀ ]�| f�d��gd ��d,clf ` c£~jkzclf ` {g�g���[f�kzcTb��b���fxcTb¹}~g��f�d¯ f ` dwf ε ¾ dÂb � ���ji*mo��cscTb |f(x)| ¾ ���[�¸����f�ksf6¹ ` � ¯jº¯ � ¯ ����kzcT��k ` d/~j��fup
Æ JMPTP�E3G ∃ � S LMJMP � E3E&LMWI�KWIG δ U�Rl� H S HKWI� SgS@� JMP �YU HKWIJMGYH S L � �IE3LOL �G � LML SjS/� LOE3�KJ S L � �gPZN Rl� WIH � G V J � PZE�J[P � ∀ � � JaPZWIPZHKJ SY\

∃ ]�| f�d��gd ��d,clf ` c£~jkzclf ` {g�g���[f�kzcTb��b���fxcTb¹}~g��f�d¯ f ` dwf δ ¾ d�b � ���gi ` cscT� ∀ ¾ �[�[b�����f�ksfn�Cb�¹w{g������f ºksf��²�Cb3d�����¹w��d/��b3�[f�dgdKb�d���b � b�b x ¾ dyh�b3dwksklbjp
Æ JMPTP�E3G ∀ � S LOJ[P � E3EÉLOWI�KWIG x U�Rl� H S�� G/L � �IE3LOL � G � LOL SjSIU�S LOLME δ Q GE3P � J �Z�K� �IE3LOL � G � LML Sj� P SY\

∀ ]��;� fxcT�3d�clf ` co~jkzclfw��b3�[fxcTb�k ` ���[b�f�k ` d¼���w���wd x i ` c ºcT� |f(x)| ��d/����¹gf[d}cT����d ε p

∃ � � JMPTP SjSYU«Rl�w� |f(x)| � GyL � �IE3LOL � G � LML SjSYU HKWIG � L � �IE�LML ��� P S X �H � J[PZP SgSIU E3PTP � |f(x)| < ε \
��H � JMPTP � JOGIE3G V E�LMJ�� � J�� SgS G¸�/JOE3LMP �g��� H � J[PZP � J � E3G � H � HjE3E�G SIU
Rl�w�Z��S P�W*PZHKJMP SjS G f Q G RTS P�HKWI�KWIW*PTP SI\  WIGIHwPZJ � f � G RTS P�HwW �� S V J � P�E3E �Z��� 0 U �yJMH � LOJ ∃ Q LOL � � G �yE�GIE�P�E3LO� �YUÁRl� LML S � � GH � HjE3GYE3E¼H �g� GgP � � �j� G�H S JMHKHKJ4H � HjE�E�P � � S H � J4� � JMP � H � E�E3G \
 WIGIHwPZJ � f � G,E VY�}RTS P�HKWI� S0V J � P�E3E ����� 0 U �yJOH � LOJ � E�LML S JOGIE3G�yE3GYE�PZE�LM� �y� G ∀ Q LOL SY\
� � ����� ������� ��� �  WIGIHwP�J � f : R → R U f(0) = 0 U � G RTS P �HKWI� S�V J � PZE�E ���Z� 0 U�Rl�g� ∃ Q LML ��� Gy� � J[PZP �g� PZX S P�E3�gJ S�RTS PZHKWI�KWIW �T�
V E�LMJ �Z��� ��WIGIHwPZJ � LOLOE f \" WIGIHwPZJ � f � G>E VY�}RTS PZHKWI� S¼V J � P�E3E �Z���
0 U«Rl�w� ∀ Q LOL S�� G�� � J[PZP �g� PZX S P�E3�gJ SÁRTS PZHKWI�KWIW �ZV E3LOJ ����� ��WIGIHwP�J � L �LOE
f \

∀ ] ¿�~�c<	q�w���Cb3k�� ` dwfY�C��� � fxcsc ` � ` �C���3d�msb3clh�� º���g�K{ ` d�� ` fM{g��d ¯*` ��f ` �²� ` b��j�g���Mb�p
∃ ]�|/` f[��� ` cl�w� `«` h}~g���[��b�f�h�b ¯ b�� mz��d ¯ �w�g¹Kb�bjimo��k�mz���K{g�g�²� `�¯*` �[b�b��Cb�b�d0b�f�dwbeh��wd�mz��h��

� �wdgh�clf���¹wb����gcTb�b�d���ks��fxcscTb�bymsb�clh��w��b�h�ksf6cTb�f`�¯ ��mzb3clh��w��b3hjksfup
∀ ] ·�b ~j¹K{ ` d � �wdgh�clf���d¶��ks��fxcscTb��²f�d ` d msb3clh�� º��b3h�ksfgcTb�f `�¯ ��mzb3clh��w��b�h�ksfg��b�b�clf[fK��� �l` csclÀ��C�3d�²��d}cTb ¯*` ��f[�ji(~j¹K{ ` demo��h�b�f�kzcTb>�Cb3¹K{j�����[f�kzcTb��b3��f[d}cTb3klb � msb�b (ε, δ, x)

h���¹}clf�p
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∃ ]@½ �g¹²¹��g¹qt | �jcscTb���dgh��@b3ksf[b@ksf��xclf�h�����d¼dg��f�d!�
� � ` f[k ` d,� ` d ` c ` ���C��d�����fÉcl��{ ` cTb���f�h ` b�h�ksfh��«~j�C�3cscT�/�M� ¯ f±h�b�f�h�hjf[be��b3f[¹}cl� ` ¹}cl��msbjp4��fxcT�h��gclks�jcTb�b�d��Cb3c ` �Cb�b3csclf�k ` h�ksf ¯ ����csc ` �x~jhjksfup

∀ ]  &f ksf�hjksf�h�À 	q�w���Cb3k h��«~�cscT���
x
¾ ����i

ε
¾ cT�msb

δ
¾ b�byh���dwh �l`«` csclf�kzc ` d�d��w� `Z� ��b � ���3m ` d�ksf ºmsb�b�d �

∃ ] ¿Éf�f�d�clf ` c£~jkzclfui ¯ À�¹wh�Àgt ½ �3d�����fjh���ksfxc ` ���[��dg��f º{ ` d�kz~j���*����f ` d�b����w���[be��� �l` csclÀ��C�3d��²��d}cTbh���dwh �l`«` csclf�ksf[bÁd��w� `�� ��b � ���3msb±ksf�kl���xcT������� `�� f ºh���f[kocTb ¯ b3�wkzcTb&h�f � mz��fxcscTb��Cb����[b&��b3f�d ¯ b � f � f[��f[�c ` h�kzclf[�jp

���

∃ ]�´ � ` c ` cTb�b�dqi ` cscT�� ¯ � �Th hj�g��h `«` ¹ ` clhjf����[� t i
t < 0

iqcTb3klb�f�k ` ���Mbedw� ¯*` �K{ ` ���[b 1 ` c `«` d ¯ ��f�dYimsb ` cscT�_¹w��d¼¹ ` clh ` �[�[� 0
c ` � `«¯ � � cscTb�b 10

�²fxc ºcTb«~jhjksf�h�h�À�� ` c `�` d ¯ ��f�dqi�msb�msb�clh�b�b_�Cb3clh�b�b3d ºklb�cT���C�3d�mz����h `«` decTb�klb�f�k ` ���[b¼dw� ¯*` �w{ ` �[�[b 1
p

½É` clh ` ���[� 0
� ¯ � �Th,��d ¯ b�f�h�b�ksklb 0

i4msb cT� º�C��d�ms�3��h `«` d ¹w��d,��d,ksf[f � c£~jd�~�c�	«Â~jh�ksf[h ºh�À�� ` c `«` d ¯ ��f�dqp | f[dgh���¹w��dw�[b�f�d ` d>��d�� ¯ � � ºh�f�d/��f[f�h `�� �gdwh}clf��0�
∀ ] ¿&~�c f(t) = t

i�mz��k
t ≤ 0

msb
f(t) = 10 + t

imz��k
t > 10

p
∃ ]_^a` �[b3cTb�b�dnmsb�clhj�g���w�wk ¯*` �[fg� ¯ � �Thjf�d���f�f�h `�� �wdwh ºclf������ ` p
∀ ] ε = 5

t
∃ ] δ = 0, 1!

∀ ] x = 0, 01
t

∃ ]@½ � ¯ k«t�¿&~�c°�_�w�jc ` d x ��d � �wdgh}clf[��d f �M�3¹}clÀ ºmz���wh���d ¯ f�kzc ` i ` �[f b�msb�dg¹ ` clhjfup
∀ ]�´ d�h}~j�[�[� ¹wf��wh�b3d�¹Kb � ¹Kb�b�d�mo��¹}cTb���b dg��cTb�b ºclf��gp v �wfxc ` dghjf�dÂ¹ ` clh ` ���M� x = 0, 01

� ¯ � �Zh��d ¯ b�f�h�b�ksklb f(0, 01) = 10 + 0, 01
i ` ��f°~j��f

ε = 5
¾ d�~gh�ksf�h�À�d ¯ ���3kskl� ¯ b�f�h�b3kzcTb 0

p r ��f�clf�dYp

���

∃ ]�´ � ` clh����_�w�jc ` d��²f ` csclf�d}~�c�i ` cscT�eksf����C��d � � º¯ �«~jh�k ` ����f�d ` d ` c `«` d ¯ ��f�dwksf�f � co~j�²f�d ` d ` f_��� `b�f�dg��b ` ksf�� `�� h�h�f dgf�f[kzcT� cTb�����f�kzcTbji�mz��f����[b
� �gdwh}clf��#����f9�����[b `�¯ ��mzb3clh��w��b ¯ f[kzc `�` kskl�
0
p� (msb3c ` ���[b�b3d ¯ b ` ksf�� `�� h�f�hjksf°c ` ¹}cT������d���p �
� �gdwh}clf���cTb f(x) = cos( 1

x
)
iqmz��k

x 6= 0
iqmsb

f(0) = 0
p

∀ ]�| f��xcT��¹K�3d²dw��~�cscT�3f[ksfuiZmz��k°� ¯ � �Th@h��w��h�f�ksf�cl�w��d
� �gdwh}clf���d/��ks��fxcscTb��Cb3���Mb�cTb���b����[b��

∃ ]@½É` clh ` ���[� 0
¹K�3d����[f�ksf ¯ b3f�h�b�ksklb 0

ijmzb/�_�wf����Mb¹ ` clhjf����[�@¹K��d ¯ ���gh�h���f���f�ksf ¯ f�kzc ` f[{ ` d −1
msb

1������f�kskl�jp
∀ ]�� b�mz��f�cl�jcTb�b�d ` dwksf�d cl�jclhjf��Cb�b�d¶d `�� b3clf�f���f ºksf[b�b�msb3dw¹ ` clhjf[��p/� ¯ � �Thjf�d ¯ ���ghjh���f���� ~g¹w�h�f�f[¹}c£~jf[ksfgmsbChjf�f�¹}c£~gf�ksfui*hj�gdycTb � h�b3kzc ` ��f[ksf��²� `b�mzb�d�mzb�h�ks�3msbji�mz�3clh�b&����f�ksf���b3c;~j¹K���M�3¹ ` � ¯ ��dw�msb��[��¹ ` � ¯ �3dK�_dg�����[b�bjp

∃ ]�^ ��ksfxclf[f���f�ksf[���Mb0b � ����f��[�[b�cTb�b3k ¯ ���wh�h���f��[�Â~j¹K�¹gf[{wb�kzcl�gf�ksfjmsb�¹wf[{wb3kzcl�wf�ksfup
∀ ]�´ ��f�ksfqk ` h�~j���[��b�f�h�b�¹wb�ksks�gd/dK�3h�À�f�kzcT�jpK	Á��kzcT�h}~j���M�>h�b3dwdKb�cscTb�b ¯ f[f � cT����h��g��b¸h��}� � {gf�dwb�b ºclf�kzcl�}��dYp
∃ ]_v �gh�bÉksfxcT���jf�fxclksf�ksf ¯ f[f �l` ���[�Fh��3ksf[d ` dK����d}~jh}~ ºb3f�h�b3dKb6�� &f�dwb�h�f[d/�²f�dK��b�f���deh���~�cscT��� ��� b�b º�wkzcTb��[b�ksh�f�d}cTbjp
∀ ] �g�wdgh�clf���d�h��w��b�b�msb3d0¹wb�¹g�C�3csc ` � ` �²f�d ` d�h�� ºksf�d/����fY�����[b�f�¹Kb3dy� ¯*` cscTb���b�f�kzcTbjp

� �

∀ ]�| �gf[kzcTb�clh�����f ` �[�ek ` d�����fxcsc ` �x~jdqiwmo��ksklb��²f `�ºclf��²� ` i*h��w��h `�` h�� 120
h�f[����� ` c � f[�¼cl�wdgdwf�ksklbh��g�[h ` ��b0b3�gcl�0dwf�f�d,�x~j¹}~jf�cT���Cb�clh��3mzb0h��gf[df�h�f�dK�_����f�d/h ` h�ksf[���

∃ ] ·��}�jp�·���k0f����Cb�f�k ` �²� ` b�mzb�d�cl�gdwd ` f�ksklbÂmzb¯ b�f�h�b�d@hjf������ ` c �l` f�kskl�ji�b3�gcl��d@��f�f[h ` cscT�&h��g��b�b
� �wdgh�clf�� f(x) = 120x

p | fxcT��ksf�f�cT�6�
∀ ] ��f[������f�dg¹Kb�d �²f�dw� ��b���fxclksf�d ��~j¹}~ ` d ` cT��f�kz~�~ º{ ` dqijmz��cTb�msb3clh��g�j�g�wk ¯*` ��f�kskl���²� ` ��b3kzcTb�b ε imzb6ksf�dK�Á��b���fxclksfxca�x~j¹}~ ` d�b�mzb�d3msb�h�ks��dYismz��cTbamsb3c ºh��g�j�g�wk ¯*` ��f�kskl���²� ` ��b3kzcTb�b δ p
∃ ] ¿&f[f�dYi ���gcscTb¼ksf��[����f�d0ksf�dK� ` c@��b���f�dwd��gc x ¾ ����p��f��[����f[d cl�gclh�f��²� ` ��b�f�d � �wdgh}clf[��d#b � ����b

f(δ)
p

∀ ]�^a` �Mb3ksf��²� ` ksf�f[k±k ` � � b�b���b�b ¯*` ��f[�j¾g³(dwksf�d¼�²f ºdw�,��b���fxclk ` d ���g�j�gd
ε > 0

i6mzb ksfxcsc ` d�ksf ºdw�y��b3�[fxclk ` c_���w���wd δ > 0
p(��f�dK�/����fxcTb3c�igmz��k

|f(δ)| < ε
i3msb��²f[dw�_����fxcTb3c��_�w�w������f�dYp

∃ ]_v �gf[dgh�b�¹wb�d�h�����f�ksf�iZmz��k ¯*` �[b3f[ksf��²� ` cT��cT� ¯*`Zº��f[��c ` ¹}cT�����3d�� � �wdgh�clf���f���� ` �

� ��� � �
	������
� W*P�HwJ�E��*E3LOLOJ � E ���Z� �IJ S L � �jJ �Z��S HKWI� S PZPZW S�V E3LOJ �I\*È JMLOL � PZE�� �P � � � G �

��WIGIHwP�J � J � P S ∃ Q LML ��� G � � JMPTP �g� PZX S P�E3�jJ S P �g�Z���>V E �LOJ �Z���IUIRTS �/JOLOL � P�E3�wP � � � G �
��WIGYHgP�J � J � P S ∀ Q LOL S�� G � � JMPTP �j�� PZX S P�E3�gJ S �

∃ ]�� ���M�3��� ` ��b ¯I` ��f�i�mz��ksklb_��b3��f�cTb�b�d���b3f[d ε msb δ i` fYcTb�f[{gb�hj�g��b3cTb@hj�gdwdg�����[b�msb3clh��w���g�gcscTbjp
∃ ]�� �wh�f msb�ieh ` h�ksfxclh�À ` ksf�� `�� h�h�f � �wdgh�clf��3cTb fdgf�f[dYi ` cscT��~j���[����� ` ��b3ksklb ¯*` ��f�kskl� � �wdgh}clf[��� º� ` f �²f�d��wd�h�b�dgdKb�cscTb�f�ksf�hjf�d0��b���fxcTb¸¹}~j��f�dks�g� � f δ �
∀ ] ·�b3clh��w���w�gk ¯*` ��f�kskl���²f[dw�_klb�b�dy��f�kl��h�ksf ��b3�[f ºcTb����w���wd

x
p v �gf�dwh�b�h�����f�ksfwmzb3clh��w���w�gk ¯*`�º��f�kskl�_���ghjf mzb�d ` ksf�� `�� h�h�f � �wdgh}clf[����� ` f i«mz��k ∃~ � fxcscT��f�ksfq��b3�[fxcTb�ks�w� �l` d δ ¾ d!�

∃ ] 	 b�f[{gb��²� ` mz�3cscT����h�~jkz~j�@~jh}k ` d¼���wh�f msb���� ` p
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∀ ] 	q�w�@��� � mz�gk ∃ ����f�cscTb�b@h���h��@b�mzb�dqp�¿&~�c°�_�w� ºc ` cTb�b�d/h�~j���[��kl����d}clÀ3mz�jp
∃ ]�| �jcscTb��²f[dw����b���fxclk ` de��b�f�d/~g¹w{ ` d/ks�g� �l`«` dqimzb�ksf�dK��klb�b3c&��b3�[fxcTb�h�b�h�ksfup
∀ ]�| �jcscTb&��d ` {j�w����f�kzcTbÉ��b���fxcTb&�_~}À�¹K�3f[k ` kskl�&��b�f º¹ `«` ksklbjiwmsbyksf�dw�yklb�b3c_��b���fxcTb δ ¾ d��²f�d��wd ε ¾ d��b���f�d}cTb�dgfjmz����h `�` dqp
∃ ]�´ h*i ¯*` �[b3cTb�b�d¸ksfxcsc ` d�dgf[f�dYi ` cscT�²�²f�dK����b���fxc ºk ` d δ ¾ d ` dwd ` d/h��wf�d�ksf�dK����b���fxclk ` c ε ¾ dqp

���������
	���� �
� � H SjS LOJwP�X�JM�KJ SjS LOJ � WIW �TV E�LMJ � Gy�¼WIW*P�E3G ��S � S GIL S JMGYE3G/HwWYJMG
RTS PZHKWI�KWIW �ZV E3LOJ U �¼W*PZP S ∃ ��S G �*� LOWI�KWIG δ E�GIGIE3GCHKWIJMG ∀ ��S}�G �K� LOWI�KWIG ε \�� WI�y� S LOL S�V E�L SgS}RTS LOL S�� GÂ� � JMPTP �g� PZX S P�E3�jJ SL � H SjS LMJ ���ZS PZX�JM�KJ SjS LMJ � WIW �TV E�LMJ ���Z�_� E3WIX SjS �KJMLOLME���WIGIHwP�J � LMLOE f �

∀ ]_v �gf[dgh�b�k�k ` ����h�b�b���f�c � f��jf[b�b3��f[ks�g�wk ¯*` ��f&d}~jc��f�h ` f�dy� ` dgf�h�����d �
∃ ]�| f�dK�6b�����f�cTb3d@��b���fxclk ` �Cb����[b6���w���wd δ i δ > 0

p
∀ ]_½ �²�ypTp«p�msb@k ` � � b�b���b3h�ksfI��d¼�²f[d��gdC���g� � � ºdgfY��b���fxcTb

ε
i
ε > 0

p
∀ ]�| �jcscTb/ksfxcsc ` dg¹K�3d���d��²f�d��wd¸���w� � ��dwf(�w� º{ ` kzcTb�b3dqp r b3��f�clk ` dy�[�g���wd x i |x| < δ

∃ ] ·�bÉksfxcsc ` d |f(x)| < ε
iZmzbn�²f�dK������fxcTb�d_cTb�b3k«p

∀ ] � �M� ¯ �/��� ` dwf�f�d���b � �Cb�p ½ ~j���3�[�[� ¯*` �[f�kzc � b ºc `\� f[b����[by����f(h��«~g{w�Cdgf[f�dYi ` cscT� |f(x)| ≥ ε
imzb��²f�dw�_����fxcTb�dqp

�g\ f(x) = 0
H S JMHKJOLML S x \

� \ f(x) = x
H S JMHKJOLML S x \

� \ f(x) = 0 Rl�g� x < 1 U}RTS f(x) = 1
�¼WIW*P � JOG \

� \ f(x) = 0 U*Rl�w� −1/10 < x < 1/10 U*RTS f(x) = 1�¼WIW*P � JMG \
∃ ]�� À�~w{g�3clh�À ~j� ` f�kzcT� ���g��dwd ` ¹w{gf�d}cTb�b ksf���� ` i�²f����[b�f�d ` d � �wdgh�clf���d f

����f[ksf_���xcTb���bji ` cscT��²f�d��w���[b ����f[ksf/����fxcscl��kzc � b�c `�� f[b ����h�b�b3�[f�ksklbc � f���f[b�b���f�ks�w�gk ¯*` ��f�klkl���

∃ ] ¿&~�c±��d��²f�d��wdC���w� � ��dwf*���g�gcscTb�bFkl����d}clÀ�ms�jp
∀ ] ³(f[h���iwksf�dK������fxcTb3c���f ` �M�3h�f[d/��f[f�h�b�bjp
∃ ] 	 ` ¹K{g���3d ¯ �Âk ` � � b�b���b�kzclfut��jf�dw�klb�b3c¸��b3�[fxcTbk ` h�� ε ¾ d ` cscT� δ ¾ dqp
∀ ]��©´ dwh���¹wb�decT��¹K�3d>h���f � b�¹Kb3�K{gb3cscl�wdwb���� ½ b º���Kb�c�ksf[f�k���b���fxcTb���b�f�d

x
¾ d �@·���k&��b3��f�clk ` cÉb�f�dKb

x = 0
ig����f�cTb�c���b � �Cb�kzclfup

∃ ]�´ h*i ` d/��b���fxclk ` b � ����b x = 0
p

� ��� � �
	���� �
�²Sg�ZS W*PZWI�yJ �TV J � PZE V E�LMJ � G �¼WYW*PZE�G ��S � S GIL S JMGYE3G�HKWIJOG
RTS P�HKWI�KWIW �ZV E3LOJ U �¼W*PTP S�V E�L SgS�RTS ∀ ��SjS � S LMJMP S LOWI�KW*P ε RTS
δ UaRTS V E3L SjS}RTS ∃ �ZSgS � S LMJMP S LOWI�KWIG x U �¼W*PZP S x Q G V J[P �j�P � PZE�W*PTP SjS E��Y� � P x 6= 0 RTS |x| < δ \

∀ ]@v ��~g{g����d ¯ ����f ` �[�Â�[� ¯ fFh�b3klb��jcl�w�²f�k ¯ f�kzc `�º¯*` ��f[d kl����dwdgÀ�c�p±³(dwksf�d �²f�dK�¸��b���fxclk ` d���� º�j�jc
ε > 0

mzb
δ > 0

p
∃ ] ·�b ksf�csc ` d9�²f�dw����b3�[fxclk ` d ���w���wd x

i°mo����� `
|x| < δ

p
∀ ]�| �wf�kzcTbji ` cscT����� ¯ b�ksfxc �����[b9��b3�[fxclk ` �Cb�cscTbdw�����[b�b�p
∃ ] ¿Éf�f�d ¯ ��p | f�dK�¶��b���fxclk ` d ���w���wd

x
i²mo����� `

|x| < δ
mzb
x 6= 0

p
∀ ] ·�b�ksfxcsc ` d�cl�g� ∃ ����f�cscTb�bjiKmz��k |f(x)| < ε

p
| �w�jcl��f�dy�²f�dw�_����fxcTb�dqp

È JOLOL � E � JM�yE3X�HKJOG ��RTS PZE��gP � �KJOE3G �¼RTS � ��WIGIHwPZJ � J � P S�V E �L SjS}RTS LOL S ∃ � G�� � J[PZP �w� P�X S PZE3�gJ S H Sj��S W*P�WI�yJ �ZV J � P�E V E3LOJ �Z��� �
� W*PZHKJ�H Sg�ZS W*PZWY�/J �ZV J � PZE V E3LOJ � � � N � PZE3�wP � � � G � X S PZH S J �
� W �Z��S � S JMGIJMPZWYLMLOE ��WIGIHwPZJ � LOLOE f : R→ R; f(x) = 1

x \

∃ ]�´ d c£~j��kl��� cl�jclh�fMb¸msb�clh��w���w�jcscTb b3f�dKb���b3f�d�[�3¹}clÀ3mz���wh���d ¯ f�kzc `«` kskl� 0
p

∀ ] ·����ji ¯ fxcT��f�ksf4h�b�f;h ` ¹gfxcscT��� ¯*` ��fuigmz�����Mb�msb3clh�� º���g�gcscTb@����f[ksfIcl�gclh�f[b_���g�Kb3�[�[b3hjf�dYp
∀ ]_r b3f�h ` b�b�i����w���wd x ` cT��f�kz~�~jk>dw�����[b�kzcTb�klb�b º{gb�b3d h�b�b���b����[b |x| p | �gcscTb ` d}cT�3k����w���gd x` cT��f�kz~�~gk6���g�j�gkzcTb a �
∃ ]_½&` � ¯w¯ ��bjt*� ` ��d�clf ` co~jkzclf |x− a| p

� ��� � �
	���	� �
� LOH �K� G g : R → R

��WIGIHwPZJ �qU*Rl� H S��ZSgS�S XZ� � G 0 V J � P�E3E �T�
��� a \  WYGIHwPZJ � g � G RTS PZHKWI� S�V J � P�E3E ����� a UqRs�w� ��WIGIHwPZJ � G
g S X�� � P � � S P�L � �YE3LOL �eS XZ� �wS 0 U HKWIG ��WIGIHwPZJ � P S P S X�H Sg� P�E3L �L SjS GÂL � �IE3LOL �¸V J � PZE�PZP � a \(È0�g� X�J[PZPZE�LME V E3LOJ UKRl� LOL S � � J�� SjS GP�E � P S P SIU*� GIH � g RTS PZHKWI� S�V J � PZE�E ���Z� a \

∃ ]  � ����d 0 ¯ f[kzc `�` kskl� a � | fxcT�nk ` cTb � h���fxcscTb�b6�
∀ ] � ` cTb�fxcTb�b/cTb � h���fxcscTb�b�ksf�cT��i ` cscT� ` dwksf�d���b º�[fxcTb�b�d �l` b�b���f[���ghj� a

mzb�ksfxcsc ` d��C��� � fxc ` � º�M����d ¯*` ��f�k ` �[�[b3f[ksf��[� ` � �wdgh�clf���f[��� ` g i4mz��f��[� `
g(a) = 0

p
∃ ] ¿Éf�f�dqpH &���wksklb3¹Kb�d 	q�w���Cb3k���b���fxclksf²���w���wd

a = 0
ismsb��C��� � f�csc ` �[f ¯*` ��f[d@k ` ���[b�f�ksf[��� ` � �gdwh ºclf[��f��[� ` f i3mz��f[��� ` f(0) = 0

p
∀ ] ³;d}cT��mz��k����ghjf msb���dy��f ` �[��h�f�dyk ` h�b�f�ksf�d!�
∃ ]@½ ��d�����f°��b3f[h�h�b/�C��� � f�c ` �[�[��msb�clh��w���w�w{ ` d¯ f�kzc `«` kskl� a = 1

k ` ���Mb3f�klf��[� ` � �gdwh}clf���f���� ` g imz��f���� ` g(1) = 0
p

∀ ] ¿n� ¯g¯ � � ���jt/·�b�ksfxcsc ` d ~jh�h�À�k ` d ¯ b�f�h�b���� `����f[{gb�b�d/�Mb3fxcscTb�b����gfxcTb_���ghj�3msb�p
È0�g� X�J[P�E3LMP �g�g� J V E�LMJOG�H � HjE�JMLOE�� �g� X�JMPZE3LO� �j� J � JOHjE3E�LMLOJ � WIW*P S
RTS P�HKWI�KJMH � J RTS E VY�}RTS P�HwWY�wJOH � J P�JME3P � �yJOLOL �g� J ��WIGYHgP�J � JOLML SI\
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∃ ] ³(d}cT�¶mz��k¶¹wb����Kb3f�ksf[�²� ` cl�jclh�fMb k ` �[�[b3f[k ` d
� �gdwh}clf���d�mzb3clh��w���w�jcscTbjiKmz��h�b>klb�b¸cTb � h�b3kzc `�º��� ¯ f�kzc `«` kskl�Émz��dwh��wd����g�wd�b � ����d/h��wf�d 0

�
∀ ]@v b�fYksf�f[¹ ` dghjf�d/����f�ksf h ` ¹wfxc ` cscT����f�kskl� ¯I` �[fup
∃ ] ·���k a ��d²cTb � h�b�kzc ` ��� ¯ f�kzc ` i�mzb x ��d²ksf�d��wd²��b º��fxclk ` �Cb�ksf ¯ f�kzc ` i ¯*` ��f�kskl�ycTb � ��fxcTb�b3d0b � ���3m ` d

f(a)
mzb
f(x) ` cT��f�kz~�~�cscT�jp

���������
	����� �
� LMH �*� G g : R → R

��WIGIHwPZJ �YU°RTS a Rl� HKJOG9X�E SgS LOJ S H � E3LOJMG
V J � PZE \� WIGIHwP�J � g � G RTS P�HwWY� S²V J � PZE�E ���Z� a U3Rl�g� ��WIGIHwP�J � G g
S X�� � P � � S PÁL � �IE�LML �²S X�� �gS g(a) U HKWIG ��WYGIHwPZJ � P S P S XZH Sj� PZE3L �L SgS GÂL � �IE�LML �>V J � PZE3PTP � a \(È0�j� XZJMPTP�E3LOE V E3LOJ UKRl� LOL S � � JO� SgS GPZE � P S P SYU*� GIH � g RTS P�HKWI� S/V J � P�E3E ����� a \
È0�j� XZJMPZE�L[P �g�j� J V E3LOJMG�H � HjE3JOLOE_� �j� XZJMPZE�LM� �g� J � JMHjE�E3LOLMJ � WIW*P S
RTS PZHKWI�KJOH � J RTS E VY�}RTS PZHKWI�KJOH � JaPZJOE�P � �yJMLOL �j� J ��WIGIHwPZJ � JOLOL SY\

∀ ] � ` �[�[b3f[d ` dwh�f�d ¯*` ��f�����f�ksf�¹gf ` dw�jizmz�����[b�����f�ksf�cl�jc ºh�f[bjiw��dwh�� � �wdgh�clf��&msb�clhj�g��bjp
∃ ] ³(�²� ` h�ÀycTb � h�b�kzc ` � ` h�b�b3d¸mz�g� � fÁksfxcT� ` { ` ����f ºk ` d�c ` ¹}cT������d ¯I` �[f�kskl�6�
∀ ] Ã£clk ` b�ksf[b�ksklb ` �²� ` p 	 b � h�b�kzc ` � ` �²� ` mzb3clh�� º���w�jcscTb6mz��ksklb�f�dyclf ` co~jkskl� ¯ f[kzc `�` kskl�jp��w�gdwh}clf����d�msb�clh��w��bji«mo��k±k ` ��d�msb�clhj�g��b��M�3¹}clÀ3mz���wh���dmz��h�b�f�k ` ksklb ¯ f�kzc `«` kskl�jp
∃ ]�� b3clh�b�f�k ` ��by��d ��` ���Cbe��f ` d `�` h�f[dYi ` cscT�yh��w� º¯ fY� ` f[kzcT�_klb�b���b���fxcTb ¯*` ��f�kskl��cTb � h�b3kzc ` ��� ¯ f�k ºc `«` dqi3msb��²f�kskl����b�f�¹ `«` ksklb ¯*` ��f[�jp

���������
	��� � �
 WIGIHwP�J � f : R → R � G RTS PZHKWI� SIUKRl�w�²� E � G RTS P�HKWI� S�Rl���H S J � E ���ZS R Q G V J � PZE�E ���Z�Y\;È0�g� X�JMPTPZE�LME V E3LOJ UYRl� LML S � � J�� SgS GPZE � P S P SYU*� GIH � f RTS PZHKWI� SI\
È0�j� XZJMPZE�L[P �g�j� J V E3LOJOGÂH � HjE�JMLOE¼� �g� X�J[P�E3LO� �j� J � JOHjE3E�LMLOJ � WIWIP �P S_RTS PZHKWI�KJOH � J RTS E VY�}RTS P�HKWI�KJMH � J P�JME3P � �/JOLOL �g� J���WIGIHwPZJ � JOLML SI\

∃ ] �gb3�Cb����[bFcTb���b3�[�[b@h�b�fK����f[ksfKcl�jclhjf[b����wh���mo��dw��dks� ¯g¯*` d ` �²f[kzcTb3h�f[dYp
∀ ] ³ � ��dKb���dy��b�f�dyk ` i ` cscT�&msb�clh��w���w�gk ¯I` ��f[kskl� δh�b�dgdKb�cscTb�b_��b3��f�cTb�p«p«p
∃ ] p«p«ps¹}~j��f[d ¯ f ` d ` hjksfut0	±f ` {g��d²h�~j���[�n��f�h ` f�d²¹}~ º��f�dqp
∀ ] ·��}�gpw�j� ¯w¯*` d ` �²f�k ¯*` ��f�kskl� ¯ f�cT�3f�ksfIcTb � h�b�kzc ` ���[b¯ f ` d�c ` d δ ¾ d b � ���3m ` d ksf msb�b�d�ks�g� � f[b xn ¾ f ` df�dK{ ` h�k ` ms� n p

���������
	��� � �
È0�j� XZJMPTP�E3LOE V E3LOJ U�Rl� LOL S � � JO� SjS G>P�E � P S P SIUY� W VIV E�GIE3E�H � LOW �HwW Rl� G � x1, x2, x3, . . .

H � �wPZJ(G � LOL SgSI\
È0�j� XZJMPZE�L[P �g�j� J V E3LOJOGÂH � HjE�JMLOE¼� �g� X�J[P�E3LO� �j� J � JOHjE3E�LMLOJ � WIWIP �P S²� W VIV E�GIE3�KJOH � J RTS E�J �s� W VIV E3GIE��KJMH � JKP�JME3P � �yJOLOL �g� JILOWIHKW Rl���G � JOLML SI\

� �C8(A&� ���y8 �ÉA

∃ ] 	Á�3�C��¹K�3dy��dyh��«~�cT��dgdwÀ�����f�d ` d/�[�gh��qpK	Á���3�xcT�dw��h `�` ighj�gf�dwh�b@h�b�dgdKb3cscTb�b ¯*` �Mb�cTbjp
∀ ]�| �jcscTbF���gf�kzcTbji ` cscT��cT�������[�_��d ` ksfxc ` csc£~C��b3f[d~j¹w{ ` c(cl��f��²f���b3c4kzc � b�c `�� f[b3c�p}¿ `6` f����3c°��� ` b3f ºdg��fxcTb���f�h ` f�cTb�p

�
Q � WIG ∀ ��S G �*� ` �yE3PZX�J �YUI��S G �K� ∃ E � JO�yE3X�HKJMH � J t = `/40
� E3HKWIGwPZJ SI\
� Q � G \ �(WIHKW δ/2 � G �Z�g� GgP�N R E3G��¼WYH S JOGIE�G V �g� J[P�JMJO�KJMGYE3G²� S��LOJOGgP S�RTS −δ/2 � G �Z�g� GwPZN R E3G�¼WIH S JOGIE3G GIE3� S P�JMJO�KJMGIE�G� S��LOJOGgP SI\

∃ ] Ã©clk ` b�ksf[b�ksklb ¯ ��ksfxclf�f��jf�k ` h�ksf@��b���f�dwdwb�h�ksfFh ` � º¯ b�b��@~}À�k δ/3 msb 2
3
δ
p

∀ ] 	Á�3kskl�²h�~jkz~�csclf�f�d ¯*` ��h���kzcT����dekl����d}clÀ3m ` deklb�� º��f��²f[be��b���f�d}cl�3msb�p | f[d��wbeh�f[f�dg��kzcTb�b�k ` i��²f[� º�[b3f[ksf����Mb²��b���f�dwdg��f����[b²����fxcTb�dYt
� Q ∀ Q G E3J � LOE � S �Y� � LOLOJ � P S � S LOJ[P S � � JMPTP S � SgS x Q �j�Y\��@�w�l�H S �Z�g� GwPZN R E3G �¼WIH SgS G V J[P �j�,� LML S |x| < δ = 0.05 Un� G
|f(x)| = |x3| = |x|3 ≤ 0, 053 < 0, 1 = ε \

∀ ]�| �gf[kzcTb�i ` cscT� x ����f6�����[b�mz��h�� ¯ ��ksf�clf�f���f[d ` dcTb3fqd `�� b3clf�f���f�d ` dYp
∃ ]_v b3dwdKb�cscTb�b �²f ` csclf[���²��� ` �²�Cb�c���b�f�¹}cl� ` ¹ º{j��c `�� f�hjk `�` dy�[� ¯ f�p
∀ ] ³(d}cT�_cTb ¯ b��gk x = 0

�
∃ ] � ` h�f[d�cT�«~jc£~�~��3cscTb�b&¹��g���²f��}��dqi����jcscTb6k ` ��d¹ ` � ¯w¯ �_cTb ¯ b��wk«p

� \ � δ = 0, 02

� \ � δ = 0, 0002

� \ � δ = 0, 0000002

∀ ] 	Á�3kskl� 	q�w���¼b3k���d ��� ` c ` �[���jc ¯*` ��h���kzcT����dks�g� � f��²�Cb3c�cl��f��²f���b3c δ ¾ c�p | ~}À�k_�²fxclh���cTb º¹wb�dgklb ¯ f ` d ` �²�C�3c±h ` � ¯ b�b���b3c�p

�I\ � Q � WIG ∀ � G �ZS G � GKW*P±LMWY�wWYG ε U ∃ �ZS G �K� δ = 1 RTS � � JMPTP SgS� S X�� Sj� PZJ \
∀ ] ³;{ ` �[��f�k ` d,h���¹w{wb3d ¯I` �[fn��d,b�f�h�b�c£~g¹g�C�jp ∃����fxcscTb�b���b � �Cb�kzclfui�klb3dw��fÁ¹w��d��²f�cT�/cTb�¹wb�d ºklb�p

�I\ � Q � WIG ∀ � G �ZS G � GKW*P6LOWI�KWIG ε Uw��S G �K� ∃ LOWIHKWIG S δ LMWI�KWIG
ε \
�I\ � Q � WIG ∀ � G �ZS G � GKW*P6LOWI�KWIG ε Uw��S G �K� ∃ LOWIHKWIG S δ LMWI�KWIG
ε/100000 \
�I\ � Q � WIG ∀ � G �ZS G � GKW*P6LOWI�KWIG ε Uw��S G �K� ∃ LOWIHKWIG S δ LMWI�KWIG
ε/100 \
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∃ ]@v ��ksh�b |6x| ≤ |100x| h�b�f�h�f[���[b x
i ¯ �3c `«`

|f(x)| ≤ 100|x| h�b�f�h�f[���[b x p

�*\ � Q � WIG ∀ � G �ZS G � GKW*P/LOWI�KWIG ε U P � JM�yJOJ ∃ � E3WIX SjS � Sj� P�J£Q
�j�w� ε > 1 UI��S G �K� ∃ LMWIHKWIG S δ LMWI�KWIG 1 \IÈ WYW*P � JMG ∃ ��S G �K�LMWIHKWIG S δ LOWI�KWIG ε \

∃ ]�| ~}À�k@��b3�[f�d}cTb δ =
√
ε
cl��f��²f[fuiq���jcscTb
	 �g� º�Cb3kÁcTb3f�cTb�b�¹gf[�gh�b�d�hjf�h�h�b�f����[bjp

�*\ � Q � WIG ∀ � G �ZS G � GKW*P6LOWI�KWIG ε Ug��S G �K� ∃ LOWIHKWIG S δ LMWY�wWYG
ε2 \

∃ ] ¿ ` ��f[À�mz�w� � f � �wdgh}clf[��d h��w��b�b�msb¶dw���[�[b3ksklb ��ddgf[f�dymo~ � h�h��ji ` cscT�e�²f�h�����d δ ¾ d���b���f�d}cTb�kzc � b ºc `�� f[b�co~�~ ¯w¯ f[� cε ` fIcl��f��²fup
∀ ]�| fxcT��cTb � h���f�cscTb�b�kzc � b�c `�� f[b�co~�~ ¯w¯ fM� cε �
∃ ] � ` cTb � h���fxcscTb�b ` ksf�� `�� h�f�h�ksf6kzc � b3c `\� f[b�b�i mz��k ºklbF��b3�[fxcTb�b�d�b�f�dwb

0, 1ε
i�cTb3f

0, 01ε
i�cTb�f�mo��cTb�f�dk ` ���[b�f�kzcTbjp

∀ ]�| �jcscTbjiKmo��k ε = 0, 1
ia����f[{gb�b�d���b���fxcTb

0, 1ε
imo��k

ε = 0, 01
iw����f[{wb�b�dy��b���f�cTb

0, 01ε
msb�dwf�f�d

` { ` ��� `«` dYp
∃ ] ³(f ¯ ��k«p*·���k ¯ �w¹��gd�kzc � b3c `�� f[b�kzcTb²c£~�~ ¯g¯ f[� cε icT�«~�co~�~Cklb��Cb3d/���w���wd

c
cl��f��²f[b�h�b�f�h�f��[�[b

ε
¾ f�db � ����f����[bjp

�*\ � Q � WIG ∀ � G �ZS G � GKW*P6LOWI�KWIG ε Ug��S G �K� ∃ LOWIHKWIG S δ LMWY�wWYG
ε/2 \

∃ ]�´ d ¯ b�¹}~j���ji ` cscT��cTb � h�b3kzc ` ���[b�b�d²mzb3clh��w���w�jc ºcTb¼dw�����Mb3ksklbjpV	Á���C� � �wdwh}clf�� ` f�cTb�fxcTb�f�ksf�h�b�b�d���[�[bÉmsb�clh��w��b_�²f�kskl���3dy���g�wksklb ¯ f�kzc `«` kskl�jp
∀ ]�| fxcT��cTb � h���fxcscTb�b���mzb3clh��w���w�gk�mo��ksklb�f�d¸�_�w�gk ºklb ¯ f�kzc `�` kskl�����
∃ ]@v b3clks��c ` ¹}cT����f[�¼	�&msb�	�	�p
∀ ] 	 b�f[{wb3d_h��wfxc ` dgh�f[d���{g�3cscTb�b�i ` cscT�6���wh�f msb ¯ ��� ºk `«` ksf�dwd ` klb�b�h�h�bjp | b3c ` �¼b�b3csclf�kzcTb�c ` h�kzclf[����wh�f ` ksklb ` fqh�b3dwdwb3cTb ¯ ��� ¯g¯ f[b@�[f�f�h�b�b�p

�*\ � Q � WIG ∀ � G �ZS G � GKW*P6LOWI�KWIG ε Ug��S G �K� ∃ LOWIHKWIG S δ LMWY�wWYG
1 \
�*\ � Q � WIG ∀ � G ��S G � GwW*P_LOWI�KWIG ε U��ZS G �K� ∃ LMWIHKWIG S δ V JME �GIE3�y� � G�LMWI�KWIJ � P S 1

2 RTS 1
2ε \

∃ ]@v �wd δ ��d/h��gc ` d¼~j���M�&mzb |x| < δ
i ¯ �3c `«` cT�3� º��À�f�d |x| < 1

2
ε
mzb |x2| < 1

2
ε
p

∀ ]�� �gh�f mzbji��_�wf�kzcTb��_~�À�k«i ` cscT�Fh�b�f�h�f[���[b x ¯ ��c `«`
|x+ x2| ≤ |x|+ |x2| p

�*\ � � Q � WIG ∀ � G ��S G � GwWIP4LMWI�KWIG ε U���S G �*� ∃ LOWIHKWIG S δ LMWY�wWYG
ε/5 \

∃ ]�| �gf[kzcTb�i ` cscT� |5x sin(1/x)| ≤ |5x| i6h���ksh�b
| sin(1/x)| ≤ 1

p

�Y\ � Q ∀ ��S G �*� LMWYHwWYG S ε LMWY�wWYG 1/2 UwRTS HKWIG ∃ � G �ZS G � GKW*PLOWI�KWIG
δ UY�ZS G �K� ∀ LOWIHKWIG S x � S JOHKH S�VYS LMWI�KWIG δ/2 \

�Y\ � Q ∀ �ZS G �K� LOWIHKWIG S ε LOWI�KWIG 1/200000 U�RTS HKWIG ∃ � G ��S}�G � GwW*PFLOWI�KWIG δ UY�ZS G �K� ∀ LOWIHKWIG S x LOWI�KWIG −δ/2 \
∀ ] 	Á�3kskl� ¯ fxcT���������[b�cTb � h�h�b�dwbjigh��wd f klb�b�dw��� º�[b3kzcTb `�� ��b��jf[b�b � ���3msb ¯*` ��h���kzcT����d/d `�� b�clf�f[��f ºk ` �[�[b ¯ �w��� ` ���[bjp

�Y\ � Q ∀ ��S G �*� LMWYHwWYG S ε LMWY�wWYG 1/2 UwRTS HKWIG ∃ � G �ZS G � GKW*PLOWI�KWIG
δ UI��S G �K� ∀ LMWY�wWYG δ/2 U�Rl�w� δ � G>JOX�X S PZJ � G SgS LOJOGIE3G RTSLOWI�KWIG
δ/
√

2 U}Rl�w� δ � G>X S P�J � G SjS LMJOGIE�G \
∀ ]�� b3clf���dwb�b3�[f����wh���msb ` cscl�wdwb √2

¾ ���[b@��dCf �s� b3clf�� ºdwb�b3�[f�d ` dqiwh���ksh�b √2
��d/f �s� b3clf���dwb�b3�[f�d ` dYp

�Y\ � Q ∀ �ZS G �K� LMWIHKWIG S ε LOWI�KWIG 1/3 UTRTS HwWYG ∃ � G �ZS G � GwWIP;LOW ��KWIG
δ U}�ZS G �K� ∀ LOWIHKWIG S x V JME�GIE3�y� � G�LOWI�KWIJ � P S 1/300000 U

δ/2 \
∀ ] x ¾ d ��b3��f[dgdKb3d h�b3dwksklb ¯ fxcT��� ���[�[b ��b � ����b�f ºd ` dYi ` csc ` f4��b�¹gf[d � ��ksklbyklb�dg��b � ����b x ijmz�����[b

f(x) = 0
p(� ` �[�[b3f[ksf[b¸b � ���3msbe��d�h���h���dKb3f�kzcTbh������ ` h�b ¯w¯ b3� ` cscTbjp

�Y\ � Q ∀ ��S G �*� LMWYHwWYG S ε LMWY�wWYG 1/2 UwRTS HKWIG ∃ � G �ZS G � GKW*PLOWI�KWIG
δ U � S LMJMP � E3E ∀ H � H � G S J � LMWI�KWIG n U�Rl� LOLME 2πn > 1/δ U�RTS

��S G �*� x Q G � LOWI�KWIG 1
2πn \

∀ ]�^ fxcT���C���gf[kzcTb�bji ` cscT� cos(α) = 1
b�f�dKb�iIhj�gd

α
��d

2π
¾ dy�²��dwf�h `�� cTb�p

� \ ∀ Q JOLML S@� G¼� � JMPTP �g� PZX S PZE��jJ S H � �Y� Sg�Z��S �Y\ �g\ � ε = 1/2 ��\ ∃ Q LOL �
� G>� � J[PZP �w� P S PZE��jJ S H � �Y�*J ���ZS �I\ � � δ �yJOH � P S � S G ��S ��U �I\ � � δX S P�J � G SjS LMJOGIE3G ��U��Y\ � � δ = 1/100000 ��RTS��I\ � � δ = 1/( 1

2π) \ �
®�� JO�yE3XZHKHKJoQ f : R→ R � f(0) = 0 U«RTS f(x) = 1

x U�Rl�g� x 6= 0 \� � P V E3L SjS}RTS G ∃ P�WILME�E�� � J[PZP SjS H � E�E3G�� S LOJMP S LOWIHKWIG S δ LOWIHKW U
Rl� H S/� G � WIWIXZE�� V J�HKWIJOG 1

ε \Y�g�g� ε � G V JOE3GYJ UI� G 1
ε � WIWYXZJ \

∀ ] 	q�w��ksklb�ksf�d��wd/h�b�dgdKb�cscTb�b_��b���fxcTb�ks�g� � f δ p
∃ ]_v �gf�dwh�b�¹wb�d h�����f�ksf¸msb3clh��g�j�g�wk ¯*` ��f�kskl�ji�mz��k~ � fxcscT��f�ksf�dy��b���fxcTb�ks�w� �l` d δ ¾ d!�
∀ ] ³(f�k ` b��gcscTb3f�ksf�i�h���ksh�bÁ�²f�dK�±����f�ksf�d@��b3�[fxcTb ¯ f `�ºd ` d ¯ ��ksfxclf�f��jf�k ` d x ¾ dqi�msb¼ksfxcsc ` d |f(x)| = 1

x����f[ksfqks�w� � fup
∃ ] ·�b3clh��w���w�gk ¯*` ��f[kskl�y������f����M�3�²� ` cTb�fxcTb�b���b�����f ºcTb_h�b��g¹��wd¼cTb3klb ¯ b�f�dw�jp
∀ ] ��f�dK�²����fxcÉ¹Kb3���gc ` ksklb3ksf(��b3��f�cTb ¯ f ` d ` d δ ¾ dYi�mzb¯ b�h���cscTb�b �²f�d��gc¸��b3�[fxclk ` �Cb�b�d9fxclk ` f�klb � ����� ºcTb�b�d ¯ f ` d ` d x ¾ dYp
∃ ] ��f�dK��h�f�d�����f�c�b3f�dKbe¹wb����gc ` ksklb�ksf±��b���fxcTbefxclk ` f ºklb � �����xcTb�b�d ¯ f ` d ` d x ¾ dqi�h���ksh�b&�²f�dK� ` d ¯ ~jk ºc£~ � b�msb�b3�Cb�b3d���b���f�d�cTb�b�ksfg�_�w�jcl��f�d@h��wf�d ¯ b ºh���cscTb��Cb3���Mbyksf[d��jc���b���fxclk ` �Cb�b�d0fxclk ` f�klb � ����� ºcTb�b�d ¯ f ` d ` d x ¾ dYp
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∀ ] ·����C�Cb3��� ` h��w�²�²b3�[� ` ��d�~g� `«` dwkl� ` {j�w����f[kzcTbklb�b�{wb�msb3clh��g�j�g�wk ¯*` ��f�kskl� x ¾ d,fxclk ` f�klb � ����kzcTbb � ����kzcTb ¯ f ` dgf�i«msb@h��g� ¯ fjcTb3¹Kb�dgklbFklb�bFcT�3kskl�ks�w¹}c `�` ksklb�cTb�¹}cl��dgklb²�[� ¯ fup*¿Éf�f�d ¯ � x ¾ def�clk ` f ºklb � ������d_msb�clhj�g�j�g�wk ¯*` ��f�kskl�_~j� `«` dgkl� ¯ f ` dgf�p
∃ ] 	Á���C�,cTb�fxcTb�b������[b mz�g� � f¼k ` f����²f�Àgi&mo��¹w��d	q�w���¼b3k��jf�fxcscTb�b�i*h��gdy¹w��dyklb�dg�}�gi ` cscT�Émzb3c ºh��w���w�gk ¯*` ��f�kskl��cTb � h�b�kzc ` ���[b�b�d � �wdwh}clf���d b �sº����msb��[��¹ ` �[�[� ¯ f�kzc ` cscT� 0

p
∀ ] 	Á���C�3d c ` ¹�cT�����3d » 	 ` ¹}cT��������i 	q�w���yp¹��w���yp Ä ¯*` ��f�kskl� ` fa��b3kzcTb�b���b�b¼h�b3�w¹��gdycTb�klb º¯ b3f�dw��b/��� ` i h���ksh�b�ksf[dw�yklb�b3c_�C��� � �3cT��cTb �sºh�b�kzc ` �[� ¯ f�kzc `«` dyb�f���b�d�~gh�ksf�dqp

� \ � Q ∃ � � J[PZP SgS �yJMLOL �y� PZX S PZE��jJ S LOL S P S � S G ��SI\
� \ � Q ∀ Q LOL S@� G¼� � J[PZP �w� P�X S PZE��jJ S Q ∃ � G �ZS G � GKW*P°LOWI�KWIG δ \ ∀ ��S}�G �K� LMWI�KWIG ε U}Rl� H S�� G V JOE3GIE3� V J;HKWIJMG δ U}RTS LOWI�KWIG x U}Rl� H S
� G�LOWIHKW R E3G δ RTS ε � � LOJ �����I\
� \ � Q ∃ Q LOL �_� G�� � J[PZP �w� P�X S PZE��jJ SI\ D � G ��S G �*� LMWYHwWYG S δ LOWI�KWIG U
Rl� H S/� G V JME�GIE3� V J(HKWIJOG �j\
� \ � Q ∃ Q LOL �_� G�� � J[PZP �w� P�X S PZE��jJ SI\ D � G ��S G �*� LMWYHwWYG S δ LOWI�KWIG U
Rl� H S/� G V JME�GIE3� V J(HKWIJOG 1/10 \
�_LOE3JOGIE3GCLOW � GIGIE3�Y�IJ[P S Q ∃ Q LML ��� G²� � JMPTP �g� PZX S PZE��jJ SIUzRl�w�(� G � LME �� Sj���ZS a > 0 U�Rl� LOLME f(x) = 0 S JOG SIU HwWYG |x| < a \KÈ WYW*P � JMG
∀ Q LML S/� G�� � J[PZP �w� P�X S PZE��jJ S*\

∀ ]_^ ~gkzc£~jd�����fxcscTb��Cb�b�d¸b3f[dwbji}mz��kn��d���� ` �Cb3ksklb
x
i |x| < δ

i3mz���[� ` f(x) 6= 0
p

� Q Ç E3L SjS}RTS LOL S ∃ � G � � JMPTP �g� PZX S P�E3�jJ S P²H Sj��S W*P�WI�yJ �ZV J � P�E V E �LMJ ���Z� H S JOHwJOLOL S PZE��gP � � � G � ��WYGIHwPZJ � JOLML SIU � E�H � PZE3�wP � �KJME�G �I\ �jU
�I\ � U �Y\ � RTS �I\ � ��WIGIHwPZJ � JOLML SY\�®�� JO�yE3X�HKJMG � ��WIGIHwP�J � LML SIU P�E3�gP �}�� � G �I\ � ��WYGIHwPZJ � LOL SYUI� E3H � ��WIGIHwPZJ � LOL S f(x) = 1

x

� � JMPTP �g� PZX S}�PZE��jJ S�� G V E3L SjS}RTS LOL S ∀ \
∃ ]�´ d ¯ b�	q�w���Cb�k6�x~j¹}~jclklb3dKb3f[d ` dqp
∀ ] ·��}�giw�[�gh�f mzb���� ` ms����b�f�h�b ¯ b�� mo��de{g�g�wdwf[b�p

��� �
∀ ]�| �wf�kzcTb�clh�� k ` d h�b��w¹��gd cTb3klb ¯ b�f�dw� ºh ` kshj�gkzc ` ���wdYi;mz��dwh�b h�����f��²� ` c ` ¹}cT�����3d��� b3clh�b3f[ks�gksklb��
∃ ] 	Á��kskl�3hjf�d cTb�fxcTb�b�kz~jd}co~}����b�kzcTb�b���b�h�b3�w¹��wdcTb�klb ¯ b3f[dg�gp v �w� ¯ fFcTb�¹Kb3dwklb klb�b�¹wb����jc ` k ºklb�b3d ¯ b�h���c ` cscl�wb x ¾ d/fxclk ` f�klb � ����d ¯ f ` d ` h�ksfup
∀ ]_^a` ��h�h�� x ¾ d>fxclk ` f�klb � ����d ¯ f ` dwf�h���h�� ` f(��f ` �[�cTb�f[{gb��jf ` �[���C��� � �3cT� ¯*` �[f�d/�[� ¯w¯ �gcl�w����kzcTbjp
∃ ]@r b�f�h�h�b x ¾ dFf�clk ` f[klb � ���&����f�ksf[h�f�d ¯ f ` dwfuisms��� x ¾ dcTb � h�b3dyb � ����dy��b3��f[d}cTb�b�d ¯*` ��f���b � b�bjp
∀ ]@v b�klb3�gcl�g�²f[k ¯ f�kzc `«¯*` ��f�kskl�/ksf�dK��klb�b�c@h��«~�cscT���cl�w��d ¯*` �[f���b � b3dqi«msbÁmsb�clh��w���w�gk ¯I` ��f[kskl���²f�dK�jp
∃ ] �jf�h�ksf��²f�dK� ����fxcTb3d h�b3klb��jcl�w�²f�k ¯ f�kzc `«¯*` ��f�d¹ ` � ¯ ���²�²f�d�h��gf[d@msb�clh��w���w�gk ¯*` ��f[dYp

���
Q Ç E�LMJOG �Z�g� GIGINjP�Q ∀ �ZS G �K�¼V �w� JMPZJOJO�wJ � E3G¸X�E SgS LOJMLOWI�KWIG ε \ ∃

��S G �K��V �g� J[P�JOJM�KJ � E�GyXZE SjS LOJOLMWI�KWIG δ \ ∀ ��S G �K� X�E SgS LOJMLOWI�KWIG x U
Rl� LMLOE |x − a| < δ \ ∃ � � JMPTP SjSYUYRl�g� |f(x)| < ε \ ∀ � � JMPTP SjS�¼WYW*P � JMG \
���
Q Ç E3LOJMG �Z�g� GIGINjP�Q ∀ ��S G �K�V �g� J[P�JMJO�KJ � E3G X�E SjS LMJOLOWI�KWIG ε \

∃ �ZS G �K��V �w� JMPZJOJM�KJ � E3G>X�E SjS LMJOLOWI�KWIG δ \ ∀ ��S G �K� XZE SjS LOJOLMWI�KWIG
x UgRl� LMLOE |x − a| < δ \ ∃ � � JMPTP SjSIUjRl�g� |f(x) − f(a)| < ε \ ∀� � JMPTP SgS �¼WIW*P � JOG \
� � Q Ç E�LMJOG ���j� GIGIN�P�Q ∀ ��S G �K��V �g� JMPZJOJM�KJ � E�G¸X�E SgS LOJMLOWI�KWIG ε RTSX�E SgS LOJOLMWI�KWIG a \ ∃ �ZS G �K� LMWI�KWIG δ \ ∀ ��S G �K� XZE SjS LMJOLMWY�wWYG x U
Rl� LMLOE |x − a| < δ \ ∃ � � J[PZP SgSIU Rl�g� |f(x) − f(a)| < ε \ ∀� � JMPTP SgS �¼WIW*P � JOG \

∀ ] · ` k«t[iw�²f[dw�_klb�b�dy��b���fxcTb_~g¹w{ ` d�b � ����d/�[f�kl���jp
∃ ]�´ �²f�dKb3f�ks�w�wk«iTmo��dwh�bÉklb�f�ksf��²� ` iZmz��k ∀ ��b���fxclksf ºksf

a
¾ dy��b�kzcTb

δ
¾ d�ms����h `«` dqiw��dydgf[� ` ��cT����d�cTb ºklb3f�d ` d¸msb3clh��g�j�g�wk«p(³;ksf�� `�� h�f�h�ksf f(x) = x��dycTb�klb3f�k ` kzclfKmsb�clhj�g��bjiw���jcscTb g(x) = x2 ` f��� ` cTb�klb3f�k ` kzclfwmzb3clh��w��bjp

� � Q Ç E3LOJMG �Z�g� GIGINjP�Q ∀ ��S G �K�V �g� J[P�JMJO�KJ � E3G X�E SjS LMJOLOWI�KWIG ε \
∃ ��S G �K� V �g� JMPZJOJM�KJ � E�G H � H � G S J � LMWY�wWYG n0 \ ∀ ��S G �K� V �g� J �P�JOJM�KJ � E�G,H � H � G S J � LMWI�KWIG n U Rl� LOLME n ≥ n0 \ ∃ � � J[PZP SgSIUqRl�g�
|xn| < ε \ ∀ � � J[PZP SgS �¼WIW*P � JOG \

��=��/A �
�ÉA �T� �e:�:«A�� �e8 �ÉA

∀ ]�´ ��f ¯ bF�²f ` � ` dwh�f�f�d}cl��f�d ` d²c ` h�kzclfupj³;f*h�b�f!	 �g� º�Cb3ky��� ` ����f�d��jcyf�clk ` h ` h�ksf[�0cT��cT�Âh�b�f�h�h ` bf�¹wb�d/f�clk ` p
∃ ]  ��[�[b���dy��f�kzcTb3cscl� ¯ b � fY�M�3¹K{ ` cscT�jp

�g\ �(E3E S Å_JMXZP S GIE3G U	��
  �a¡u¡������4ªg ��������M¦�¡�¤��������y �¥�¡©¦ UI� J �
�Z� L[P �j� �¼WIWIGI�¼W Sg�Z��SyS G S L �w�*� JMG>GIJOWIHKH S��oV E�LMJ � P �I\

� \��Y\ D \��&� G�� S��gU��! #" ����$«§�¥«¤�¦  &%(' ¦��e§�¤ U GIJOWIHKH S��
V E�LMJ�GIJO�yE3LOL �*),+.- ¦ %./ ¦}¤ )  }¥Z§ )    § +10 �I¦  2  3�*¥«¤

� \ � S WIX�J È�� X�� E3X�� U4- ¡ 5@§3¥T§  ¢£¡©¦j¦3��¡�6 
 ¦ ¡  ¢s§o¨j¥Z¦j¦��[¡��M¦�¤76ªj§  ¢s¦98 U�� J ��� LMP �g� �¼WIWIGI�¼W Sg�Z��S δ � ε � � �j� X�JMPZE3LO� � GRlS PZHKWI�KWIWY�IE3LOLME \
∀ ]�| f�h�ksf°cT���C�/h�f � mzbe��d���f�kzcTb3cscl�!��³;f�¹w��dcT�3cT�_h��«~�c ` cT� ` dK����p
∃ ] 	q�w���Cb�k��d � ¯ f�ksh ` �[���jc�mzb3clh��w���w�w{ ` d¯*`�� �gksh���ksfxcsc `«` c6cT���3�xcT�jp
∀ ] 	q�w���Cb�h�k ` ���MbecTb3fxcTb�b¸�����Mb²mz��h�� �Kh�klb�b ºclf���cT��¹w��d/h�f � mzb�b�dYp

� \�ÉS W � � �gU&: E3JOE3X � P�X Sg�Z��RTS HKWI� VIVYS GYJ[P UKRTS P�HKWI�KWIWY�*E�G� �g� X�J[P�E3LO� � G>HjE3�IJMPTP � �yJOGIE3G \
∀ ]�| f�h�ksfKcT�3kskl� ` fK��� ` �[f�kzcTb�cscl�¼h�f � mz��m ` d¼dgf º�²f[���
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∃ ] ³(f4��� ` 	 �g���Cb3kFcTb3f�dwd��gcF���wh ` b/dw��f[{ ` dh�f � mo��fxcscTb��²f[b�h�f � mz��msb>b3�[h�� ¯*`�� ��f�kzc ` ��hjksf ºdKb�p
∀ ]�| �gcscTbÉd ` ����b3c ¯ b � fwklb�cTb�b����g��cscTbÉ��b3d º¹w��msbji3mo��c ` d�����f��²� ` h�b�fIb�d}cTb�b_b�d}c `«` h ºksfup

�I\��@� G S L�� � GwWIPZ� U�� �*¥�¥Z§�¦3� " ����$«§3¥«¤ U � S PZE3� S PZJOJMH S GE � J[PZP � �/JOGIE�G��*J S L � �gJ[P �K� LMJOLML �I\
�Y\�� WIHKH S��²S GI� Sj��S � �YU�� WIHKH S�È0� HwJOGIE�G U(� WI� S � JMHKH �j�GIE3G U*�j� � S GYGIE ��Ç±SgSj�Z� GIE3G RTS�È0S J RTS Æ S LM�yE�L SYU - ¡ 5@§ 6¥Z§  ¢£¡©¦g¦���¡��M¦}¤Zªj§  ¢z¦�� ���É¡u¢�ª�� ) ¦�¢z§ �y¦�¢£¡u¡Mª�ªg¦ U �g\ � �I\3VYS J �G �g��U : Æ � � � ��� � \ Æ J ��� LMP �j��� �Y�*E3G � JM�KWIG V J[P�WIJ � E�G

RTS PZHKWI�KWIW �ZV E3LOJOG�H �g� JMPTP�E3L � G \
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