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Solmun 1/2004 tehtavien ratkaisuja

Tamén vuoden ensimmaéisessé Solmussa 1/2004 oli teh-
tavid, joihin vuoden 2004 matematiikkaolympiajoukku-
een jasen Lauri Ahlroth Espoosta on ldhettdnyt muuta-
mia ratkaisuja. Muihin tehtéviin voi edelleen lahettaa
ratkaisuja Solmun toimitukseen.

7. Onko olemassa sellainen aritmeettinen lukujono, jo-
ka koostuu erisuurista positiivisista kokonaisluvuista,
ja jossa mikaén jonon termi ei ole jaollinen millaan ne-
liéluvulla, joka on suurempi kuin 1?7

Ratkaisu. Ei ole. Olkoon aritmeettinen jono
T, = an + b.

Koska z,:t ovat kokonaislukuja, on peridkkaisten ter-
mien erotus a kokonaisluku. Koska x,,:t ovat erisuuria
ja positiivisia, on a positiivinen. n:t ovat myo6s koko-
naislukuja, joten niin ikdan b on kokonaisluku. Valitse-
malla n = b(a + 2) saadaan

T, =abla+2) +b=b(a+1)2
joka on jaollinen ykkosté suuremmalla nelidluvulla (a+
1)2.
8. Onko jollakin nelidluvulla desimaaliesitys, jonka lu-
vun numeroiden summa on 20027
Ratkaisu. On. Esimerkiksi

(10**? — 8)* = 10*** — 16 - 10°** + 64

=107**(10%*" — 1) + 10?*? - (100 — 16) + 64
=999...9984000 . . . 0064,

missé sekd yhdeksikkojé etta nollia on 220 kappaletta.
Numeroiden summa on

9-220+8+4+6+ 4 = 2002.

9. Ratkaise seuraava yhtalo:

201 2yt — 42y + 627y — day® + Ty?
+ 722 — 14yz — 70y + 702 + 175 = 0.

Ratkaisu.

0 = 2z* 4+ 2y* — 423y + 622y? — day® + Ty?
+72% — 14yz — 70y 4+ 70z + 175
=zt tyt+@—y)"
+7(y? + 2%+ 5% —2yz — 25y +2-52)
=zt +yt+ -yt +7(y—2-5)%

Viimeinen lauseke on reaalilukujen parillisten potens-
sien summana ei-negatiivinen, ja nollachdosta saadaan

r=y=0jaz=y—5=—->5.

10. Ympyra kq, jonka side on R, ja ympyra ko, jon-
ka sade on 2R, koskettavat ulkoisesti pisteessd Fs, ja
ympyrat kq ja ko koskettavat ulkoapain myos ympyraa
ks, jonka siade on 3R. Ympyrat ke ja k3 koskettavat
pisteessa E1, ja ympyrat k3 ja k; koskettavat pisteessa
F,. Todista, ettd kolmion FEjFEsFs ympari piirretylla
ympyralla on sama sédde kuin ympyralla k.
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Ratkaisu. Olkoot ympyréiden k; keskipisteet O;, i =
1,2, 3. Ensinnékin todetaan, ettd siteet E1:std Og:een
ja Ogs:een ovat kohtisuorassa vastaaville ympyréille
F:sta piirrettya yhteistd tangenttia vastaan. Téaten
kulma Os F103 vastaa kahta suoraa kulmaa, ja F1 on
janalla O503. Vastaavasti E5 on janalla O30 ja E3 on
janalla O105.

Kolmion 010503 sivujen pituudet ovat 0105 = 3R,
0301 = 4R ja 0303 = 5R. Taméi vastaa tunnettua
Pythagoraan kolmikkoa (3,4, 5), joten tdmé kolmio on
suorakulmainen, hypotenuusana sivu O03. Kolmion
010503 sisdan piirretyn ympyran séiteeksi r saadaan

_ 2-ala 3R-4R B
- piii 3R+4R+5R

Tarkastellaan kolmion 010503 sisdéan piirretyn ympy-
ran keskipisteen I kohtisuoria projektioita F, F5 ja F3
kolmion 010203 sivuilla 0203, 0103 ja 0102, tas-
sé jarjestyksessa. I F5F301 on suorien kulmien ja yhta
pitkien vierekkéisten sivujen vuoksi nelio, joten

O1F, =01F3=1F, =r=R.
Siis piste Fy = E5 samoin kuin F3 = Ej3. Lisdksi
O2F) = O2F3 =3R— R=2R,
joten my6s Fy = Fy.

Kolmion 010,03 sisédan piirretty ympyra sivuaa kol-
mion 010503 sivuja nimenomaan pisteissd FE7, Fs ja
FE5. Se on siksi samalla kolmion EjFE3FE3 ympari piir-
retty ympyré, ja sen side on R, siis sama kuin kq:ll4.

11. Onko totta, ettd jos on olemassa annetun puoli-
suunnikkaan kantojen kanssa yhdensuuntainen suora,
joka puolittaa sekd puolisuunnikkaan pinta-alan etta
ymparysmitan, niin silloin puolisuunnikas on suunni-
kas?

Ratkaisu. Vaite on epéatosi. Lahdetaan liikkeelle kol-
miosta, jonka sivut ovat a, b ja c sekd c:td vastaava
korkeusjana h. Venytetadn kolmiota c-sivun vastainen
kérki venytyskeskuksena ensin suhteella ¢ > 1, jolloin
syntyy puolisuunnikas. Sitten jaetaan tdma puolisuun-
nikas kahteen osaan uudella kolmion venytyksella, jon-
ka suhdeluku on jokin p, jolle 1 < p < gq.

Osapuolisuunnikkaiden pinta-alat ovat

1

> (et ae)(ah —ph) = 3 -h- (6"~ p?)

ja
%-(c—kpc)(ph—h):%'h'(PQ—l)-

Yhtasuuruus edellyttaa, etta

?+1
b= 9 = Pala-

Piirien yhtasuuruusehto sitd vastoin on
(p—1)(a+b) +qgc+pc=(q—p)la+b)+pc+e,
miké on yhtéapitavaa yhtalon

(q—1)3% +a+1
2

kanssa.

Suure t = (a—ib), missa a, b ja ¢ ovat kolmion sivuja,
voi saada minké tahansa arvon nollan ja ykkosen valil-
té (0 ja 1 poislukien). Arvolla ¢ = 0 saataisiin p:lle arvo
po = (qgl),ja arvolla t = 1 arvo p; = ¢. P:n lauseke on
t:n jatkuva funktio, joten jokainen arvo valilla (po,p1)

saavutetaan jollakin arvolla t.

Keskilukujen ominaisuuksien perusteella saadaan (ta-
mé on myds helppo todistaa tiedolla ¢ > 1)

_q+1

- /q%2 +1 oo
DPo 5 B q=Dp1,

Po < Pala < P1-

joten

Téaten jollakin kelpaavalla t:n arvolla sekd osapuoli-
suunnikkaiden piirit ettd pinta-alat ovat samat — kuvio
ei silti ole suunnikas.

16. Todista, ettd jos m on mielivaltainen positiivinen
kokonaisluku, niin

>

k1, kn=>0
k1+2k2+...+nk,=n

__on—1
kil ky! =2

Ratkaisu. Tieto
ki+2ke+ ...+ nk, =n, k; >0,

sitoo k;:t siten, ettd n voidaan esittaa positiivisten ko-
konaislukujen summana, misséd lukua ¢ kaytetaan k;
kertaa. Multinomikertoimet (vasemman puolen sum-
mattavat) puolestaan ilmaisevat, kuinka monella ta-
valla voimme laittaa edelliset luvut jonoon, kun sa-
ma numero voi olla mukana useasti. Vasemman puo-
len lauseke siis ilmaisee, kuinka monella tavalla luku
n voidaan esittad positiivisten kokonaislukujen sum-
mana, kun summattavien eri jarjestyksia pidetdan eri
summina.

Todistetaan induktiolla n:n suhteen, etta tallaisia tapo-
ja on 2”71 jolloin annettu tehtéivé tulee ratkaistuksi.

Tapaus n = 1 on selvd: 1 =

21-1 = 1.

1 on ainoa tapa, ja

Tehdaan sitten induktio-oletus, ettd tapauksessa n =
m — 1 tapoja on tasan 2™ 2.

Muodostetaan jokaisesta m — 1:n esityksesta m:n esitys
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A) lisddmalld +1 loppuun,

B) sulauttamalla +1 summan viimeiseen numeroon.

Koska (m — 1):n esitykset olivat keskendén erilaisia,
ovat A-tyypin esitykset keskendén erilaisia, samoin B-
tyypin. Koska A-tyypin esitykset paattyvat ykkoseen
ja B-tyypin esitykset eivait, ovat A-tyypin esitykset eri-
laisia kuin B-tyypin.

Osoitetaan viela, ettd edelld saatiin kaikki esitykset
m:lle. Jos jokin esitys

r1+...4+x=m

olisi jaanyt mainitsematta, voitaisiin tdstd muodostaa
m — 1:n esitys pienentamalld viimeistd numeroa x, yh-
della (tai poistamalla se, jos z, = 1). Konstruktioi-
den A ja B perusteella tdmé (m — 1):mn esitys olisi jaa-
nyt mainitsematta tapauksessa n = (m — 1). Télléin
(m — 1):114 olisi konstruktiossa kiytettyjen 2™~2 esi-
tyksen lisdksi jokin muu esitys, mikad on ristiriidassa
induktio-oletuksen kanssa.

Taten m:lla on tasan
2m72 + 2m72 — 2m71

esitysta positiivisten kokonaislukujen summana, ja in-
duktio on valmis.

Tehtévien lahde: K6MaL, December 2002, http://www.komal.hu/.



