Solmu

2,/2004

Numeerista matematiikkaa

Python-kielella

Antti Rasila
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Matematiikan ja tilastotieteen laitos, Helsingin yliopisto

Johdanto

Edellisessa Solmun numerossa késiteltiin yksinkertais-
ten ohjelmien kirjoittamista Python-kielella. Téssa
osassa on tarkoitus edetd varsinaisiin numeerisen ma-
tematiikan ongelmiin ja niihin liittyviin matemaatti-
siin ohjelmointitehtaviin. Késiteltavit ongelmat keskit-
tyvét differentiaali- ja integraalilaskennan peruskurs-
seilla esiintyviin yhden muuttujan reaaliarvoisiin funk-
tioihin. Aikomuksena on jatkaa kirjoitusta myohemmin
tassa kasittelematta jaavista aiheista, kuten numeeri-
sesta lineaarialgebrasta ja visualisoinnista. Aluksi esi-
tellidn muutamia tavallisia menetelmia funktion nolla-
kohdan etsimiseksi.

Valinpuolitusmenetelma

Valinpuolitusmenetelman idea on yksinkertainen ja
geometrisestikin ilmeinen. Menetelméa perustuu seuraa-
vaan Bolzanon lauseena tunnettuun tulokseen:

Lause. [Myr, s. 91] Olkoon funktio f suljetulla valil-
14 [a,b] jatkuva ja f(a) < 0, f(b) > 0 (tai f(a) > 0,

f(b) < 0). Talléin on olemassa ainakin yksi vélin piste
z, jossa f(z) = 0.

Léhtokohtana siis on annettu vali [a, b], a < b ja jatku-
va funktio f, jonka nollakohtaa etsitaén ja jolla on eri-
merkkiset arvot valin paatepisteissa. Tutkitaan nyt pis-
tettd ¢ = (a+b)/2. Saadaan joko f(c) < 0, f(¢) > 0 tai
f(c) = 0. Viimeisessi tapauksessa nollakohta' on 16y-
tynyt ja voidaan lopettaa. Koska f:114 on annetun vé-
lin pdétepisteissi erimerkkiset arvot joko f(a) tai f(b)
on erimerkkinen f(c):n kanssa. Saadaan siis, ettd jo-
ko véli [a, ] tai [c, b] toteuttaa Bolzanon lauseen ehdot
funktiolle f; sovelletaan samaa menettelya tadhan. Kos-
ka annettu funktio f on jatkuva, padstdan toistamalla
mielivaltaisen lahelle funktion oikeaa nollakohtaa.

# Valinpuolitusmenetelma

from math import *

import sys

# funktio, jota tarkastellaan

def fun(x): return cos(x)-2*x

n=20 # puolitusten lkm
a,b=-8.0,10.0 # aloituspisteet

# tarkastetaan funktion arvojen etumerkit

1Koska liukulukua ei pidi verrata suoraan nollaan, yht#lé f(c) = 0 on tulkittava epiyhtiloksi abs (£ (c))<eps, missi eps riippuu

koneen laskentatarkkuudesta.
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if (fun(a)<0) & (fun(b)>0): m=1.0
elif (fun(a)>0) & (fun(b)<0): m=-1.0

else: sys.exit(1) # virhe, poistutaan

print "askel piste funktion arvo"
for i in range(n):

c=(at+b)/2

if m*fun(c)<=0: a=c

else: b=c

print "%4d%14.6£%14.6£"%(i,c,fun(c))

Tuloste:

askel piste funktion arvo
0 1.000000 -1.459698
1 -3.500000 6.063543
2 -1.250000 2.8156322
3 -0.125000 1.242198
4 0.437500 0.030814
5 0.718750 -0.684871
6 0.578125 -0.318761
16 0.450272 -0.000214
17 0.450203 -0.000047
18 0.450169 0.000037
19 0.450186 -0.000005

Kiintopisteiteraatio

Tarkastellaan funktiota F'(z) = z — f(z). Yhtéalon
f(z) = 0 ratkaiseminen voidaan tulkita F:n avulla yh-
talon F(z) = x ratkaisemiseksi. Tamén yhtdlon ratkai-
suja kutsutaan funktion F' kiintopisteiksi.

Aloitetaan jostakin vélin [a,b] pisteestd xzg. Madritel-
ldan nyt funktion F iterointien jono xg,x1,... kaavalla
xit1 = F(x;). Tunnetusta Banachin kiintopistelausees-
ta (todistettu esim. [MNV, s. 169]) seuraa, ettd tdméi
jono suppenee kohden funktion kiintopistetta, jos seu-
raavat ehdot ovat voimassa:

1. F([a,b]) C [a,b],

2. |F(z) — F(y)| < Lz — y| jollakin L < 1
kaikille =,y € [a, b].

Kasiteltavissa esimerkeissa iteraation suppenemista voi
tutkia valitsemalla L = max{|f’(z)| : = € [a, b]}.

# Kiintopisteiteraatio

from math import *

from whrandom import *

# funktio

def fun(x): return cos(x)

# iteroitava funktio

def iterf(x): return x-fun(x)
# aloituspiste
x=20.0*random ()

n=10 # iterointien lkm

print "askel piste funktion arvo"
for i in range(n):
x=iterf (x)

print "%4d%10.6g%14.6g"%(i,x,fun(x))

Tuloste:

askel piste funktion arvo
0 10.6745 -0.315614
1 10.9901  -0.00548963
2 10.9956  -2.7573e-08
3 10.9956 -4.28612e-16
4 10.9956 -4.28612e-16
5 10.9956 -4.28612e-16
6 10.9956 -4.28612e-16
7 10.9956 -4.28612e-16
8 10.9956 -4.28612e-16
9 10.9956 -4.28612e-16

Newtonin menetelma

Newtonin menetelmi, jota myos kutsutaan Newtonin
ja Raphsonin menetelmaksi, on tunnetuimpia menetel-
mid yhden reaalimuuttujan yhtalon juuren 16ytamisek-
si. Menetelméssé tarvitaan tietoa sekéd funktiosta f(z)
ettd sen derivaatasta f'(z).

Menetelmén ideana on, ettd funktiota approksimoi-
daan sen tangentilla pisteessd x;, ja etsitdan piste,
jossa tangenttisuora leikkaa z-akselin. Tamén pisteen
z-koordinaatti valitaan seuraavaksi tarkastelupisteeksi
Ziy1. Iteraatio perustuu funktion f Taylorin sarjaan,
joka antaa seuraavaan yhtalon pisteen x ymparistossa:

flx+6) =~ f(x)+ f(x)d + @524-...

Riittavéan pienilla §:n arvoilla, tdmé johtaa seuraavaan
approksimaatiokaavaan yhtalén f(z+4) = 0 ratkaisul-

le:
iC)
f'(x)
Soveltamalla kaavaa toistuvasti saadaan parempia app-
roksimaatioita ratkaisulle. Menetelmén ongelmana on,
ettd jos iteraatio osuu funktion derivaatan nollakoh-
taan (lokaali maksimi tai minimi), iteraatioaskelta ei
voida ottaa. Geometrisesti tdma tarkoitaa, ettd funk-
tion tangentti tarkasteltavassa pisteessd ei leikkaa -
akselia. Taméan ongelman ratkaisemiseen on olemassa
menetelmia, joita ei kuitenkaan kasitelld tassa.

# Newtonin menetelma

from whrandom import *

from math import *

import sys

# funktio

def fun(x): return cos(x)-2.0%*x
# derivaatta

def deriv(x): return -sin(x)-2.0

n=8 # askelten 1lkm
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x=10.0*(random()-0.5) # aloituspiste

print "askel piste funktion arvo"

for i in range(n):
if abs(deriv(x))<le-8: sys.exit(1)
x=x-fun(x)/deriv(x)
print "%4d%12.5g%14.5¢"%(i,x,fun(x))

Tuloste:

askel piste funktion arvo
0 -1.5681 3.1389
1 1.5708 -3.1416
2 0.5236 -0.18117
3 0.45113 -0.0023048
4 0.45018 -4.0287e-07
5 0.45018 -1.2212e-14
6 0.45018 -1.1102e-16
7 0.45018 0

Numeerinen derivaatta

Edella késitellyn Newtonin menetelmén heikkous on,
ettd menetelman soveltamiseen vaaditaan tietoa kul-
loinkin késiteltdvin funktion derivaatasta. Tamaé ei ole
ongelma, jos funktio on annettu helposti kasiteltavalla
kaavalla. Saattaa kuitenkin olla, ettd ratkaistavassa on-
gelmassa esiintyva funktio on sellainen, etté silld ei ole
mitadn varsinaista kaavaa, vaan tietoa on ainoastaan
funktion saamista arvoista. Téllaisen ongelman ratkai-
suun voidaan soveltaa numeerista derivointia. Numeeri-
sen derivoinnin kayttaminen helpottaa myos ohjelmoi-
jan tyoté, koska derivaattaa ei tarvitse laskea symboli-
sesti ja uudelleenkirjoitettavaa koodia on siten vihem-
man.

Tarkastelemalla suoraan erotusosamadrad pienilla h:n
arvoilla saadaan seuraava karkea esitys numeeriselle de-
rivaatalle pisteessa xq.

f(zo +h) = f(xo)
h b

f'(xo) =

missi h on jokin pieni luku, esim. h = 1078, Parem-
paan tarkkuuteen padstadn esimerkiksi viiden pisteen
approksimaatiokaavalla [AS, 25.3.6], jota ei kuitenkaan
esitelld tissi?.

# Numeerinen derivointi: numder.py
# yksinkertainen toteutus
from math import *
# funktion f derivaatta pisteessa x
def numdf (f,x):
dx = le-8 # pieni luku
return (f(x+dx)-£f(x))/dx

Testiohjelma:

# Numeerinen derivointi: testiohjelma
from math import *
from numder import *
# funktio
def f(x): return sin(x)
# symbolisesti laskettu derivaatta
def dfunc(x): return cos(x)
# paaohjelma alkaa
print "piste derivaatta num.deriv.
for j in range(10):

x=0.1%j

print "%4.1£%10.6£%12.6£%14.6e"%\

(x,numdf (f,x) ,dfunc (x) ,numdf (f,x)-dfunc(x))

virhe"

Tuloste:

piste derivaatta num.deriv. virhe

0.0 1.000000 1.000000 0.000000e+00
0.1 0.995004 0.995004 -1.061836e-10
0.2 0.980067 0.980067 5.238188e-11
0.3 0.9556336 0.955336 -1.429860e-09
0.4 0.921061 0.921061 -5.412757e-09
0.5 0.877583 0.877583 2.850324e-10
0.6 0.825336 0.825336 -3.944140e-09
0.7 0.764842 0.764842 2.297794e-09
0.8 0.696707 0.696707 5.195307e-09
0.9 0.621610 0.621610 -4.768086e-09

Seuraava ohjelma kayttda numeerista derivointia yhta-
16n juuren hakuun Newtonin menetelmalla.

# Newtonin menetelma numeerisella
# derivoinnilla
from whrandom import *
from math import *
from numder import *
import sys
# funktio
def fun(x): return cos(x)-2.0*x
n=8 # askelten lkm
x=10.0*(random()-0.5) # aloituspiste
print "askel piste funktion arvo"
for i in range(n):
if abs(numdf (fun,x)<le-8: sys.exit(1)
x=x-fun(x) /numdf (fun,x)
print "%4d%12.5g%14.5g"%(i,x,fun(x))

Tuloste:

askel piste funktion arvo
0 1.4697 -2.8384
1 0.52193 -0.17699
2 0.45109 -0.0022036
3 0.45018 -3.6831e-07
4 0.45018 -1.0658e-14
5 0.45018 0
6 0.45018 0
7 0.45018 0

2Viiden pisteen kaavan toteutus on annettu www-sivulta 16ytyvisss esimerkkiohjelmassa, jonka nimi on numder2.py.
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Numeerinen integrointi

Derivaatan tapaan myo6s funktion maarédtty integraali
jollakin vélilla [a, b] voidaan laskea numeerisesti. Tadhan
on kéytettavissa useita menetelmié, joista téssé esitel-
tava on kaikkein yksinkertaisin.

Ajatus on, etta vili [a, b] jaetaan n:4an (yleensd, mut-
ta el valttamattd yhtdpitkaan) véliin. Funktion paloit-
tain lineaarinen approksimointi erikseen kullakin naista
vileistd johtaa integraalille esitykseen summana puoli-
suunnikkaan muotoisten alueiden pinta-aloista.

y a b

/

Kaavana tama voidaan kirjoittaa seuraavasti:

b n—1
/f(l’) dx ~ Z(Ii-u — ) (Vi1 +vi)/2,
] i=1

missd 21 < xg < ... < x, ovat jakopisteet vélille [a, b],
x1 = a, xp, = b ja y; = f(x;). Tamin kaavan, jota
kutsutaan puolisuunnikaskaavaksi, antaman arvon voi
helposti laskea ohjelmalla.

# Numeerinen integrointi
from math import *

# integroitava funktio
def fun(x): return sin(x)
# integrointivali

a,b=0.0,pi

n=1000 # jakopisteiden lkm
h=(b-a)/(n-1.0) # jakovalin pituus
s=0.0

for k in range(n-1):
s=s+fun(a+(k+1) *h) +fun (a+k*h)
s=s*h/2.0
tarkka=cos (a)-cos(b)
print "tarkka numeerinen virhe"
print "12.6e%14.6e%14.6e"% (tarkka,s,abs (s-tarkka))

Tuloste:

tarkka
2.000000e+00

virhe
1.648229e-06

numeerinen
1.999998e+00
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