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Shakki, taitoa vai laskemista?

Shakin ystédvit seurasivat silmé kovana Garri Kaspa-
rovin ottelua Fritz-tietokonetta vastaan, joka pa&ttyi
tasapeliin 2-2.

En ole itse mikdén erityinen shakin asiantuntija, mut-
ta pelasin toki kouluaikoina shakkia joidenkin ystévie-
ni kanssa. Ehkéd mielenkiintoni lopahti siind vaiheessa,
kun olin hévinnyt viisi lyhytta pelid peridkkéin eréille
luokkatoverilleni, joka sitten paljasti opiskelleensa eri-
laiset aloitussiirrot shakkikirjoista. Sehédn tuntui mel-
kein huijaukselta!

Olen kuitenkin seurannut mielenkiinnolla mestareiden,
lahinna siis Kasparovin, peleja eri tietokoneita vastaan.
Usein varsinaisia peleja enemmén kiinnittdvat huomio-
ta ottelujen lopputuloksista syntyneet spekulaatiot sii-
té, voidaanko nyt tai 1ldhitulevaisuudessa julistaa tieto-
kone ihmisen voittajaksi lihes alalla kuin alalla, miten
tdmé& muuttaa ihmisten suhtautumista koneisiin ja mil-
laisia psykologisia vaikutuksia tdlld ihmismielen alen-
nustilalla on.

Koko kysymyksenasettelun ldhtokohta tuntuu jotenkin
vadraltd. Shakki on peli, jossa on tarkat sdannot, ei-
k& mitddn sijaa sattumalle. Voittaja on kussakin pelis-
sé pelannut paremmin, siiné kaikki. Toisaalta siirtojen

Pekka Alestalo

vaikutusten ennakoiminen johtaa eri mahdollisuuksien
eksponentiaaliseen kasvamiseen, miké sopii huonosti ih-
mismielen hallittavaksi, mutta mité taydellisimmin tie-
tokoneelle. Kasparovin nykyinen vastustaja pystyy leh-
titietojen perusteella tutkimaan kuusi miljoonaa siirtoa
sekunnissa. Tésséd valossa parempi kysymys voisikin ol-
la: Miten on mahdollista, ettei vieldkidéan ole kehitet-
ty shakki-ohjelmaa, joka voittaisi Kasparovin ja muut
mestarit mennen tullen?

Kirjatietojen mukaan tyypillisessd asemassa on kes-
kim#srin 38 siirtomahdollisuutta, ja koska 38° on n.
80 000 000, niin Fritz pystyy siirtoaikana arvioimaan
kaikki mahdolliset asemat viiden siirron péahéin. Kéay-
tdnnossa talla laskentateholla voidaan sukeltaa huo-
mattavasti syvemmaéllekin pelin uumeniin, kun eri vaih-
toehtoja painotetaan sopivilla kertoimilla ja kaikkein
huonoimmat hylatéan.

Laskentateho ja shakki-koneet kehittyvét kuitenkin ko-
ko ajan, ja epéilemétté jonakin paiviné tilanne on se,
ettei yksittdinen pelaaja saa konetta vastaan edes tasa-
pelid aikaiseksi. Mielesténi edes silloin ei tapahtumassa
ole mitddn sen dramaattisempaa, kuin ettéd joukko ih-
misid on pystynyt yhdessé kehittdméan pelistrategian,
jolle mestaripelaaja ei yksin pérjis.

Paskirjoitus
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Kirjaesittely: Sukkia ja muuta

matematiikkaa

Matematiikka on perinteisesti koettu tieteen popula-
risoinnin kannalta haasteelliseksi alaksi. Matematiik-
kaa késittelevat yleistajuiset kirjoitukset keskittyvét
useimmiten joko &lypelien kaltaisiin ongelmiin tai jon-
kin matemaattisen ilmitn ja sitéd tutkineiden matemaa-
tikkojen historiaan. Itse matematiikan osuus siséllosté
on usein ollut vahéisempi.

Vuonna 2002 julkaistu Sukkia ja muuta matematiikkaa
on suunnattu etenkin peruskouluikéisille koululaisille ja
heidén opettajilleen. Tekijoiden tarkoituksena on ollut
osoittaa, ettd matematiikan ei tarvitse olla kuivakkaa
numeroiden pyorittdmistd. Lopputuloksena on paljon
totutusta poikkeava matematiikan kirja.

Kirjassa esitellddn kuvien ja konkreettisten, lapsille
tuttujen, esimerkkien avulla erilaisia tunnettuja mate-
maattisia ongelmia ratkaisuineen. Ongelmien ratkaise-
misen lomassa tuodaan esille my6s syvéllisempid ma-
temaattisia ideoita, kuten esimerkiksi induktioperiaa-

Antti Rasila

te. Useimmat késitellyistd ongelmista ovat matematiik-
kaan perehtyneelle jo valmiiksi tuttuja, kuten esimer-
kiksi Zenonin paradoksit, Konigsbergin sillat ja Hanoin
tornit. Ongelmat on pyritty esittdméén nuorillekin op-
pilaille helposti omaksuttavalla tavalla.

Useimmat tehtdvit lienevét lilan vaikeita oppilaiden
ratkaistaviksi tdysin itsenéisesti. Kirjan tehtavét sopi-
vatkin esitettdviksi matematiikkakerhoissa tai lisdma-
teriaaliksi asiasta kiinnostuneille oppilaille.

Kirjan Sukkia ja muuta matematiikkaa, MFKA-
kustannus, ISBN 952-9656-79-3, tekijdt ovat Jenni
Bjorklund, Saara Lehto, Sampo Pasanen ja Meeri Vil-
janen. Kirjan hinta on 16 euroa.

Tietoa muusta suomenkielisestd yleistajuisesta ma-

temaattisesta  kirjallisuudesta 16ytyy osoitteesta
http://solmu.math.helsinki.fi/1998/2/alestalo.html.

Toimitussihteerin palsta
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X-files

Markku Halmetoja
Méntéan lukio

Siriuksen ja Telluksen ensimméinen matematiikan
perusopetuksen symposium pidettiin elokuussa 2003
Sirius-X planeetalla. Symposiumin kdytdnnon jirjes-
telyistd vastasivat Sirius-X:n varaoppimisministeri R@-
UNI-LOOK-ONE sekd Suomi-Sirius-ystidvyysseuran toi-
minnanjohtaja Jii af Gee, joille suuret kiitokset onnis-
tuneesta tapahtumasta. Matka tehtiin Sirius-X:n galak-
simatkaministerion Tellukselle rakentaman, salaisessa
paikassa sdilytettavian tahtiportin kautta.

Sirius-X on Sirius-A:n ja Sirius-B:n muodostaman kak-
soistéhtijarjestelmén ainoa asuttu planeetta. Planeetan
rata on erittdin monimutkainen mutta ainakin toistai-
seksi stabiili ja jaksollinen. Kaksoistéahti kiertdé yhtei-
sen painopisteensd ympéri kerran 51 vuodessa ja té-
mé on myds planeetan jakson aika. Sad#folosuhteet ja
vuodenajat vaihtelevat erittdin suuresti johtuen pla-
neetan liikkeistd kahden auringon vaikutuspiirissi. Si-
riuslaiset rakentavat yhteyksid galaksimme asuttujen
reuna-alueiden korkeakulttuureihin, ja myo6s meihin on
jo jonkin aikaa kiinnitetty tiettyd huomiota, misté osoi-
tuksena tdmékin symposium.

Matematiikan ja fysiikan tutkimuksen taso on Sirius-
X:114 luonnollisesti erittdin korkea. Fysiikan tutkimuk-
sen padkohteeksi on suuren yhtenéisteorian keksimi-
sen jalkeen tullut kompleksisten jarjestelmien tutkimi-
nen. Ala on suorassa yhteydessd planeetan radan sta-
biilisuuden tutkimiseen ja sddn ennustamiseen. Kah-
den auringon planeettaan kohdistama séteilyteho vaih-
telee sen mukaan, missd ratansa kohdassa planeetta

sattuu olemaan, ja tdmé tekee sddennusteen laatimi-
sen paljon téikalédistd vaikeammaksi. Matematiikan tér-
kein tutkimuskohde on ratalaskelmissa ja sddennusteis-
sa tarvittavien monimutkaisten epélineaaristen dynaa-
misten systeemien teoria. Matematiikka ja fysiikka ovat
uusimman tutkimuksen tasolla niin kietoutuneet toi-
siinsa, ettd maallikon on vaikea tietdd, mikd on mate-
matiikkaa ja mikd on fysiikkaa. Delegaatiollemme oli-
si kernaasti esitelty myos alan uusinta tutkimusta se-
k& yliopisto-opetusta, mutta koska tdmaé olisi ylittdnyt
meikaldisten ymmaérryskyvyn, paétettiin pitdytya sym-
posiumin alkuperéisessé aiheessa eli matematiikan al-
keisopetuksessa.

Osoittautui, ettd matematiikan perusopetus on Sirius-
X:1I4 taysin yksilollistd. Oppiminen perustuu oppilaan
ja opettajan viliseen oppimiskeskusteluun. Keskustelut
kédydéadan oppilaan kotona erdénlaisen aineettoman va-
lotaulun vélitykselld. Oppilas ja opettaja voivat siirtda
langattomasti ajatuksensa valotaululle, tai oikeastaan
he keskustelevat suoraan toistensa kanssa, mutta oppi-
mistapahtuman yhteydessa keskustelu dokumentoituu
valotaululle. Opettaja ja oppilas eivit néde toisiaan: op-
pilas tuntee opettajansa vain keskustelujen kautta. Jo-
kaisen oppimistapahtuman aikana kayty keskustelu tal-
tioituu planeetan tietojérjestelmiin, ja seké oppilas et-
td opettaja voivat halutessaan palata jonkin aikaisem-
man keskustelun teemaan tai yksityiskohtaan. Oppilas
voi my0s milloin tahansa kerrata oppimaansa katsas-
tamalla kdymiddn keskusteluja. Myos yliopistot tark-
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kailevat néita keskusteluja pyrkien 16ytaméan luovasti
ajattelevia opiskelijoita.

R@-UNI-LOOK-ONE:n mukaan langaton viestintd pe-
rustuu heti syntyméssd asennettavaan bioelektroni-
seen aivolisikkeeseen, jossa on mikrosiru seké lahetin-
vastaanotin. Tamé&n suoraan aivoihin kytketyn yhdek-
sdnnen sukupolven kidnnykén titaaniantennit sojotti-
vat aikaisemmin siriuslaisten péissi kuin etanoilla tun-
tosarvet, mutta kun niiden havaittiin herdttdvan tur-
haa huomiota varsinkin Telluksella vierailtaessa, alet-
tiin asentaa ihonalaisia antenneja.

Siriuksella lapset hallitsevat jo syntyessdén reaaliluku-
jen perusominaisuudet ja geometrian seké lukuteorian
alkeet. Matematiikan tietoinen oppiminen alkaa diffe-
rentiaalilaskennasta noin viiden vuoden ikéisené. Op-
piminen etenee painvastoin kuin meilld varsin yleisel-
14 tasolla. Differentiaalilaskennan ohella opiskellaan lo-
giikkaa, yleistd topologiaa, mittateoriaa seké abstraktia
algebraa. Aihepiirien synteesi tapahtuu meidén lukio-
tamme vastaavassa oppimisvaiheessa, kun ryhdyt&in
tutkimaan yleisid monistoja seké differentioituvia ra-
kenteita monistoilla. Todennékoisyyslaskentaa opiskel-
laan myos ja siitd viehdttyneet muodostavat jo lukioi-
kéisind kiintedn ryhmén, jonka jésenet jatkavat inten-
siivistéd yhteistyotaan yliopistoissa.

Delegaatio seurasi juuri opiskelunsa aloittaneen
CYYRUS-X-VAANCEN matematiikan oppimistuntia. Hé-
nen edesséin olevassa valotaulussa nikyi meille aluksi
késittamattomia merkkeji mutta R@-UNI-LOOK-ONE:n
jakamien konvertointisilmélasien ldpi katseltuna kir-
joitus osoittautui ymmaérrettdviksi. Oppimistunnin
(Siriuksella oppituntia kutsutaan oppimistunniksi ja
opetuskeskustelua oppimiskeskusteluksi!) aiheena oli
perehdyttédsd oppilas erdisiin hyvin tuntemiimme al-
keisfunktioihin. Seuraamme nyt oppilaan ja opettajan
vélistd oppimiskeskustelua yhden kokonaisen oppimis-
tunnin ajan:

ZZ/CYYRUS-X-VAANCE/MATH-5:S-0PPIMISTUNTI
/OPETTAJA/HAM-MU-RAB-BI/

H1: Voisitko kertoa lyhyesti pddkohdat viime oppimis-
tunnilla oppimistasi asioista.

C1: Tutkimme funktioiden potenssisarjakehitelmié ja
erityisesti yhden muuttujan funktion potenssisarjoja.
Osoitimme, ettd ddrettoméan monta kertaa derivoituvat
funktiot voidaan kehittdd potenssisarjoiksi méérittely-
joukkoonsa kuuluvan pisteen x = a ympéristossi. Jos
sarja ei ole kaikkialla suppeneva mutta suppenee kui-
tenkin muuallakin kuin vain pisteessd x = a, on 16ydet-
tdvissd suurin positiivinen 7 niin, etté sarja suppenee
vilissd |a — r,a + r[ ja hajaantuu vélin [a — r,a + 7]
ulkopuolella. Vilin pédtepisteissé sarja voi hajaantua
tai olla suppeneva, miké on kaikissa tapauksissa erik-
seen tutkittava. Sarjasta termeittdin derivoimalla tai

integroimalla saadun sarjan suppenemisvéli on sama
kuin alkuperéisen sarjan suppenemisvili.

H2: Ténéd4n sinulla on tilaisuus soveltaa oppimaasi, kun
tutkimme yhtéloparin

s(0) = 0,
c(0) = 1,

méadrddmien funktioiden ominaisuuksia. Namé funktiot
ovat sinulle toistaiseksi tdysin tuntemattomia, mutta
telluslaiset vieraamme tuntevat ne erinomaisen hyvin.
Kerro, mité néet yhtalsistd ja minkélaisiin funktioiden
s ja ¢ ominaisuuksiin aiot kiinnittd4 huomiota.

C2: Differentiaaliyhtdloryhmien ratkaisujen yleisista
olemassaololauseista seuraa, ettd kyseiset funktiot
s: R — R jac: R — R ovat olemassa. Funktiot ovat
aarettoman monta kertaa derivoituvia ja derivaattojen
arvot pisteessid x = 0 on helppo laskea, joten funktioi-
den potenssisarjat pisteen x = 0 ympéristossa voidaan
muodostaa ja niiden avulla funktioiden ominaisuudet-
kin selvidvéat. Tama kuitenkin vaikuttaa mielesténi tyl-
saltd lahestymistavalta. Voinko tehd& kuten muinainen
miehemme Telluksella, VAEI-NAE-MOEI-NEN, joka
“teki tieolla venettd, laati purtta laulamalla”? Tutki-
sin siis funktioiden térkeimpié ominaisuuksia ratkaise-
matta funktioita yhtaloryhmésta.

H3: Ole hyvi, odotamme suurella mielenkiinnolla!

C3: Néen yhtaloryhmisté, ettd funktiot s ja c ovat jak-
sollisia, mutta tdmén asian analyyttinen todistaminen
ei ehké ole aivan yksinkertaista. Kummankin funktion
neljés derivaatta on itse alkuperéinen funktio. Funktiot
ovat my0s lineaarisesti riippumattomia, silld jos lineaa-
rikombinaatio A - s(z) + B - ¢(x) on identtisesti nolla,
myds sen derivaatta A - c(xz) — B - s(x) on identtisesti
nolla, misté heti seuraa, ettd A = B = 0.

H4: Miten "néet” funktioiden jaksollisuuden?

C4: Selitdn sen myOhemmin, jos sopii. Médrittelen
funktion
k=s*+c.

Tamé& on vakio, silld k' = 2ss’ + 2cc’ = 2s¢ — 2¢s = 0.
Kaikilla z:n arvoilla on k(xz) = k(0) = 1.
Siis: 2 + ¢ = 1.

Tésté seuraa vilittomaésti, ettéd [s(z)| < 1 ja |e(z)] <1
aina.

H5: Olet pédssyt jonkinlaiseen alkuun. Jaksollisuuden
analyyttiseen tutkimiseen tarvitset kuitenkin lisaé tyo-
kaluja. Todista, etta

s(x +y) = s(x)c(y) + c(x)s(y)
ja
c(r +y) = c(x)e(y) — s(x)s(y).
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Naméi yhtilot olisivat olleet vaikeita keksittévii. Siksi
annoin ne valmiina.

(Pienen miettimisen ja kokeilun jilkeen C:114 on todis-
tus valmiina.)

Ch: Madritellddan funktio f:

f@) = [s(z +y) — s(@)e(y) — c(x)s(y)]”
+le(@ +y) = c(@)e(y) + s(x)s(y))?

ja todistetaan tadmé& vakioksi. Vakion arvo on 0, josta
tulos.

H6: Hyvin keksitty! Enté jos summa x + y vaihdetaan
erotukseksi x — y?

C6: Ilmeisesti

s(x —y) = s(z)c(y) — c(x)s(y)
ja
c(r —y) = c(z)e(y) + s(x)s(y).

Jotenkin nden tai arvaan tamén. Todistaminen onnis-
tuu samalla tavalla kuin edellé.

H7: Oikein tamaékin, ei tuhlata aikaa mekaaniseen to-
distamiseen. Mitd yhtaloitd 16ydat ndiden yhteen- ja
vihennyslaskuyht#loiden seurauksina?

C7: Ainakin s(2z) = 2s(x)c(z) ja ¢(2z) = c(z)c(x) —
s(xz)s(x). Myos ¢(2z) = 1 — 2s(x)s(x) = 2¢(x)e(x) — 1.
Vihennyslaskuyhtiloistd saadaan
s(—x)=s(0—z)=...=—s(z)
ja
c(—x)=c(0—2)=...=c(x),
eli s on pariton ja ¢ on parillinen funktio. Téssé tois-
taiseksi tarkeimmat. Lisdd saadaan tarvittaessa.

HS8: Nyt on aika arvioida tdhénastisia tuloksia ja katsoa
eteenpéin. Mitd ajattelet tuloksistasi?

C8: Jotakin tarkedd puuttuu. Funktiolla s on nollakoh-
ta, mutta c:n nollakohdista ei tiedetéd toistaiseksi mi-
tadn. Ainakin s:1l4 on ddrettoméin monta nollakohtaa,
jos jaksollisuus pitad paikkansa. Luultavasti c:lldkin on
nollakohtia. Yritdn 16ytd4 c:lle pienimmén positiivisen
nollakohdan tai todistaa, ettd sellainen on olemassa.
Koska ¢ on jatkuva, on todistettava, ettd c:n merkki
vaihtuu, ja siihen tarvitsen ilmeisesti joitakin epayhté-
16itA.

H9: Kuulostaa jarkevélta. Yritd 16ytédé c:n ja joidenkin
polynomien vilisid epayhtédloita. Misté saat sopivia po-
lynomeja?

C9: Kehitén c:n origon ympéristossé potenssisarjaksi:

clz)=1—-2%/2+x%/24 — .. ..

Ilmeisesti voin sulkea c:n kahden eripituisen osasum-
man viéliin. Riittdisiko jopa tuo nékyvissé oleva?!

H10: Saattaapa riittddkin. Aloita kuitenkin funktiosta
9(x) =z — s(x).

C10: Funktio g on aidosti kasvava, silli sen derivaatta
on ¢'(x) =1 —c¢(x) > 0 ja g'(x) voi olla 0 vain yksit-
téisissé pisteissid. Jos olisi vili I, jossa ¢'(x) = 0 kai-
kissa I:n pisteissi, olisi ¢(z) = 1 jokaisella I:hin kuu-
luvalla z:n arvolla ja tdmé on mahdottomuus. Koska
g(0) = 0, on g(z) = = — s(z) > 0, kun z > 0 ja
g(x) =2 — s(z) < 0, kun = < 0. Tamé& voidaan pelkis-
tad seuraavasti:

|s(z)| < |z|, kun z ei ole nolla.
Nyt voidaan arvioida c-funktion arvoja:
c(r) =1 —2s(x/2)s(x/2) > 1 —2%/2,

kun z ei ole nolla. Téasté saadaan vilittomésti, ettd nol-
lasta eridvilla x:n arvoilla

c(z) <1—2%/2+x/24.
Siis, kun x ei ole nolla, on
1—2%/2 <c(z) <1—2%/2+2%/24.

Kaksoisepdyhtdlon vasen puoli osoittaa, ettéd c:1l4 ei ole
nollakohtia vilissé [0, 1] ja ¢(1) > 1/2. Oikea puoli puo-
lestaan osoittaa, ettd ¢(2) < 1—2+2/3 = —1/3. Koska
¢ on jatkuva, on vilissi |1, 2] oltava vihintddn yksi c:n
nollakohta. Siis ¢:n pienin positiivinen nollakohta on
vilissé |1, 2[. Olkoon se ...

H11: Anteeksi, ettd keskeytén esityksesi. Mista tiedét,
ettd PIENIN positiivinen nollakohta on olemassa?

C11: Koska vilissd ]1,2[ on v&hint&én yksi nollakohta,
ei alhaalta rajoitettu joukko A = {z|z > 1 ja c¢(z) = 0}
ole tyhji, joten silld on suurin alaraja. Olkoon se a.
Osoitan, ettéd c(a) = 0. Jos c(a) ei olisi 0, olisi olemassa
a:n pieni ympéristd Ja—r, a+r[, jonka kaikissa pisteissd
c olisi nollasta eridvé, eikd a voisi olla A:n suurin ala-
raja. Luku a on siis ¢:n pienin positiivinen nollakohta.

H12: Testasin vain tietosi reaaliluvuista ja jatkuvien
funktioiden perusominaisuuksista. Myhemmin paljas-
tuvasta syysté johtuen tistd pienimmaésta positiivisesta
nollakohdasta kiytetidin merkintdd p/2. Voit jatkaa.

C12: Olkoon siis p/2 ¢:n pienin positiivinen nollakoh-
ta. Olisiko p/2 néiden funktioiden perusjakso? Ei voi
olla, silld ¢(p/2) = 0 ja c(p) = c(p/2 + p/2) =
2¢(p/2)e(p/2)—1 = —1 < 0. Funktioiden arvoja kohdis-
sa np/2 kannattanee kuitenkin laskea. Saan seuraavat
arvot:

c(0) =1, ¢(p/2) =0, c(p) = -1, ¢(3p/2) =0, ¢(2p) =1,
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5(0) =0, s(p/2) =1, s(p) =0, s(3p/2) = —1, s(2p) = 0.

Olisiko p s-funktion pienin positiivinen nollakohta? V-
lissé ]0, p/2] ei s:114 voi olla nollakohtia. Jos olisi olemas-
sa luku v siten, ettd p/2 < v < p ja s(v) = 0, niin

0<v—p/2<p/2, ja

c(v —p/2) = c(v)ep/2) + s(v)s(p/2) =0+ 0 =0,

eiké p/2 ei olisikaan ¢:n pienin positiivinen nollakohta.
Siis: p on s:n pienin positiivinen nollakohta ja s(x) > 0,
kun 0 < z < p.

Jos olisi olemassa luku u siten, ettd p < u < 2p ja
s(u) =0, niin 0 < u—p < p ja s(u—p) =0, eikid p oli-
sikaan s:n pienin positiivinen nollakohta. Téstéd seuraa,
ettd s(z) < 0, kun p < x < 2p. Samalla tavalla o0soi-
tetaan, ettd c:114 ei ole nollakohtia vilissd |p/2,3p/2[.
Siis: funktioiden s ja ¢ merkit vaihtuvat vililla [0, 2p]
seuraavasti:

S | ++++++++H+++
C: |+ttt | —mmmm e | ++++++] .

Néyttad siltd, ettd kummankin funktion perusjakso on
2p. Todistusta varten olkoon v pienin positiivinen luku
siten, ettd kaikilla a:n reaaliarvoilla s(z + v) = s(x).
Talloin

s(x 4+ v) = s(x)c(v) + c(x)s(v) =1-s(x) +0- c(z),

ja koska s ja ¢ ovat lineaarisesti riippumattomia, on ol-
tava c(v) = 1 ja s(v) = 0. Yll4 tekemieni laskelmien
mukaan pienin mahdollinen v:n arvo on 2p. Vastaava
laskelma voidaan tehda myos c:lle.

H13: Varsin vaikuttavaa! Jaksollisuus on nyt todistettu
ja jaksokin tunnetaan ainakin periaatteessa. Voitko nyt
kertoa, miten néiit jaksollisuuden suoraan yhtaloista?

C13: Ajattelin tasokdyrdd, jonka vektoriyhtélé on
r(z) = (s(z),c(x)). Kiyrdn tangenttivektori r'(z) =
(c(x), —s(z)) on kaikilla z:n arvoilla kohtisuorassa paik-
kavektoria r(z) vastaan. Télloin kidyrdn on oltava ym-
pyré tai sen osa. Tésté syysta keksin laskea heti aluk-
si s:n ja c:n nelididen summan. Ylldolevat laskelmat
kuitenkin osoittavat, ettd kyseinen tasokiyrid on koko-
nainen ympyré, silla koordinaatit ovat jatkuvia, jaksol-
lisia parametrin = funktioita. Piste (s(x),c(x)) ldhtee
(0,1):sté ja palaa (0, 1):een vektorin r pyorihtéessd yh-
den tayden kierroksen.

H14: Hyvin ajateltu. Meilld ei ole luonnonmukaista po-
sitiivista kiertosuuntaa, péiva kun nousee milloin mis-
takin, mutta myohemmin sellaisen kylld méa#rittelem-
me. Totean tésséd vain, ettd ympyrén vektoriyhtaloksi
kannattaa valita r = (¢, s). T4lloin z:n kasvaessa 0:sta
2p:hen, r:n kiirki kiertyy (1,0):sta (1,0):aan vastapéi-
véisesti, kuten telluslaiset ystdvidmme sanoisivat. Ha-
luatko nyt laskea joitakin ympyraédn liittyvid asioita?

C14: Olen usein miettinyt, miten lasketaan ympyran
kehén pituus ja ympyréan pinta-ala. Nyt sithen on mah-
dollisuus. Parametriesityksestd saadaan kaarialkioksi

dS = (> + A2 de=1-da

ja kun dS = dr summataan yli parametrivilin, saa-
daan kehén pituudeksi 2p. Kas, kehén pituuden ja hal-
kaisijan suhde on p! Tdmé&n vuoksi siis merkittiin c:n
pieninté positiivista nollakohtaa p/2:1la. Yhdenmuotoi-
suudesta seuraa, ettd R-sdteisen ympyran kehin pituus
on 2pR ja p on siis kehén ja halkaisijan suhde missé ta-
hansa ympyréssid. Mitéd téstd luvusta tiedetdan? Se on
ilmeisesti varsin tdrked luku. Voinko jotenkin laskea sen
tai antaa sille analyyttisen méaritelman?

H15: Kylld, mutta laske ensin R-séteisen ympyrén
pinta-ala.

C15: Valitsen pinta-alkioksi x-séteisen, dx-levyisen ym-
pyrarenkaan, jonka pinta-ala on dA = 2pxdz. Kun al-
kiot summataan O:sta R:#iin, saadaan alaksi pR?. Voit-
ko nyt antaa vihjeen, miten péadsen kasiksi lukuun p?

H16: Téssé vihje: Tutki funktiota ¢(z) = s(x)/c(x) vi-
lissd | — p/2,p/2].

C16: Antamasi funktio ¢ on ko. vilissd aidosti kasvava,
silld sen derivaatta

t' =1+t

on kaikilla muuttujan arvoilla positiivinen. Ké&anteis-
funktio on olemassa, olkoon se nimeltdén a. Siis y =
t(x) ja —p/2 < x < p/2 jos ja vain jos x = a(y).

Helposti ndhdéén, ettd s(p/4) = c¢(p/4), joten t(p/4) =
1 ja a(l) = p/4. Jos osaisin laskea am arvoja, saisin
myos lasketuksi p:n. Funktio a on derivoituva ja sen
derivaatta on

a(z) =1/(142%).

Derivaatta voidaan kehittéii vilissd | — 1, 1] suppene-
vaksi geometriseksi sarjaksi:

4716+....

dz)=1/14+z})=1—-22+2
Jos a' kehitetéiin potenssisarjaksi pisteen z = 0 ym-
paristossé, saadaan juuri ylldoleva sarja, misté seuraa,

etté

alx) =z —23/3+2°/5 —x" )T+ ...,
Integroimisvakio on nolla, koska a(0) = 0. Sarja sup-
penee ainakin vilissé | — 1, 1[, mutta suppenemista on

nyt tutkittava kohdassa x = 1: Saadaan siis sarja

a(1)=1-1/3+1/5—-1/T+....
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T&amé vuorotteleva sarja suppenee, silla osasumma
Son = (1-1/3)+(1/5—-1/7)+...+(1/(2n—1)—1/(2n+1))

kasvaa n:n mukana mutta toisaalta osasumma on yl-
h#alté rajoitettu, silla

Son=1-(1/3—-1/5)—...
(1)@ —3)—1/@2n—1)) —1/2n+1) < 1.

Siis ainakin parillisten osasummien muodostama jono
suppenee ja sen raja-arvo on 2/3:n ja 1:n viilissd. Kos-
ka sarjan yleinen termi ldhestyy nollaa n:n kasvaes-
sa, suppenee myos parittomien osasummien jono koh-
ti samaa raja-arvoa, jonka tédten tdytyy olla yhtédkuin
a(l) = p/4. Eli siis

p=4-(1-1/3+1/5-1/7+...).

Voinko pyytédd kvanttikonekeskusta laskemaan tadmén
likiarvon?

H17: Emme vaivaa heitd néin pienelld laskulla. Kéayta
omaa siruasi. Muutaman miljoonan termin osasumma
riittaa.

C17: Ok. Saan tuloksen p = 3,1415926 . . .. Tutkimmeko
mychemmin p:n mahdollista rationaalisuutta yms.?
H18: Kylla ja kehitdimme my6s tehokkaampia algorit-
meja p:n laskemiseksi. Voisitko itsenédisesti miettid en-
nen seuraavaa tuntia yhtaloryhmén

S = C, S(0)
{C’ = S, C(0)

0,
L,

médrddmien funktioiden ominaisuuksia. Tutki erityi-
sesti néiden sekéd dsken tutkimiesi funktioiden vélisid
yhtéldisyyksid ja eroavaisuuksia. Todella mielenkiin-
toisia yhteyksid paljastuu, kun alamme tutkia n&ita
funktioita kompleksitasossa. Tulemme t&ll6in méaarit-
telem&dn funktiot ylldolevista yhtélopareista saatavina
padttyméattomind potenssisarjoina. Mieti myos, mita
uusia mielenkiintoisia funktioita voi muodostaa C':sté
ja S:std. Kiitén sinua tdmén oppimistuokion aikana te-
keméistési erinomaisesta tyosté.

C18: Kiitos, tutkin antamaasi tehtavia.

/CYYRUS-X-VAANCE/MATH-5 : S-OPPIMISTUNTI
/OPETTAJA/HAM-MU-RAB-BI/ZZ

Kiiruhtaessamme varaoppimisministerin ja Jii af Geen
opastamina kohti Tellukseen johtavaa téhtiporttiase-
maa keskustelimme mahdollisista jatkotapaamisista.
Yksimielisesti totesimme, ettd ainakaan matematiikan
perusopetusta ei siriuslaisten kannata tulla Tellukselle
seuraamaan. Kaikentasoiset matematiikan konferenssit
voidaan jatkossakin pitdé Siriuksella. Varaoppimismi-
nisterilld oli vastavierailuista ilmeisesti korkeammalla
tasolla valmisteltu esitys: vierailujen isdntinéd voisivat
toimia suomalaiset kansanrunouden tutkijat. Heilld on
siriuslaisia kiinnostavaa yksityiskohtaista tietoa eréi-
den siriuslaisten siirtolaisten eldmaésta Telluksella seké
ZAM-BO-nimisen laitteen kohtalosta.

Kiitidn professori Jorma Merikoskea kirjoitukseni ma-
temaattiseen sisdltoon liittyvistd huomautuksista se-
ka lehtori Pertti Heinosta kirjoitukseni kieliasua kos-
keneista kommenteista.
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Mihin muotoon asettuu paistiin

kiinnitetty koysi?

Pekka Alestalo
Matematiikan laitos, Teknillinen korkeakoulu

Tarkoitukseni on esittdd vastaus otsikossa mainittuu
kysymykseen, joka aina silloin t#ll6in nousee esiin. On-
gelmalla on pitkd historia: ilmeisesti ensimméinen hen-
kilo, joka yritti selvittdd asian matemaattisin keinoin
oli Galileo Galilei. Han péétyi laskuissaan kuitenkin pa-
raabeliin, joka on va#ra vastaus. Virheen havaitsi hol-
lantilainen Christiaan Huygens v. 1646, ja oikeaan rat-
kaisuun péaatyivat 1600-luvun lopussa Huygens, Johan
Bernoulli ja G.W. Leibniz. Kyseisen kidyrdan nimi on
ketjukiyré eli katenaari (catena = ketju), ja sen yhté-
16ssé esiintyykin yllattden eksponenttifunktioita.

Lahtokohta

Ongelma on siis seuraava: On annettu pédtkd narua,
jonka pituus on ¢, sekd ripustuspisteet P = (z1,y1)
ja Q = (x2,y2). Tehtdvind on médrittdd sen kdyrin
y = f(z) yhtils, jonka muotoiseksi naru asettuu, kun
sen padit kiinnitetdidn pisteisiin P ja Q.

Tutkitaan aluksi tdhén muotoiluun siséltyvid oletuk-
sia. Ratkaisun olemassaolon varmistamiseksi taytyy ai-
nakin olettaa, ettd naru yltdi pisteestd P pisteeseen @,

ts. £ > \/(:cl — 22)? + (y1 — yo2)?. Lisiiksi tehtdvidn si-
saltyy ajatus siitéd, ettd narun muoto voidaan esittéda
jonkin funktion kuvaajana; jos narussa olisi silmukoita
tai se asettuisi osittain vilin [z, 23] ulkopuolelle, ei sen
esittdminen funktion kuvaajana olisi mahdollista. T&-
maén kirjoituksen ldhtokohtana on kuitenkin kiytiannon
havainto: ongelmalla on muotoa y = f(z), = € [x1, 2],
oleva ratkaisu.

Jotta kysymyksesté ei tulisi lilan hankalaa heti kétte-
lyssé, oletetaan, ettd naru on tasapaksua ja sen pituus-
tiheys p on vakio. Pituustiheyden yksikké on kg/m ja
s:n pituisen narun massa on silloin ps.

Ensimméinen yritys

Koéyden muoto maéadraytyy siitd vaatimuksesta, etté
sen potentiaalienergia on pienin mahdollinen, joten
on muodostettava potentiaalienergiaa kuvaava lause-
ke. Tarkastellaan sen vuoksi lyhyttd narun pétkad
As. Sen pituutta voidaan approksimoida lausekkeella

(Az)? + (Ay)?, missd merkinnit selvidvit kuviosta.
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Ay

A X

Tamén osan massa on likimdirin muotoa

[ 2
pAs =pi/1+ <Ay> Ax,
Az

ja sen korkeus z-akselista (potentiaalienergian nolla-
kohta) mitattuna on f(z). Narunpétkin potentiaalie-
nergiaa approksimoi siis lauseke (muista "mgh”)

(p20)af(a) = gpfa 1+ (52) ae

joka on voimassa sitd tarkemmin, mitd pienempi on Azx.
Kun Az — 0, niin lauseke Ay/Ax ldhestyy funktion
kuvaajan kulmakerrointa pisteessi x, joka on f/(z). Ko-
ko narun potentiaalienergia on téllaisten termien sum-
ma, jota rajalla Ax — 0 vastaa integraali

x2

Jlf) = / o f @I T @) d.

T1

Nyt voimme muotoilla ongelman pelkistddn mate-
maattisin késittein:

e Mai#rita se jatkuvasti derivoituva funktio
f: [z1,22] — R, joka toteuttaa ehdot

1. f(‘rl) =Y, f($2) = Y2,
T2
2. /\/1 + f'(2)? dx = ¢,
T
3. lausekeella J[f] on pienin mahdollinen arvo.

Toisessa kohdassa oleva integraali esittdd funktion ku-
vaajan pituutta ja se voidaan johtaa samanlaisella
padttelylld kuin ylld. Kolmannessa kohdassa pieninta
arvoa tarkastellaan kaikkien niiden funktioiden joukos-
sa, jotka toteuttavat kaksi ensimméisté ehtoa.

Téamén tyyppisid minimointiongelmia tutkiva matema-
tiikan haara on nimeltééin variaatiolaskenta. Se tarjoaa
yleisen menetelmén minimointi- ja maksimointiongel-
mien kisittelyyn, joka tietyssd mielessd vastaa taval-
lisen funktion &#riarvojen etsimisté: ne loytyvat deri-
vaatan nollakohdista tai vélin pd#tepisteistd. Yleisessa

tapauksessa tilanne on kuitenkin hankalampi, silld esi-
merkiksi ylla lauseke J téytyy tulkita funktioksi, jonka
arvot ovat reaalilukuja, mutta muuttujan paikalla voi
olla miké tahansa jatkuvasti derivoituva funktio, joka
toteuttaa ehdot 1 ja 2.

Johdatus variaatiolaskennan saloihin j&a kuitenkin t&-
mén kirjoituksen ulkopuolelle, sill4, ehkd hieman yllat-
tden, naruongelman ratkaisu saadaankin vaihtoehtoi-
sella tavalla tutkimalla aivan tavallisia derivaattoja!

Toinen yritys

L&hestymme ongelmaa toista kautta tutkimalla koy-
teen vaikuttavia voimia: jos kdysi on tasapainossa, on
sen kuhunkin osaan vaikuttavien voimien summa nolla.
T&am4& on voimassa erikseen voimien pysty- ja vaakasuo-
rille komponenteille.

Tilanteen yksinkertaistamiseksi oletetaan narun olevan
niin pitké, ettd sen alin kohta on ripustuspisteiden ala-
puolella. Yleinen tapaus voidaan joko kisitelld samal-
la periaatteella erikseen tai johtaa tésté erikoistapauk-
sesta kuvitteellisen pitemmén narun ja yliméa#ridisten
kiinnityspisteiden avulla.

Ko&yden jannitysvoima vaikuttaa kussakin kohdas-
sa koyden tangentin suuntaan, jolloin minimikoh-
dassa jannitysvoima 7 on vaakasuora. Valitaan zy-
koordinaatisto siten, ettd minimikohdassa on = = 0.
Oletetaan, ettd koyden muotoa kuvaa kdyrd y = f(z)
ja lasketaan y-akselin ja kdyrin pisteen (z, f(x)) rajoit-
tamaan koyden palaseen vaikuttavat voimat. Olkoon T
koyden jénnitysvoima ja a kdyden tangentin suunta-
kulma téssé pisteessi.

Koska koyden palanen ei liiku vaakasuorassa, on kaik-
kien voimien vaakakomponenttien summa nolla:

—To+Tcosa = 0.

Téamé yhtalo kertoo vain sen, ettd jinnitysvoiman vaa-
kasuora komponentti on vakio T kaikissa pisteissé. Toi-
saalta my0s pystykomponenttien summa on sekin nol-
la:

Tsina — gps =0,

missd s on kyseessd olevan koyden palasen

pituus.  Aikaisempien  tarkastelujen  perusteella
xr

s:/\/1+f’(t)2 dt, ja koska Tsina = Tptana =

0
Tof'(z), niin saamme yht&lon

Tyf'(z) = gp / VIt P02 dt.
0
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Tésta yhtilosté seuraa, ettd f/(x) on derivoituva, silld
tamé patee oikean puoleiselle lausekkeelle. Koska yhté-
16 on voimassa kaikilla muuttujan > 0 arvoilla, voim-
me derivoida yht&lon molemmat puolet, jolloin saadaan
differentiaaliyht&lo

() =ayv1+ f'(x)?, a= % = vakio > 0.

Sijoitetaan yhtdlosn g(x) = f'(x) ja yritetddin rat-
kaista ensin funktio g(x). Yhtils tulee muotoon

g (z) = ay/1+ g(x)?2, joka on yhtépitivii sen kanssa,
etta ,
g'(z)
1+ g(z)?

Tamé nédyttdd hankalalta, mutta vasen puoli voidaan
kirjoittaa muodossa

d

e (ln(g(ac) + 1+ g(x)? )) , (tarkista derivoimallal)
i

jolloin voimme integroida yhtdlén molemmat puolet va-

lill4 [0, z] ja saamme

In(g(z) +

14+ g(x)?) —In(g(0) + /1 + ¢g(0)2) = ax.

Kiyttamalld tietoja g(0) = f/(0) = 0 (koordinaatiston
valintal) ja In1 = 0 yhtilo saadaan muotoon

In(g(z) + V1+g(2)?) = ax
< g(@) +V1+g(@)? =e™

S V14 g(z)? =e* — g(x).

Korottamalla neliéon ja ratkaisemalla g(x) saadaan

1
= —(e" +e %)+ C = —cosh C.
2a(e +e M)+ ~ cos (az) +
Téasséd esiintyvd funktio cosht, hyperbolinen kosini,
médritelliin kaavalla cosht = L (e! +e~").

Yleisesséd tapauksessa ratkaisukédyrd on muotoa y =
L cosh(a(z — x0)) + C, ja siiné esiintyvéit kolme va-
kiota a, xg, C' méaraytyvét kirjoituksen alussa esillé ol-
leista ehdoista 1. ja 2. Kéytdnnosséd ehtoja taytyy ké-
sitelld numeerisesti, ja esimerkiksi tapauksessa f(0) =
1, f(2) = 3,¢ = 5 saadaan vakioille arvot a =~ 2,4, o ~
0,82 ja ¢ = —0,54.

259

1.54

054 \

Kuviossa yhtendinen viiva kuvaa katenaaria ja pistevii-
va puolestaan paraabelia y = 2,072% — 3,14z + 1, joka
toteuttaa samat kolme ehtoa (likim&érin).

Miksei paraabeli kiy?

Paraabeli ja katenaari eivét siis ole samoja kéayrid. Mik-
si koysi kuitenkin néyttdd ainakin likim#ardisesti pa-
raabelilta?

Syy liittyy eksponenttifunktion sarjakehitelméan. Eks-
ponenttifunktiolle on voimassa arvio

2 2
e”:1+x+%—i—korjaustermizl—&—x—f—?,

joka on voimassa siti tarkemmin, mité pienempi on |x|.
Sijoittamalla muuttujan paikalle —z saadaan e™* =~
1+ (—z) + 5;(—x)? = 1 —x + 127, joten hyperboliselle
kosinille saadaan approksimaatio

1
coshz = 5(6“’ +e ")
1 x? x? 1
~=(1 —tl-z4 ) =1+ =2
2( taot o+ :c+2) + 5T

Téamaé tarkoittaa sitéd, ettd katenaari ndyttda paraabe-
lilta sitd tarkemmin, mitd ldhempéané huippua ollaan.
Kauempana huipusta ero katenaarin ja paraabelin va-
lill& tulee kuitenkin selvemmiiksi.

Paraabeli on kuitenkin koysiongelman ratkaisu siiné ta-
pauksessa, ettd koysi kannattaa kuormaa, josta syntyy
vaakasuorassa suunnassa tasainen painojakauma. Tél-
lainen tilanne voi syntyé esimerkiksi riippusiltojen ra-
kenteissa, koska siltaa kannattavien vaijerien massa on
mitaton itse sillan massaan verrattuna. Téssd mielessa
Galilei ei ehka sittenkéddn ollut aivan véirissal
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Suorat, kiyrit ja kaarevuus

Jukka Tuomela
Professori
Matematiikan laitos, Joensuun yliopisto

Suora?

Tamé kirjoitus on erdénlainen jatko Timo Tossavai-
sen suoran médritelméd koskevaan kirjoitukseen Sol-
mun numerossa 2/2002. Tossavainen oli 16ytianyt mo-
nia erilaisia yrityksié selittdéd suoran syvintéd olemusta.
Ehképé eréds syy suoran méérittelemisen vaikeuteen on
ollut ajatus, ettd on vain yksi ”oikea” tapa méaéritel-
14 suora. Historiallisesti tdmé on ymmaérrettavai: pit-
kdanhan pidettiin selvédné, ettd Eukleideen geometria
kuvaa tarkasti fysikaalista avaruutta, joten tuntui ken-
ties luonnolliselta, etta pitéisi olla olemassa yksikésit-
teinen "fysikaalisesti” oikea mééritelma.

Kun sitten 1800-luvulla keksittiin/16ydettiin "vaihtoeh-
toisia” geometrioitaE niin luonnollisesti suoran kéisite
néissé eri geometrioissa oli erilainen, eivéitkd suorien
ominaisuudet aina vastanneet tavallisen intuition odo-
tuksia. Tdma on nykyisin tuttua matemaatikoille, jotka
ovat tottuneet madrittelemésin asioita aksiomien avul-
la. On kuitenkin vahinko, jos kouluissa tai tietosanakir-
joissa ei voida ymmérrettavésti selittdd miké on suora.

Liahestyn seuraavassa asiaa differentiaalilaskennan

avulla. Kirjoituksen loppuun olen keréinnyt muutamia
lisdselityksid tietyistéd asioista. Ndmé& kuitenkin vain
taydentéivat tekstid, eivitka ole valttamattomia kirjoi-
tuksen yleisidean ymmartdmisen kannalta.

Kirjoituksen toisessa osassa sitten katsotaan mihin pas-
dytédin, kun tarkastellaan suoria "kaarevissa” (epéeukli-
disissa) avaruuksissa.

Hilbert ja Eukleides

Selvitetadn aluksi muutama asia, jotka voivat aiheut-
taa sekaannusta. Eukleideen kirjan [3] alussa on méé-
ritelmié (definitions), oletuksia (postulates) ja aksio-
mia (axioms). Tamé& jako on jossain mielessd mielival-
tainen eiké aina vastaa nykyisté kielenkédyttod. Esimer-
kiksi méadritelméssé 12 todetaan, etté jos kulma on pie-
nempi kuin suora kulma, niin sitd sanotaan terdvéksi
kulmaksi. Kyseessé on siis vain erdén termin kayttoon-
otto. Suoraa kuvaillaan 4. méaaritelméssi [3, s. 3]:2

ITosin Desargues ennakoi projektiivisen geometrian tuloa jo 1600-luvulla:

http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Desargues.html
http://www.sciences-en-ligne.com/momo/chronomath/chronol/Desargues.html

2Verkosta l6ytyy erilaisia versioita Eukleideen kirjasta:
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(m) A straight line is that which lies evenly between
its extreme pointng

Mutta tdmé& "méaritelmd” on itse asiassa turha: tdhén
ei koskaan vedota myShemmin kirjassa. Toisin sanoen
sen voisi poistaa tarpeettomana.* Todellinen suoran
médritelmé on esitetty oletuksissa [3} s. 5]:

(el) Let it be granted,
1. That a straight line may be drawn from any
one point to any other point.

Kriittinen lukija huomaa, etté téssd oikeastaan puhu-
taan janasta. Eukleideen aikaan ei kisitelty dédrettomén
pitkid suoria, vaan jokaisella suoralla/janalla oli alku-
ja loppupiste (tdm& kdy ilmi jo médritelméstd (m)).
Suoria/janoja pystyttiin kuitenkin jatkamaan mielival-
taisen pitkiksi. Tésté piti huolen toinen oletus:

(e2) [Let it be granted,]
2. That a terminated straight line may be pro-
duced to any length in a straight line.

Niihin sitten vedotaan kun mythemmin todistetaan
lauseita.

Hilbertin kuvaus Eukleideen geometriasta ldhtee siité,
ettd taso on erds joukko, pisteet ovat tdmén joukon al-
kioita ja suorat tdmén joukon erditd osajoukkoja. Té-
mén jalkeen Hilbert antaa listan aksiomia, jotka pis-
teet, suorat ja taso toteuttavat. Hyvé ( = luettava) esi-
tys téstd ldhestymistavasta 16ytyy Hartshornen kirjasta
[1]. Erds Hilbertin aksiomista on [1, s. 66]:

(h) For any two distinct points A, B, there exists a
unique line | containing A, B.

Voitaisiin siis sanoa, ettd (el) (tai (el) ja (e2) yhdes-
sd) vastaa méidritelmid (h). Koska (m) on tarpeeton,
ei Hilbertin tarvitse yrittddkiin sel(v)ittdd mité se tar-
koittaa.

Luonnollisesti Hilbert ei pyrkinytk&an suurelle yleisol-
le tarkoitettuun esitykseen, vaan tavoitteena oli esit-
tad Eukleideen geometria siten, ettd otetaan vain ne
aksiomat jotka ovat todella vilttaméattomia, ja lisdksi
pyritddn osoittamaan, ettd aksiomat eivit johda risti-
riitaan. Toisaalta, jos otetaan vain osa Hilbertin ak-
siomista, niin saadaan Eukleideen geometriasta poik-
keavia geometrioita, esimerkiksi darellisida geometrioi-
ta, joissa "tasossa” on vain &érellinen mé&ara pisteité.

http://thales.vismath.org/euclid /vee/

Myos téta on selvitetty edelld mainitussa Hartshornen
kirjassa.

Vaikka Hilbertin aksiomaattinen ldhestymistapa geo-
metriaan oli omalla tavallaan térked, niin asiaa voisi
ldhestya toisinkin. Léhtokohtana on, ettei tarvitse yrit-
tdd loytdd méadritelmés, jonka Eukleides periaatteessa
olisi voinut keksié, vaan voidaan vapaasti kdyttda mi-
td tahansa sopivia tyokaluja. Toisin sanoen yritetdan
mallittaa intuitiivisia késitteita piste, suora ja taso jol-
lain tavalla, eikd murehdita (ainakaan litkaal) sitd vas-
taako tdmé Eukleideen geometriaa vai ei. T4ma lienee
jarkevad myos matematiikan opetuksen kannalta.

Lukija voi esimerkiksi todeta, ettd Eukleideen toisen
kirjan 7. lause todistaa, etta

(a+b)* +b*=a*+2(a+b)b

My6s monet 5. luvun lauseet ovat helppoja kun ne en-
sin algebrallistaa, mutta jo geometrisen muotoilun ym-
méirtdminen (saati sitten pitkén todistuksen lipikah-
laaminen) on vaivalloista.

Katsotaan seuraavassa mihin paddytddan, kun otetaan
differentiaalilaskenta kayttoon.

Piste, kdyra ja taso

Joukko-opista ei padse mihink&dan: taso on jokin jouk-
ko, ja pisteet kyseisen joukon alkioita. Ensin siis pitda
péaattad, mikd on se joukko missé pisteet asustavat, eli
missé joukossa kaikki toiminta tapahtuu. Valitaan pe-
rusavaruudeksi karteesinen taso R?. Jokainen piste voi-
daan siis esittd4 kahden koordinaatin avulla: merkitdén
P = (Pz,py). Médritelldin seuraavaksi yleinen kéyrin
késite, ja tdimén jéalkeen pyritddn méaritteleméasin suora
kdyrénd, jolla on tiettyjd erikoisominaisuuksia. Asete-
taan:

Kéyré on (siled) kuvaus ¢ : R — R?2

Siis "hetkelld” ¢ ollaan pisteessi c(t) = (c1(t), c2(t)), ja
sileys tarkoittaa, ettd koordinaattifunktiot c¢; ja ¢ ovat
riittdvan monta kertaa jatkuvasti derivoituvial® T#-
mé&hin on oleellisesti Tossavaisen siteeraama Neovius-
Nevanlinnan méaaritelma:

http://www.sunsite.ubc.ca/DigitalMathArchive/Euclid /byrne.html
http://aleph0.clarku.edu/~djoyce/java/elements/elements.html

3Vanhoissa englanninkielisissi geometrian kirjoissa "line” tarkoitti kiyrid (nykyisin ”curve”). Suora/jana oli sitten "straight line”.

4Muistelen, etts on kiistelty siitd, onko tdmé mésritelmé todella Eukleideelta, vai onko se lisétty sithen mydhemmin.

5 Luonnollisesti usein riittés vaikkapa yksi jatkuva derivaatta, mutta tdmén kirjoituksen kannalta ei ole oleellista ruveta laskemaan

kuinka monta jatkuvaa derivaattaa tarvitaan.
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Liikkeessé olevan pisteen muodostamaa uraa sa-
notaan viivaksil®

Luonnollisesti usein kayraa ajatellaan kyseisen kuvauk-
sen kuvajoukkona eli "kuvauksen muodostamana ura-
na”, mutta nykyisin on tapana maéritelld kayrd nime-
nomaan kuvauksena. Kuvauksen méarittelyjoukko voi
myos olla jokin sopiva reaaliakselin osajoukko, esimer-
kiksi véli [0,1]. Huomattakoon, ettd Eukleideen geo-
metrian tai Hilbertin systeemin yhteydessé ei voida pu-
hua yleisen kayrin kisitteesté.

Nyt voidaankin jo antaa ensimméinen suoran méégritel-

ma

(i) Olkoon annettu kaksi tason pistettd p ja q. Néit-
ten kautta kulkeva suora on

ct)=(1—-t)p+tq

Siis kahden mielivaltaisen pisteen kautta voidaan
Ppiirtda” suora.

(ii) Olkoon annettu tason piste p ja vektori v. Pisteen
p kautta kulkeva vektorin v suuntainen suora on

ct)y=p+to

Siis annetusta pisteestd voidaan “piirtdd” suora
mielivaltaiseen suuntaan.

/'/ L

KuvA 1. Suora voidaan méaritelld joko kahden pisteen
tai pisteen ja suunnan avulla.

Selvasti molemmat versiot médrittelevat saman ku-
vausjoukon. Erona on vain, miké ”data” kiinnittaéd yh-
den kuvauksen téssé joukossa. Médritelmé (i) on luon-
teeltaan reuna-arvotehtévé: on annettu kaksi pistetté,
ja halutaan suora néiden vilille. Mééritelma (ii) on taas

SEnnen kiytettiin sanaa viiva eiké kiyra.

alkuarvotehtédvé: on annettu alkupiste ja alkusuunta.
Eukleideen muotoilu (el) ei ole selkedisti kumpikaan
néista.

Nyt voitaisiin jana méaéritelld suorana, jonka maéritte-
lyjoukko olisi jokin suljettu vili [a, b]. Jatkossa en kui-
tenkaan jai pohtimaan, olisiko jossain kohtaa “jana”
parempi termi kuin "suora”, vaan kdytdn vain sanaa
suora.

Madritelmissd (i) ja (ii) identifioidaan tavalliseen ta-
paan tarpeen mukaan pisteet ja vektorit!” Selvisti siis
médritelmé ei ole Eukleideen geometrian hengen mu-
kainen, vaan téssd vedotaan vektorien yhteenlaskuun
ja skalaarilla kertomiseen, siis vektoriavaruuden raken-
teeseen.

Huomattakoon, ettd Neovius-Nevanlinnan mééaritelmé

suoraksi sanotaan semmoista viivaa, joka ei muu-
ta asemaansa pyoriessdin siten, etté sen kaksi pis-
tettd pysyy paikallaan

vetoaa myos vektorilaskentaan: tdssdhéin suora on ava-
ruuden kierron (siis lineaarikuvauksen) pyérahdysakse-
li (kuvauksen invariantti aliavaruus)! Tarkempi muotoi-
lu 16ytyy Lemmasta 1.

Mééiritelmét (i) ja (i) yleistyviit sellaisenaan useam-
piulotteisiin avaruuksiin: R? vain korvataan avaruudel-
la R™. Suorat voidaan kuitenkin karakterisoida toisella-
kin tavalla. Tété karakterisointia voidaan kayttda pal-
jon muissakin tapauksissa kuin avaruudessa R™.

Suorin tie

Jos kaksi kiyrdd/polkua lihtee pisteestéd p, niin miten
voidaan sanoa kumpi niistd on ”suorempi”? Jotta ti-
hén voisi vastata, pitdisi voida mitata kdyrén kaareu-
tumista jollain tavalla. Tdhén on (ainakin) kaksi erilais-
ta ldhestymistapaa. Ensinnékin ympyra kaareutuu sité
"jyrkemmin” mitéd pienempi sen sidde on. Voitaisiin siis
annetun kayrdn tietyn pisteen ympéristossi etsid sel-
lainen ympyra, joka "mahdollisimman tarkasti” yhtyi-
si kyseiseen kéyrddan. Niin saatua ympyrad kutsutaan
oskuloivaksi ympyréksi, joka Spivakin [2, s. 7] mukaan
tarkoittaa suutelevaa ympyraé, katso Lemma 3. Suu-
televan ympyran side puolestaan antaa sitten tietoa
kéyrdn kaareutumisesta.

7Jatén lukijan pohdittavaksi, olisiko témiin “kaksoistulkinnan” eliminoiminen opetuksen kannalta toivottavaa, jirkevii tai mah-

dollista.
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Kuva 2. Erés kdyra ja sen kaksi suutelevaa ympyréa.
Katkoviivalla on merkitty suutelevien ympyroitten kes-
kipisteitten muodostamaa kayrai eli evoluuttaa.

Toinen tapa on tarkastella tangenttivektorin suunnan
muuttumista. Molemmat johtavat samaan lopputulok-
seen; seurataan téissd jalkimmaistd strategiaa. Tarvi-
taan siis tangentin késitettd. Jos kédyrdd ajatellaan
Neovius—Nevanlinnan mukaisesti liikkkeessé olevana pis-
teend, niin tangentti(vektori) on silloin pisteen no-
peus(vektori). Témé antaa aiheen uskoa, etti kiyrin
tangentti voidaan mééritelld derivaatan avulla. Téssé
tarvitaan kuitenkin sileyden lisdksi seuraava oletus:

Kéyrd on sdédnnéllinen, jos ¢'(t) # 0 kaikilla t.
Téllsin ¢ (t) on kdyrdn tangentti(vektori)® pis-
teessé c(t).

Palautetaan téssé vélissd mieliin muutamia merkint6ja.
Kahden vektorin u = (u1,u2) ja v = (v1,v2) pistetulo
on

UV = ULV + U2V

Muistetaan edelleen, ettd vektorit ovat kohtisuorassa
(ortogonaalisia), jos niitten vilinen pistetulo on nol-
la. Vektorin v = (vy,vq) pituus on |v] = v-v =
\/v? 4+ v3. Seuraava tekninen oletus on usein hyddyl-
linen:

Kéayrd on parametrisoitu kaarenpituudella, jos
|’ (s)| =1 kaikilla s.

Voidaan osoittaa, ettei tAmé rajoita yleisyytta: kaikki
sdannolliset kédyridt voidaan parametrisoida uudelleen

siten, ettd ne toteuttavat yllaolevan ehdon, katso Lem-
ma 2. Merkitéén edelleen t(s) = ¢/(s): tdmé on siis kéy-
rén (yksikko)tangentti. Kéyrdn (yksikko)normaaliksi

valitaan
n(s) = (= ch(s),c1(s))

Nyt on sekd tangentti ettd normaali normalisoitu:
[t(s)] = |n(s)] = 1 kaikilla s. Tangentti ja normaali
muodostavat ortonormaalin koordinaatiston, joka liik-
kuu kdyrdan mukana: tdllaista lilkkkuvaa koordinaatistoa
sanotaan joskus kehykseksi (engl. frame tai moving fra-
me).

Kuva 3. Kayrdn mukana liikkuva koordinaatisto eli
kehys.

Tavoitteena on siis tarkastella tangentin suunnan muu-
toksia, ja sitd kautta mitata kédyrdn kaareutumista.
Koska derivaatta kuvaa muutosta, niin derivoidaan yh-
talo [t(s)|? = t(s) - t(s) = 1 puolittain:

L t(s)-t(s) =t'(s) t(s)+t(s)-t/(s) = 2¢t'(s)-t(s) =0

Koska t'(s) ja t(s) ovat kohtisuorassa, niin vektorin
t'(s) tdytyy olla normaalin suuntainen. On siis olemas-
sa jokin funktio k siten, etta

t'(s) = k(s)n(s)

Ylla maariteltyéd funktiota k sanotaan kadyrdn c
kaarevuudeksi.

Harjoitustehtévéksi lukijalle jatén sen osoittamisen, et-
td n'(s) = —k(s)t(s). Huomaa, ettd kaarevuus voi olla
seké positiivinen ettd negatiivinen. Merkki kuvaa sité
kdantyyko kdyra vasemmalle vai oikealle. Laskemalla
pituudet saadaan

[ ()] = [t'(s)] = [5(s)n(s)| = [ (s)[[n(s)| = |K(s)]

8Luonnollisesti tangentista puhuttiin jo kauan ennen differentiaalilaskennan keksimisti, joten tiissd voisi pohtia, onko vektorin

¢’(t) kutsuminen tangentiksi mééritelmé vai lause.
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Kéayran kaarevuus méariteltiin kdyttamallé tason koor-
dinaatteja. Lopputulos on kuitenkin riippumaton koor-
dinaateista siind mielessé, etté tason siirrot ja kierrot?
eivit muuta kaarevuutta. Toiseenkin suuntaan voidaan
menné: jos on annettu jokin funktio , alkupiste p (siir-
to), alkusuunta v (kierto), niin tétd vastaa yksikésit-
teinen (kaarenpituudella parametrisoitu) kdyri, jonka
kaarevuus on k.

Joka tapauksessa nyt voidaan méaritella:

(iii) Suora on kéyréd, jonka kaarevuus on nolla.

Antaako tdmé saman suorajoukon kuin mééritelmét (i)
ja (ii)? Yhtdlon (7) mukaan

|k(s)] =

()2 +c4(s)2=0 = ¢f(s) =cy(s) =0

Saatiin siis kaksi lineaarista toisen kertaluvun differen-
tiaaliyhtélod. Naitten ratkaisut saadaan integroimalla
yhtéloitd ¢/ (s) = 0 kaksi kertaa:

c1(s) =a1 +bis ja ca(s) =ag + bas

Téssé a; ja b; ovat mielivaltaisia vakioita. Merkitsemél-
14 a = (a1,a2) ja b = (b1, be) voidaan ratkaisu esittidd
vektorimuodossa ¢(s) = a + bs. Ratkaisu on siis samaa
muotoa kuin mé#iritelméissi (ii), joten on luonnollista
kiinnittda jokin tietty ratkaisu valitsemalla alkupiste a
ja alkusuunta b.

Aivan samoin voidaan tutkia kéyrid myos avaruudes-
sa R"™: tassikin tapauksessa kaarevuuden hividmisesté
seuraa, ettd kdyra onkin suora. Suorat voidaan kuiten-
kin méaritelld vield era#lla tavalla.

Lyhin tie

Olkoon annettu kaksi tason pistetti p ja q. Selvésti on
darettoméan monta polkua pisteesté p pisteeseen ¢, toi-
sin sanoen kédyrii, jonka alkupiste on p ja loppupiste
on gq.

9siis tason isometriat.

N

Kuva 4. Polkuja pisteesté p pisteeseen q.

Rajoitutaan seuraavassa yksinkertaisuuden vuoksi kéy-
riin, jotka voidaan esittdéd yhtdlond y = f(x), siis kiy-
riin jotka ovat muotoa c(t) = (¢, f(¢)). Olkoon edel-
leen p = (a,yo) ja ¢ = (b,y1), missi a < b. Merkitasin
edelleen V,,:114 kaikkien v&lilld [a, b] méériteltyjen si-
leitten funktioitten joukkoa, joille pétee f(a) = yo ja

f(b) = Y1

Halutaan 16yté4 lyhin polku p:n ja ¢:n valilld. Olkoon
f € Vpg; télloin siis

c(a) = (a, f(a)) = (a,y0) =p
ja
() = (b, f(b)) = (b,y1) = ¢

Kéayran pituus saadaan kaavalla

b
J(f):/\/l—l-f/(m)?dx, J: Vg —R

Huomaa, ettd J on kuvaus funktiojoukolta V), reaa-
liluvuille; tésséd mielessd f on joukon V,, "piste”. Ha-
lutaan 16ytda f jolla J saa minimiarvon. Differentiaa-
lilaskennasta tieddmme, ettd kun tutkitaan maksimi-
ja minimitehtavid, niin kannattaa etsié derivaatan nol-
lakohdat. Kirjoituksen lopussa on tarkemmin johdettu
tdmé, mutta lopputuloksena on, etté

dJ
=0 = " =0
7 1" (@)
Merkintéd 22 ei ole standardi, vaan on tarkoitettu il-

df
maisemaan sitd, ettd tassa todellakin on kyse tavallisen

derivoinnin yleistyksest'alJTO

Joka tapauksessa lopputulos on toisen kertaluvun diffe-
rentiaaliyhtéls. Y14 jo néhtiin, ettd yhtélon f”(x) =0
ratkaisut ovat muotoa f(x) = di + dox, missd d;

10K riittinen lukija muistaa, etté derivaatan nollakohta voi antaa my6s maksimeja ja satulapisteité. Adriarvon laatu saadaan selville

vasta kun tarkastellaan toista derivaattaa.



Solmu

19

ja do ovat vakioita. Vakiot kiinnittyvét reunaehtojen
f(a) = yo ja f(b) = y1 avulla. Pienen laskun jélkeen
saamme siis vastaukseksi, ettd lyhin polku pisteitten p
ja q valilld voidaan esittédéd yhtdlona

byo — a1
b—a

:Z/l*yo
b—a

Siis jélleen p#ddyttiin suoriin, joten saamme uuden
méadritelmén:

(iv) Suora on Iyhin polku kahden pisteen valilla.

Tossavainen lainasi tietosanakirja-artikkelia vuodelta
1910, jonka kirjoittaja, Uno Saxén, viitti, ettd

Epétyydyttavd on esim. mééritelmé: suora on
kahden pisteen lyhin vili, koska suoran mittaa-
minen edellyttéda, ettd kisite suora on edeltédpédin
selvitetty.

Téssd Saxén kuitenkin on hakoteilld: oleellista on, et-
td kdyrdn ja kdyran pituuden késite on selvitetty. Té-
mén jalkeen sitten mééritellddn suora lyhimpéna kay-
riné/polkuna.

e o0

Alustava tilinpaitos

Olemme néhneet, ettéd ainakin tasossa, ja myds avaruu-
dessa R™, suorimmat polut ja lyhimmét polut ovat sa-
moja, eli lyhyesti suoria. Kaikki mééritelmét (i) — (iv)
johtavat siis oleellisesti samaan lopputulokseen. Tilan-
ne ei kuitenkaan ole en#é niin yksinkertainen, kun (ta-
sainen) Eukleideen geometria yleistetéiin (kaarevaksi)
Riemannin geometriaksi. T&élloin médritelmét (i) ja (ii)
eiviit en#dd ole mielekkditd, mutta madritelmét (iii) ja
(iv) ovat edelleen kéyttokelpoisia. Kirjoituksen toisessa
osassa perehdytédén hiukan Riemannin geometriaan, ja
pohditaan ovatko (iii) ja (iv) edelleen ekvivalentteja.

Muutamia lisihuomioita
Kiyria ja matriiseja

Avaruuden R? kierrot voidaan esittis ortogonaalisten
matriisien avulla. Kaikille ortogonaalisille matriiseille
pétee: |det(A4)| = 1.

Lemma 1. Olkoon A ortogonaalinen 3 x 3—matriisi ja
olkoon det(A) = 1. T&llsin silld on ominaisarvo A = 1.

Ominaisarvoa A = 1 vastaavaa ominaisavaruutta voi-
daan kutsua A:n pyorihdysakseliksi. Tamé ominaisa-
varuus on siis Neovius-Nevanlinnan méaéritelmin mu-
kainen suora.

Todistus. Tamén jatdn harjoitustehtaviksi. Tarvitta-
vat asiat 10ytyvét mistd tahansa matriisilaskun oppi-
kirjasta. O

Lemma 2. Jokainen séénollinen kéyrd voidaan para-
metrisoida kaarenpituudella.

Todistus. Olkoon c¢ :
edelleen

[a,b] — R? sdannollinen. Olkoon

olt) = / ¢ (w))du

ja merkitdén g(b) = L. Siis g on kuvaus [a,b] — [0, L].
Edelleen g on bijektio, koska ¢'(t) = |¢/(¢)| > 0. Siis on
olemassa kiinteiskuvaus g~—'. Asetetaan ¢ = co g~
Nyt on helppo tarkistaa, ettd |¢(t)| = 1 kaikilla ¢. O

Kuvausta ¢~ ! ei useinkaan tunneta eksplisiittisesti,

mutta osoittautuu, ettei sitd tarvitakaan: riittda tieto,
ettd se on olemassa.

Lemma 3. Olkoon ¢ kaarenpituudella parametrisoitu
kiyrd ja p = ¢(sp). Kdyrin suuteleva ympyri tissi pis-
teessd p on

y(t) = a+r(cos(t/r),sin(t/r))
missé y(to) = p, 7 = 1/[k(s0)| ja

_ 1
a =P+ fsy(so)

Kéyran suutelevien ympyroitten keskipisteistd muo-
dostuu uusi kéyra, alkuperiisen kiyrén evoluutta.

Todistus. Tarkastellaan yhtéloita
c(s0) = p = y(to)
c(s0) = y'(to)

"(s0) = y" (to)

Viimeinen yhtélé antaa:

y" (to) = —1(cos(to/r),sin(to/T))
= — 5 (y(to) — a)
=z (a—p) ="(s0)

Koska r = |a — p|, niin tistd jo saadaan, etti r =
1/1¢"(s0)| = 1/|k(so)|- Pitdid vield laskea a. Toista yh-
taloa ei ole viela kaytetty:
(i (s0),¢5(s0)) = (— sin(to/r),cos(to/r))
Téamén avulla siis
a=p-— r(cos(to/r), sin(to/r))
=p+7(—c3(s0),¢1(s0))
=P+ ey (s0)
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Hiukan variaatiolaskua misté edelleen osittaisintegroimalla
Olkoon V kaikkien vilills [, b] maariteltyjen sileitten PP (@)
.. . . _ da
funktioitten joukko ja asetetaan / m
pq:{f€V|f(a):y0 ja f(b):yl} b
b " b
" - [ - [ s
={feVIifla)=f@) =0} ‘1¢1+fx (1+ f/(@)2)

Etsitddn sellaista funktiota f € qu, jolla seuraava ku-
vaus J : V4 — R saavuttaa minimiarvon:

:]Wdz

Lasketaan J:n suunnattu derivaatta. Olkoon g(s) =
f(t) + sh(t), missd f € Vg ja h € Vp. g on siis kuvaus
g : R — V4, ja pikainen vilkaisu suoran mééritelméén
(ii) osoittaa, ettd g on suora avaruudessa V,, (ja myds
avaruudessa V', koska V,, on avaruuden V osajoukko).
Kiinnitetaén "piste” f ja "suunta” h, ja olkoon

Ji(s) = (Jog)(s) = J(f + sh)

Té&llin siis J; : R — R. Jos f minimoi J:n, niin Jy:114
on minimi, kun s = 0. Télléin pitdd péted J(0) = 0.
Lasketaan tdmé derivaatta.

d%J(f%—sh)

b
:%/VH%MP

+ 2sf!(z)h () + s2h (z)?dx

(2)l (z) + sh' (z)?
)2+ 2sf'(@)h' (z) +

dz
+ 520/ (2)?

/\/1+f’

J T+ @

Nyt pitéd olla voimassa, ettd J;(0) = 0 kaikilla h € Vb,
mikd on mahdollista vain, jos f”(z) = 0. T&td toi-
sen kertaluvun differentiaaliyhtélod kutsutaan tehté-
vén Eulerin (tai Eulerin ja Lagrangen) yhtdloksi. Téssd
tapauksessa ratkaisut ovat siis suoria, kuten aiemmin
on jo néhty.

Viitteet

[1] R. Hartshorne, Geometry: Euclid and beyond, Un-
dergraduate Texts in Mathematics, Springer, 2000.

[2] M. Spivak, A comprehensive introduction to diffe-
rential geometry, vol 2, 2nd ed., Publish or Perish,
1979.

[3] I. Todhunter (ed.), The elements of Euclid, J. M.
Dent & Sons Ltd, London, 1862, uusi painos: Eve-
ryman’s Library, Dutton, New York, 1933.
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Matemaattisia tietojenkéisittelytehtiavia

Solmun tdménkertaiset tehtédvit ovat matemaatti-
sia tietojenkésittelytehtavid. Laheté ratkaisusi vuoden
2003 loppuun mennessd Solmun toimitukseen joko séh-
kopostitse (toimitus@solmu.math.helsinki.fi) tai
kirjeend osoitteeseen

Solmun toimitus
Matematiikan laitos

PL 4

00014 Helsingin yliopisto.

Parhaat ratkaisuehdotukset julkaistaan vuoden 2004
ensimmaéisessé numerossa.

1. Koira ui joen yli kohti kouluttajaansa, joka seisoo
vastakkaisella rannalla. Mallinna ja tulosta ruudulla ar-
vioitu koiran kulku joessa. Seuraavien reaalilukupara-
metrien tulee olla syttettévissd ndppaimistolté:

a) Joen leveys metreini.

b) Kouluttajan etéisyys (metreiné) koiran ldhtopis-
teestil projisoituna joen vastarannalle. (Etéisyys
on positiivinen, jos se on joen virtaaman suuntai-
nen, ja muuten negativiinen.)

¢) Koiran vakionopeus (m/s).
d) Joen virtauksen vakionopeus (m/s).

e) Arvion tarkkuus, eli sen aikavélin pituus (sekun-
teina), jonka aikana kuljetun matkan ohjelmasi
voi korvata janalla.

Kahta joenrantaa voi pitdd samansuuntaisina suorina.
Mallinnuksen tulee loppua, kun koira on saavuttanut
vastarannan metrin tarkkuudella.

Koiran liike riippuu sen suunnasta, sen nopeudesta ja
joen virtauksen nopeudesta. Muista, ettd ndmé ovat
vakionopeuksia. Liikkeen suntaa ja koiran nopeuden z-
ja y-komponentteja (riippuen sen suunnasta) voi pit&i
vakioina vain annetun aikavélin sisill&.

Piirrd joen sivut samansuuntaisina suorina, koiran ja
kouluttajan ldhtoasemat seké koiran reitti.

()
a3
kouluttaja

—>

© @

koira
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2. Binomikertoimet voidaan jérjestda tavallisesta
Pascalin kolmiosta oheisen kuvan osoittamalla tavalla.
Lukuunottamatta kunkin rivin uloimpia alkioita jokai-
nen luku on summa sen suoraan ja vasemmalla yldpuo-
lella olevista luvuista.

1 N=6
1)1

1121

1131 3 1

114 6 4 1
1156110 10| 5 |1
1116|1520 |15 |6 | 1

Tee Excel-taulukko, joka nédyttdd ensimmdiiset N + 1

rivia talla tavalla jarjestetystd Pascalin kolmiosta. N:n
arvo (1 < N < 20) sydtetdén ensimméisen rivin seit-
seméanteen sarakkeeseen. Taulukon tulee aina sisiltéé
tasan IV + 1 rivié.

3. Funktio Kertoma(N) = N! kasvaa hyvin nopeasti.
Vaikka 5! = 120, niin jo luvun 10! = 3628800 tallenta-
miseen tarvitaan 4-tavuinen kokonaisluku. Tietokone
ei voi tallentaa lukua 100! 4- tai edes 8-tavuisena koko-
naislukuna. Kuitenkin tiedetéén, etté jokainen luonnol-
5! =23.3.5ja 10! = 28 .3%.52. 7. Tee ohjelma, jo-
ka lukee luvun N(1 < N < 10000) néppéimistoltéd ja
tulostaa sen kertoman N! alkutekijéhajotelman.

Léahde: KéMaL, Volume 1, Number 1, December 2002, 66-69.

Kaannos, kuva ja ladonta: Timo Metséli
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Oktoniot, Fanon taso ja Kirkmanin

koulutyttéongelma

Jorma Merikoski
Professori

Matematiikan, tilastotieteen ja filosofian laitos, Tampereen yliopisto

Johdanto

Kirjoitin viitteessd [5], ettd koska laajennuksessa
kompleksilukujen joukosta C kvaternioiden joukkoon
H menetetdin kertolaskun vaihdantalaki, niin kvater-
nioilla ei ole kovin suurta merkitysta. T&lld en suinkaan
vihitellyt kvaternioita (pdinvastoin totesin niiden kiin-
nostavuuden), vaan ldhinné vertasin niiden merkitysté
kompleksilukujen merkitykseen.

Kirjoitin myos, ettei lukukésitettd kannata laajentaa
H:sta eteenpdin, silla seuraavassa laajennuksessa, jol-
loin tdytyy operoida R®:ssa, menetetdin kertolaskun
liitdntalakikin. Koska pidin tédtd laajennusta mielen-
kiinnottomana, en viitsinyt mainita uusien lukujen ni-
meé. Ne ovat oktonioita ja niiden joukkoa merkitdin
O:1la.

(Englanninkielisen sanan octonion sujuvampi kdinnos
olisi oktoni. T&ll6in olisi johdonmukaista kdantaa qua-
ternion sanaksi kvaterni, mutta "kvaternio” on suomen-
kielessé melko vakiintunut. Siksi puhun kvaternioista ja
oktonioista, vaikka mielesténi olisi parempi puhua kva-
terneista ja oktoneista.)

Sittemmin saatuani késiini Baezin erinomaisen artikke-
lin [1] huomasin olleeni liian pessimistinen. Oktonioilla

voidaan nimittédin osoittaa monia sellaisia matematii-
kan siséisid yhteyksii, joita olisi muulla tavalla vaikea
selittdd. Minun taytyy kyllikin myontédé, etten ajan,
kérsivillisyyden ja oppineisuuden puutteen takia ym-
maéartanyt liheskidan kaikkea, mitd Baez kirjoittaa. Kui-
tenkin katson ymmaértédneeni sen verran, ettd voin erit-
tain alkeellisesti tarkastella oktonioita ja ikdén kuin jat-
kaa kirjoitustani [5] késittelemélld laajennusta H — Q.

Oktoniot

Merkitsemme “skalaareja” (eli téssd reaalilukuja) pie-
nilld kreikkalaisilla kirjaimilla ja "vektoreita” (eli tés-
si kompleksilukuja, kvaternioita ja oktonioita) pienilld
latinalaisilla kirjaimilla. Merkitsemme 1:114 paitsi reaa-
lilukua 1 myos sellaista vektoria, jonka ensimméinen
koordinaatti = 1 ja muut = 0.

Tarkastelemme vektoriavaruutta R® (joka koostuu
8-alkioisista reaalilukujonoista). Méiérittelemme pe-
rusoktonioiden 1 = (1,0,0,0,0,0,0,0), e; =
(0,1,0,0,0,0,0,0), ez = (0,0,1,0,0,0,0,0), ..., ez =
(0,0,0,0,0,0,0,1) joukossa E kertolaskun seuraavalla
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taulukolla. My6s perusoktonioita on kahdeksan, joten voimme
asettaa ne vastaamaan Z3:n pisteitii. Teemme sen bi-
L en e es ea e e er jektiolla (mé#iritelmé ks. esim. [6]) f: B — Z3:

1 1 eq €9 es ey es eg er

e1 |er -1 e4 e —ey eg —es —e3 f(1) =1(0,0,0), fle1) =(0,1,1),

e | 2 —eq —1 €5 €1 —¢e3 €7 —€p fle2) = (1,1,0), fles) = (1,0,0),

es |es —er —es —1 e ex —eqs € fleq) = (1,0,1), fles) = (0,1,0),

es| €4 e —er —eg —1 er e3 —es _ _

es | es —eg e3 —eg —er —1 e €4 f(es) = (0,0,1), fler) = (1,1,1).

e | e €5 —er eqs —es —e; —1 ey Madrittelemme joukossa E yhteenlaskun @ laskemal-

er ler e3 eg —e; es —eq —ey —1 la yhteen vastaavat Z3m vektorit ja katsomalla, miti

Esimerkiksi eges = ey. Tamaé taulukko saattaa vaikut-
taa kovin sekavalta, mutta sdénnénmukaisuuksia 16y-

tyy.

o Neliot e?=ei=---=¢e2=-1.

(r#s).

€r€s = € =

° Vastavaihdannaisuuﬂ €6y = —€5€,

e Indeksien kasvattaminen yhdelld
€r4+1€s4+1 = €t41-

e Indeksien kaksinkertaistaminen
€2r€2s = €2¢.

eres = €4 =

Kasvattamisessa ja kaksinkertaistamisessa késittelem-
me indeksejd modulo 7; siis eg = €1, eg = es jne.

Méérittelemme yleisesti oktonioiden (&, . .., &7) = o+
&re1+- - +&rerja(no,...,m7) = notmer+- - -+nrer tu-
lon vaatimalla, ettd skalaaritekijan siirtosadnto ja osit-
telulait ovat voimassa. (Osittelulakeja on kaksi, koska
kertolasku ei ole vaihdannainen.) Toisin sanoen vaa-
dimme, ettd tulo on bilineaarinen eli ettd se on line-
aarinen (mééritelmé, ks. esim. [8]) kummankin tekijén
suhteen. Esimerkiksi

(e1 + 3e2)(2e5 — der)
= e1(2e5) — eq1(4er) + (3e2)(2e5) — (3ez)(4er)
= 2e1e5 — 4dejer + Gegses — 12eqe7
= 2eg — 4(—e3) + 6(—ez) — 12(—es)
= 2eg + 4esz — bes + 12eg = 14eg — 2e3.

E ja 73

Vektoriavaruudessa Z3 (missi Zo tarkoittaa jaAnnos-
luokkien modulo 2 joukkoa, ks. esim. [6], [7]) on kahdek-
san alkiota. (Vektoriavaruuden mééritelmé, ks. esim.
[8].) Tamin vektoriavaruuden skalaarikunta ei ole R
vaan Zs. (Kunnan méiéritelmi, ks. esim. [9].) Yhteen-
lasku ja skalaarilla kertominen maéritellain tavanomai-
sesti, mutta kiytetddn Zso:n yhteen- ja kertolaskua.

perusoktoniota saatu summa vastaa. Toisin sanoen

erDes = f_l(f(er) + f(es))

Esimerkiksi e; @ e4 = ej, koska vektorien f(es) =
(1,1,0) ja f(eq) = (1,0,1) summa (0,1,1) = f(ey).
Kaikkiaan saamme taulukon

D|1 e e ez e es eg er

1|1 e e e3 e4 es eg er

€1 | €1 1 €4 €7 €2 € €5 €3

€y | €2 €4 1 €; €1 €3 €7 €p

€3 | €3 €7 €5 1 €g €2 €4 €1

esles e er eg 1 er ez es

es | e5 eg ez ey er 1 e1 ey

€g | €6 €5 €7 €4 €3 €1 1 €9

e€r | ey €3 €g €1 €5 €4 €2 1

Tamé taulukko muistuttaa kiinnostavalla tavalla pe-
rusoktonioiden kertolaskutaulukkoa, josta se saadaan
poistamalla miinusmerkit.

Maéérittelemme joukossa F skalaarilla (eli Zq:n alkiolla)
kertomisen niin, ettd skalaarilla 0 kertomalla saadaan
E'n "nolla-alkio” 1, ja skalaarilla 1 kertomalla saadaan
alkio itse. Néin F:sté tulee vektoriavaruus.

Laajennus H — O

Jos yleisessd vektoriavaruudessa V' mééritelldén biline-
aarinen kertolasku, jolla on ykkosalkio (eli on olemassa
sellainen e € V, etté kaikilla x € V on xze = ex = x),
niin saatu struktuuri on nimeltéén algebra. (TAmé ni-
mitys ei ole hyvé, koska sanalla "algebra” tarkoitetaan
myds tiettyd matematiikan alaa.)

Esimerkiksi R, C, H ja O ovat kukin vektoriavaruuk-
sia, joiden skalaarikunnaksi voidaan ottaa R. Nisté jo-
kaisesta saadaan algebra, kun kertolasku méaéritelldéan
tavanomaisesti. Myods samandimensioiset neliomatrii-
sit muodostavat algebran, kun niiden laskutoimitukset
(ks. esim. [8]) médritelldén tavanomaisesti. Jos vekto-
riavaruuden V osajoukko on vektoriavaruus, niin se on
V:n aliavaruus. Jos algebran V' osajoukko on algebra,
niin se on V:n alialgebra. Esimerkiksi R on C:n alial-
gebra, kun samastamme reaaliluvun ¢ ja kompleksilu-
vun (£,0). Edelleen C on H:n alialgebra, kun samas-
tamme kompleksiluvun (£, ) ja kvaternion (&, 7,0,0).

ISanan ”antikommutatiivisuus” omatekoinen kis#innos aidolle suomenkielelle.
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Miten sitten saamme H:n Q:n alialgebraksi? Ehké
houkuttelisi samastaa kvaternio (&,7,(,w) ja okto-
nio (£,7,¢,w,0,0,0,0), mutta tuollaiset oktoniot eivit
muodosta O:n alialgebraa. Esimerkiksi e ja es ovat té-
t4 muotoa, mutta niiden tulo ezes = e5 ei ole. Meidén

taytyy siis menetella toisin.

Tarkastelemme joukkoa Z3 koordinaatistossa, johon si-
joitamme my6s perusoktoniot kohdassa ., méaritellyn
funktion f mukaisesti. Merkitsemme e = (a,[3,7)
tarkoittamaan sitd, ettd f(e) = (a,f8,7). (Perus-
telemme tétd merkintdd myshemmin.) "Pohjatason”
{1,e3,e3,e5} oktonioiden virittdmd O:n alialgebra
01 koostuu oktonioista & + nes + Ces + wes =
(£,0,1,(,0,w,0,0), missi &, n, ¢ ja w saavat kaikki re-
aaliarvot. On helppo néhdé, ettd Q7 todellakin on O:n
alialgebra.

Samastamme kvaternion (§,7,{,w) ja oktonion
(£,0,1,¢,0,w,0,0). Tdsméllisesti sanottuna muodos-
tamme isomorfismin (eli struktruurin séilyttévén bijek-
tion) ¢: H — Oq: ¢(&,n,(,w) = (£,0,1,¢,0,w,0,0).
Tallsin ¢(z+y) = ¢(x)+d(y) ja d(zy) = ¢(x)o(y) kai-
killa z,y € H sekd ¢(1g) = lg,, missd 1y = (1,0,0,0)
ja 1lg, = (1,0,0,0,0,0,0,0). Sanomme, etti algebrat
H ja O; ovat kesken#én isomorfisia. Ne voidaan sa-
mastaa, koska niilld on sama rakenne ja ainoa ero on
merkinnoissa.

Kvaternioiden algebra H voidaan siis laajentaa okto-
nioiden algebraksi O.

R, C, H, O ja Z}

Merkitsemme kuten edellid e = (v, 3,7) tarkoittamaan,

ettd f(e) = (o, 4,7).

Vektoriavaruuden ~ Z3  aliavaruudet  ovat  mol-
laulotteinen {(0,0,0)} = {1}, yksiulotteiset
{(0,0,0),(1,0,0)} = {l,e3} ja kuusi muuta, kak-
siulotteiset  {(0,0,0),(1,0,0),(0,1,0),(1,1,0)} =
{1,e2,e3,e5} ja kuusi muuta sekd kolmiulotteinen
73 = E.

1Gino Fano (1871-1952), italialainen matemaatikko.

Oikeastaan kaikkien nédiden samuuksien sijasta pitéisi
aluksi puhua isomorfisuuksista. Nimittiin Z3m alkiot
ovat jonoja (a, f3,7), missi «, 3,7 € {0,1}, kun taas
E:n alkiot ovat jonoja («o, ..., ar), missi yksi af = 1
ja muut ovat nollia. Mutta koska E ja Z3 ovat isomor-
fisia (f on isomorfismi), niin ne voidaan samastaa. Iso-
morfisuus tarkoittaa téissi, ettd f(x ®y) = f(x)+ f(y)
ja flax) = af(z) kaikilla 2,y € E, a € Zs.

Vektoriavaruuden Z3 aliavaruuksien virittdmiat Om
alialgebrat vastaavat algebroja R, C,H ja 0. Nidimme
edelld, ettd "tason” {1,es,es,e5} virittdimia O:n alial-
gebra on isomorfinen H:n kanssa. Sama koskee (perus-
tele) Z3:m muiden "origon kautta kulkevien tasojen” vi-
rittdmid O:n alialgebroja. Vastaavasti on helppo huo-
mata (miten?), ettd Z3:n jokaisen "origon kautta kul-
kevan suoran” (esimerkiksi {1, e3}) virittdmé Q:n alial-
gebra on isomorfinen C:n kanssa ja ettd Z3:m “origon”
(tai origosta koostuvan O-ulotteisen aliavaruuden {1})
virittdmé& O:n alialgebra on isomorfinen R:n kanssa.
"Koko Zj:m” virittdmi alialgebra on tietenkin koko Q.

Olemme kisitelleet struktuureja R, C, H ja O re-
aalikertoimisina (eli skalaarikunnan R omaavina) al-
gebroina, jolloin R on yksi-, C kaksi-, H neli- ja O
kahdeksanulotteinen. Nékokulmamme on ”lineaarial-
gebrallinen” sikali, ettd ldhtokohtamme oli vektoriava-
ruus. "Algebrallisesta nikokulmasta” R ja C ovat kun-
tia sekid H on vinokunta. (Ndmé kisitteet, ks. esim.

19-)

Fanonﬁ taso

Olemme tulkinneet perusoktoniot vektoriavaruuden
Z3 alkioina eli geometrisesti kolmiulotteisen 0-1-
avaruuden pisteind. Tarkastelemme nyt perusoktonioi-
den ey, ..., e7 (emme siis ota mukaan perusoktoniota 1)
toista geometrista tulkintaa. Esitdmme ndmé oktoniot
tason pisteind. Jos er.es = €4, niin piirrdimme nuolen
pisteesti e, pisteeseen e, ja pisteestd ey pisteeseen ey.
Néin saamme Fanon tason.
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Se on yksinkertainen dédrellinen geometria. Pisteitd on
seitsemén, nimittéin eq,...,e7. Myos suoria on seitse-
mén, kun méirittelemme, ettd kolme pistettéd ovat sa-
malla suoralla, jos ne voidaan varustaa indekseilld r, s
ja t niin, ettd e,.es = e;. Esimerkiksi es, e3 ja e ovat
samalla suoralla, koska ese; = e3. Téten suorina ovat
tasasivuisen kolmion kolme sivua, kolme korkeusjanaa
ja sisddn piirretty ympyrd. (Tésméllisemmin: Suorat
koostuvat niistd E:n pisteistd, jotka ovat néillé.)

Mutta voimmeko kutsua ympyraéd suoraksi? Voimme,
koska on olemassa muitakin geometrioita kuin tavan-
omainen Eukleideen geometria, eikéd niissd pisteiden
ja suorien tarvitse olla mielikuviemme mukaisia. Kun
geometria rakennetaan aksiomaattisesti, niin pisteet ja
suorat ovat perusolioita, jotka jétetddn méarittelemét-
té. Pisteiden joukon P ja suorien joukon L alkioiden vé-
lilla madgritelladn tietyt aksioomat toteuttava insidens-
sirelaatio I. Jos piste p ja suora [ ovat keskendén téssa
relaatiossa eli jos pIl, niin sanotaan havainnollisesti,
ettéd "piste p on suoralla !” tai "suora [ kulkee pisteen p
kautta”. (Relaation yleinen mééritelmé, ks. esim. [6].)
Insidenssirelaation aksioomat ovat

(i1) Kaikilla p € P on sellaiset I,m € L (I # m), et-
td pIl ja pIm. (Jokaisen pisteen kautta kulkee
ainakin kaksi suoraa.)

Kaikilla [ € L on sellaiset p,q € P (p # q), ettd
pllja qIl. (Jokaisella suoralla on ainakin kaksi
pistetti.)

Kaikilla p,q € P (p # q) on tdsmilleen yksi sel-
lainen [ € L, ettd pIl ja g 1. (Jokaisen kahden
pisteen kautta kulkee téismiélleen yksi suora.)

Fanon taso toteuttaa selvisti namé aksioomat.

Projektiivinen taso

Jos insidenssiaksioomassa (1) "piste” muutetaan "suo-
raksi” ja piinvastoin, niin saadaan (is). Siksi sanotaan,
ettd ndméi aksioomat ovat kesken#éin duaalisia. Geo-
metria noudattaa duaalisuusperiaatetta, jos sen jokais-
ta aksioomaa vastaa duaalinen aksiooma. Aksioomilla
(i1), (i2) ja (i3) saadussa geometriassa tdmé periaate ei
ole voimassa, koska (i3):lla ei ole duaalista aksioomaa.

Eukleideen tasogeometria ei noudata duaalisuusperiaa-
tetta. Jokaisen kahden pisteen kautta kulkee tdsmélleen
vksi suora. Sen sijaan kahdella suoralla on tdsmélleen
yksi yhteinen piste, jos ja vain jos suorat ovat erisuun-
taisia. Yhdensuntaisilla suorilla ei ole yhtdan yhteis-
té pistettd. Duaalisuusperiaatetta noudattavassa geo-
metriassa ei siis saa olla yhdensuuntaisia suoria. Asia
voidaan korjata lisddmaélld jokaiseen suoraan &ddretto-
myyspiste eli ”ideaalipiste” niin, ettd kahdella suoralla

on sama ddrettomyyspiste, jos ja vain jos suorat ovat
yhdensuuntaisia. Yhdensuuntaiset suorat siis leikkaa-
vat toisensa ddrettomyyspisteessiin. Lisdtadin myos da-
rettomyyssuora eli “ideaalisuora”, jonka muodostavat
kaikki déirettémyyspisteet. Niin (i3) pysyy voimassa, ja
myo0s sen duaalinen aksiooma on voimassa. Téstéd 1dh-
tokohdasta saadaan tavanomainen projektiivinen taso-
geometria (tarkemmin ks. esim. [10]).

Myo6s déarellisid projektiivisia geometrioita voidaan tut-
kia (tarkemmin ks. esim. [4]). Olkoon n > 2. Olkoot
P ja L sellaisia joukkoja, joissa on n? +n + 1 alkiota.
Kertaluvun n (dérellinen) projektiivinen taso saadaan,
kun insidenssirelaation I maé#rittelevit aksioomat

(#}) Kaikilla p € P on tédsmiélleen n + 1 sellaista al-
kiota | € L, ettd pIl. (Jokaisen pisteen kautta
kulkee tésmiilleen n + 1 suoraa.)

Kaikilla ! € L on tédsméilleen n+1 sellaista alkiota
p € P, ettd pIl. (Jokaisella suoralla on téismél-
leen n 4 1 pistetta.)

Kaikilla p,q € P (p # q) on tésmiilleen yksi sel-
lainen | € L, ettd pIl ja qIl. (Jokaisen kahden
pisteen kautta kulkee tdsmiélleen yksi suora.)

Kaikilla I,m € L (I # m) on tésmélleen yksi sel-
lainen p € P, ettd pIl ja pIm. (Jokaisella kah-
della suoralla on tésmilleen yksi yhteinen piste.)

Namé aksioomat eivit ole risppumattomia, silld osa
seuraa muista (mitkd ja miten?). Ne voitaisiin poistaa
aksioomista ja esittdd teoreemoina eli lauseina. Sym-
metriasyistd emme kuitenkaan tee niin.

Fanon taso on 2. kertaluvun projektiivinen taso. Jos
n on alkuluvun potenssi, niin on olemassa n. kertalu-
vun projektiivinen taso. Esitdmme tdmén todistamisen
periaatteen.

Olkoon K &arellinen kunta, jossa on n alkiota. Tarkas-
telemme vektoriavaruutta 3. Muodostamme geomet-
rian, jonka pisteind ovat K3:n origon kautta kulkevat
suorat (eli 1-ulotteiset aliavaruudet) ja suorina origon
kautta kulkevat tasot (eli 2-ulotteiset aliavaruudet).
Piste on suoralla, jos vastaava 1-ulotteinen aliavaruus
siséltyy vastaavaan 2-ulotteiseen aliavaruuteen. Ensim-
maéinen kuvio havainnollistaa téité tapauksessa n = 2.

(Kuvio saattaa antaa aiheen ihmetelld esimerkiksi si-
td, miksi eq:n virittdmi Z3:n suora {1, e} sisiltyy ea:n
ja eqm virittdméin Z3:n tasoon. TAmén tason muo-
dostavat lineaarikombinaatiot Oes @ 0ey = 161 = 1,
Oea B leyg = 1P ey =eq, lea @0y =e2P 1 =e3 ja
les @ leg = eg @ eq = €1, joten taso on {1,e1,e9,e4}.
Vektoriavaruuden Z3 kaikki tasot eiviit siis vastaa geo-
metrista mielikuvaamme tasosta.)

Osoittautuu, ettd néin saadaan projektiivinen taso. Té-
ten ongelma palautuu kysymykseen &érellisen kunnan
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alkioiden lukumé&érdstd. Voidaan todistaa (ks. esim.
[3]), ettd on olemassa n-alkioinen direllinen kunta, jos
(ja vain jos) n on alkuluvun potenssi.

Késnteinen ongelma (eli ovatko kaikkien projektiivis-
ten tasojen kertaluvut alkuluvun potensseja) on avoin.

Steinerinﬁ kolmikot.
Kirkmaninﬁ kolmikot

Fanon taso on pienin Steinerin kolmikko. Tietyt Stei-
nerin kolmikot ovat Kirkmanin kolmikoita. Alunperin
aioin késitelld naitd molempia kolmikoita, jolloin tie ok-
tonioista Kirkmanin koulutyttGongelmaan olisi kuljettu
alusta loppuun. Tamén ongelman taas halusin mukaan,
jotta saisin otsikkoon ”seksi&” lukijoiden houkuttelemi-
seksi. Tosin "seksiaddikti” pettyy sikéli, ettd kysymyk-
sessé on tdysin kunniallinen kombinatorinen ongelma.

Koska kirjoituksestani alkoi tulla kohtuuttoman pitka,
niin muutin suunnitelmaani ja paétin vain mainita Stei-
nerin ja Kirkmanin kolmikot. Niiden mé&éritelmat, ks.
esim. [4], [13].

Kirkmanin koulutyttéongelma

Kirkman julkaisi 1850 Lady’s and Gentleman’s Diary
-lehdessé seuraavan ongelman.

Viisitoista koulutyttod kdvelee ulkona seit-
semdnd pdivand kolmittaisissa riveissd.
Jarjestettdvd heiddt niin, ettd jokainen on
jokaisen kanssa samassa riwissd tasmdlleen
kerran.

Hén oikeastaan vaati (ndennéisesti lievemmin, mut-
ta tosiasiassa yhtépitivisti), ettel kukaan ole kenen-
k#dan kanssa useammin kuin kerran. Edelleen hén pu-
huessaan “koulutytoistd” oikeastaan kaytti hieman eri-
vivahteista ilmaisua ”young ladies of a school”, mut-
ta ennen pitkdd se muuttui kirjallisuudessa muotoon
"schoolgirls”.

Kirkman oli opiskellut matematiikkaa yliopistossa mui-
den opintojensa ohella, mutta hén aloitti matematiikan
tutkimisen vasta 40-vuotiaana. Vaikka hén oli tavallaan
harrastelijamatemaatikko, hén teki hyvééd tutkimusta
(ks. [2] ja solmuteorian osalta myos [12]). Kuitenkin
matematiikan "historiallisessa muistissa” Kirkmanin ni-
mi taitaa esiintyé, jos lainkaan, niin "koulutyttdongel-
man” keksijani. Biggs [2] (ks. my6s [11]) kirjoittaa seu-
raavaa.

1Jakob Steiner (1796 1863), sveitsildinen matemaatikko.
2Thomas Kirkman (1806 —1895), englantilainen kirkkoherra.

”On valitettavaa, ettd noin mitdttomén jutun piti var-
jostaa niitd monia paljon merkittadvampid kontribuu-
tioita, joita sen kirjoittaja tuli tekem&édn matematiik-
kaan. Kuitenkin se on hénen pysyvin muistomerkkin-
sd.”

Ongelman ratkaisu, ks. esim. [4], [13]. Cameron [4] pa-
nee tytot pelaamaan jaikiekkoa!

Kirkman jatkoi matematiikan tutkimista ja harrasta-
mista koko loppueldménsé. Vield 88-vuotiaana, pari
kuukautta ennen kuolemaansa, hén ldhetti tehtavia ja
ratkaisuja Educational Times -lehteen. Siind on esiku-
vaa meille ikddntyville matemaatikoille! Monet mate-
maatikot ovat parhaimmillaan melko nuorina, mutta
tekemistd riittad tédlla alalla kaiken ikéisille.
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