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Miljoonan taalan palkinto

Matematiikassa eletdén jannittdvia aikoja. Eréds vené-
ldinen tutkija vaittdsd ratkaisseensa ranskalaisen Henri
Poincarén n. 100 vuotta sitten asettaman ongelman, ja
ellei todistuksesta 16ydy virheitd parin vuoden siséll4,
saa ongelman ratkaisija miljoonan dollarin palkinnon!

Mist4 oikeastaan on kysymys? Vuosituhannen vaihtees-
sa amerikkalainen Clay Mathematics Institute julkai-
si seitsemén ongelmaa, joiden ratkaisemisesta se lupaa
maksaa miljoona dollaria kustakin. Ndmé& seitsemén
ongelmaa ovat ehkd kuuluisimmat niistd kysymyksis-
té, joihin kukaan ei vield ole pystynyt vastaamaan. On
totta, ettd kuuluisuus tuskin on tdsméllisesti méaritelty
késite, mutta ndiden ongelmien merkityksesté vallitsee
laaja yksimielisyys.

Ongelmia on siis seitsemin, mutta valitettavas-
ti melkein jokainen niistd vaatisi pitkdhkon seli-
tyksen ja useimmat my0Os taustatietoja kyseises-
td matematiikan alasta, joten viittaan téssd yhtey-
dessé Clay-instituutin kotisivulle http://wuw.clay-
math.org/Millennium_Prize_Problems/ tai suoma-

Pekka Alestalo

laiseen Arkhimedes-lehteen (numerot 1-4/2002), jossa
on ilmestynyt muutaman sivun pituiset kuvaukset kus-
takin ongelmasta ja niiden taustoista.

Alussa mainitsemani venéldinen on nimeltddn Grigori
Perelman, ja Poincarén asettama ongelma koskee erai-
td kolmiulotteisten avaruuksien ominaisuuksia. Ainut-
takaan miljoonan dollarin ongelmaa ei ole vield "viralli-
sesti” ratkaistu, mutta Perelmanin tulosta pidetédéan en-
simméisenéd vakavasti otettavana yrityksend. Todistus
on pitké, eiké sen kaikkia vélivaiheita ole vield pystytty
tarkistamaan, mutta miljoonan taalan kohtalo selvi&a
varmasti jo tdmén vuoden aikana. Kannattaa kuiten-
kin muistaa, ettd esim. Andrew Wilesin todistus Fer-
mat’n lauseelle oli alunperin puutteellinen, joskin virhe
pystyttiin paikkaamaan vuoden sisédlld sen havaitsemi-
sesta.

My6s Solmu-lehdessé on taas matemaattisia ongelmia,

mutta niiden ratkaisemisesta emme tarjoa rahapalkin-
toja: vastaukset 16ytyvét lehden lopusta.

Paskirjoitus
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Matematiikan opintojen ja tutkinnon
taydentiminen kesilla 2003

Ensi keséind on eri puolilla Suomea tarjolla useita
mahdollisuuksia tdydentdd tutkintoa tai kesken jad-
neitd matematiikan opintoja. Kesédn aikana pidettavét
kurssit parantavat erityisesti kouluissa (ehké epépite-
vind) toimivien opettajien mahdollisuuksia osallistua
opetukseen. Myos perusopiskelijoiden odotetaan olevan
kiinnostuneita kesdopetuksesta — siitd huolimatta, ettéi
kesé on opiskelijoille kesédtoiden ja lomailun aikaa.

Oulun yliopiston matemaattisten tieteiden laitoksella
opiskellaan perinteiseen tapaan kesélla monia kursseja
tuutorryhmissa. Niihin osallistuu joka kesd myos tyos-
sdolevia opettajia. Lopulliset padtokset ensi kesén ryh-
mistd tehddin huhtikuun lopulla, mutta jo téssd vai-
heessa ennakkoilmoittautumisten perusteella luvataan
kurssit

Analyysi 2 (5 ov)

e Differentiaaliyht&lst 1 (3 ov)

Differentiaaliyhtélot 2 (2 ov)

Matriisiteoria (5 ov)

Matemaattinen logiikka (5 ov)

Ryhmi&d tulee p&ddasiassa kesd- ja elokuulle. Néihin
ryhmiin voivat osallistua ne, joilla on opinto-oikeus

Oulun yliopiston johonkin koulutusohjelmaan tai eril-
listen/tidydentévien opintojen suoritusoikeus matema-
tilkan opintoihin. Lisétietoja tulee Oulun yliopis-
ton matemaattisten tieteiden laitoksen verkkosivuille
http://math.oulu.fi.

Pohjois-Pohjanmaan keséyliopisto jarjestdd Oulussa
kurssin

e Matematiikan perusmetodit 1 (5 ov)
Lisétietoja, ks. http://www.pohjois-pohjanmaa.fi/
kesayliopisto/.
Joensuun yliopiston matematiikan laitos jirjestdd ke-
sdopetuksena kurssit

e Koulumatematiikan harjoituskurssi (1 ov)

e Matematiikkaa tietokoneilla (1 ov/2 ov)

Kurssit pidetain 28.7.-15.8.2003. Opiskelu toteutetaan
pienryhmissé, joiden ohjaajina toimii laitoksen opis-
kelijoita. Kurssit voi sisédllyttdd joko matematiikan
cum lauden vapaavalintaisiin opintoihin opettajalinjal-
la tai didaktisen matematiikan approbaturin/cum lau-
den koulumatematiikan erikoiskursseiksi.

Toimitussihteerin palsta
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Kursseille osallistuvilta edellytetdan opinto-oikeutta
tutkinnon suorittamista varten Joensuun yliopistos-
sa, erillistd opinto-oikeutta didaktisen matematii-
kan opintoihin tai opinto-oikeutta avoimen yliopis-
ton kautta. Lisdtietoa kursseista 16ytyy verkkosivulta
http://www.joensuu.fi/matematiikka/appro.html,
jolla on esitelty myo6s muut kesélld 2003 pidettéavat di-
daktisen matematiikan approbaturin/cum lauden kurs-
sit.

Jyvaskyldn yliopisto jérjestda 13. kesdkoulun elo-
kuussa Jyviskyldssd. Edistyneemmille perustutkinto-

opiskelijoille ja jatko-opiskelijoille tarkoitetut matema-
tiikan kurssit ovat

e Questions and Methods around the Inverse Con-
ductivity Problem (1,5 ov)
e An Introduction to Electrical Impedance Tomo-

graphy (1,5 ov)

Molemmat kymmenen luentotunnin kurssit pide-
tddn 18.-22.8.2003. Lisatietoa Jyvéskylan kesidkoulus-
ta (mm. kurssien luennoijat ja kurssikuvaukset) 16ytyy
verkkosivulta http://www. jyu.fi/summerschool/.

Helsingin yliopiston matematiikan laitos jarjestda ke-
sdopetuksena kurssit

o Algebra I (5 ov)

e Opettajalinjan peruskurssi (6 ov)

e Johdatus symboliseen laskentaan (5 ov)

e Gradu-seminaari
Lisdksi jéarjetetddan lahinna tutkijakoulutettaville tar-
koitetut tiiviskurssit

e Complex Dynamics

e Discrete Conformal Mappings
Kurssit pidetéddn péddasiassa toukokuun lopun ja juhan-
nuksen sekd heindkuun lopun ja elokuun alun valisina
aikoina. Kursseista 16ytyy liséitietoja (mm. luentoajat

ja luennoijat) Helsingin yliopiston matematiikan laitok-
sen verkkosivuilta http://www.math.helsinki.fi.

Mika Koskenoja

Helsingin yliopiston matematiikan laitoksen kesé-
opetuksessa kurssien suorittajilla pitdd olla opinto-
oikeus tutkinnon suorittamista varten matematiikan
koulutusohjelmassa tai erillisten/tidydentévien opin-
tojen suoritusoikeus matematiikan opintoihin. Li-
sdohjeita 16ytyy Helsingin yliopiston matemaatis-
luonnontieteellisen tiedekunnan verkkosivuilta (lomak-
keista) http://www.helsinki.fi/ml/tdk/.

Seké Helsingin yliopiston etté Teknillisen korkeakoulun
Avoimessa yliopistossa luennoidaan kesilla kaksi mate-
matiikan kurssia; Helsingissé valittavina ovat kurssit

e Koulumatematiikan tdydennyskurssi (4 ov)

e Lineaarialgebra I (5 ov)
ja Otaniemessé kurssit

e Diskreetin matematiikan perusteet (3 ov)

e Sovelletun matematiikan tietokonetyst (1 ov)

Avoin yliopisto-opetus on avointa kaikille ifstd ja
pohjakoulutuksesta riippumatta. Lisdtietoja kursseis-
ta loytyy osoitteista http://www.avoin.helsinki.fi
(HY) ja http://www.avoin.hut.fi (TKK). Myds
Helsingin seudun keséyliopisto jérjestdd mate-
matiikan opetusta; ks. kesédyliopiston verkkosivut
http://www.kesayliopistohki.fi.

Matematiikan ja luonnontieteiden opetuksen tutkimus-
seura jirjestdd kansalliset tutkimuksen péaivat Helsin-
gissi 10.-11.10.2003. Paivét ovat samalla tutkimusseu-
ran 20-vuotisjuhlaseminaari. Tutkimuspéivien yleistee-
ma on matemaattisten aineiden opettajankoulutus. Li-
sdksi torstaina 9.10. on Tutkimusseuran ja Valtakun-
nallisen matematiikan, fysiikan ja kemian opetuksen
tutkijakoulun yhteinen symposium, jonka teemana on
koulutuksellinen tasa-arvo. Kaikki opettajankoulutuk-
sesta ja matemaattisten aineiden opetuksesta seké nii-
den kehittdmisesté kiinnostuneet opettajat ovat terve-
tulleita paiville.

Tutkimuksen péiviin voi tutustua tarkemmin verkko-
sivulla http://www.malux.edu.helsinki.fi/malu/
tutkimus/tutkimusseura/symposium/.

Toimitussihteerin palsta
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Modulaarisista laskutaulukoista

Visa Latvala ja Pekka Smolander

Matematiikan laitos, Joensuun yliopisto

Johdanto Modulaaristen laskutoimitusten
maaritelméit

Artikkelin tarkoituksena on tutustuttaa lukija modu-
laariseen yhteen- ja kertolaskuun. Namé& ovat ominai-
suuksiltaan reaalilukujen yhteen- ja kertolaskun kaltai-
sia laskutoimituksia dérellisessd joukossa. Modulaaris-
ten laskutoimitusten tarkasteluun on loydettévissa ai-
nakin kaksi hyvai syyta: Ensinnédkin kyseiset laskutoi-
mitukset ja yleisemmin darelliset kunnat ovat keskeises-
sé roolissa modernissa tiedonsuojauksessa, ks. esimer-
kiksi [5, Luku 7]. Toiseksi modulaariset laskutaulukot
ovat hyodyllisia algebran yliopisto-opetuksen néakdkul-
masta, silld ne antavat konkreettisia esimerkkeji, joi-
den avulla ldhestyé algebrallisten struktuurien saman-
laisuuden eli isomorfian kisitettd. Lukiolaiselle taulu-
kot antavat esimerkin ei-standardista laskuopista, niitéa
voi tutkia ilman mitéén tietoa abstraktista algebrasta.

Téssé esityksessa keskitytddn modulaariseen kertolas-
kuun sen vuoksi, ettd yhteenlaskutaulukoita on nii-
den ddrimméisen sdannollisyyden vuoksi helppo muo-
dostaa kynilld ja paperilla. Sen sijaan jo neljad al-
kiota suurempien kertolaskutaulukoiden muodostami-
nen kynélld ja paperilla alkaa olla tyoldas tehtédva. Téa-
mé lienee keskeinen syy siihen, ettei ohessa esitelté-
vid yleisia kertolaskutaulukoita juuri 16ydy klassisis-
ta algebran oppikirjoista. Viimeisessd luvussa anne-
taan Maple-proseduuri, jota kayttéden laskutaulukoita
voi muodostaa nappia painamalla.

Olkoon m € N luonnollinen luku. Kokonaisluvun a € Z
Jjakojéadnnos modulo m on ehdoista

a=km+r, 0<r<m,
vksikésitteisesti médrdytyva ei-negatiivinen kokonais-
luku r. Téssé luonnollisesti myos k € Z, ks. [5) Theo-

rem 1.9].

Esimerkki. Luvun 15 jakojdénntés modulo 7 on 1, sil-
14 15 =2-7+ 1. Luvun 25 jakojadnnés modulo 7 on 4,
silld 25 =3 -7 4 4.

Modulaarinen yhteen- ja kertolasku mééaritelldén kaik-
kien mahdollisten jakojaannosten modulo m joukossa

R(m):={0,1,...,m—1}

asettamalla

a @ b := luvun a + b jakojdannos modulo m,

a ® b := luvun ab jakojadnnos modulo m.
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Esimerkki. Laskemalla jakojaannokset modulo 4 to-
detaan, etté yhteen- ja kertolaskutaulukot ovat muotoa

®l0 1 2 3 ®l0 1 2 3
0jo 1 2 3 0000 0
112 30 1012 3
212 3 01 2|10 2 0 2
313 01 2 310 3 21

Laskutaulukoita luetaan kuten koulusta tuttua kym-
menen kertotaulua. Esimerkiksi

203=1

eli tulos 16ytyy lukuun 2 liittyvén vaakarivin ja lukuun
3 liittyvén pystyrivin risteyskohdasta. Vastaavaan ta-
paan kertolaskutaulukosta havaitaan, etté

203=2.

Edelleen yhteen- ja kertolaskutaulukot modulo 5 ovat

@0 1 2 3 4 ©(0 1 2 3 4
010 1 2 3 4 0(0 0 0 0 O
111 2 3 4 0 110 1 2 3 4
212 3 4 01 210 2 4 1 3
313 4 0 1 2 310 3 1 4 2
414 0 1 2 3 410 4 3 2 1

Kysymys. Milld tavalla luvun 0 esiintyminen eroaa
toisistaan kertolaskutaulukoissa modulo 4 ja 57 Kyse
on yleisestd ilmiosté, joka liittyy siihen, ettd 5 on alku-
luku, mutta 4 ei.

Edellisesté esimerkistd nikyy sdanto, jonka mukaan yh-
teenlaskutaulukot rakentuvat. Téassé esityksessé keski-
tytddnkin tarkastelemaan kertolaskutaulukoita, koska
ne eivit rakennu yksinkertaisen sddnnon mukaisesti ja
ovat siten vaikeammin esitettdvissd. On kuitenkin ko-
rostettava, ettd yhteenlaskutaulukot ovat teoreettises-
ti erittain térkeitd. Esimerkiksi déarelliset Abelin ryh-
mét voidaan karakterisoida niiden avulla ([2, Theo-
rem 10.7], tai [1, Theorem 1.22]). Toisaalta yhteen- ja
kertolasku yhdessd muodostavat térkein esimerkin &4-
rellisestd kunnasta tapauksessa, jossa m on alkuluku.
Mainittakoon myds, etté kirjallisuudessa joukon R(m)
yhteenlaskutaulukolle kdytetdin tavanomaisesti mer-
kintoja (Zom, +) ja (Zm, ®).

Voidaan osoittaa, ettd @ ja ® ovat aina vaihdannaisia ja
liitdnnaisid. Namé ominaisuudet periytyvit kokonais-
lukujen vastaavista ominaisuuksista ([2, Theorem 2.7]).
Vaihdannaisuus nékyy taulukoissa siten, ettd taulukot
ovat symmetrisid paalavistdjan suhteen.

Modulaarinen kertolaskuryhmé

Kertolasku ® ei yleisesti muodosta ryhméé joukossa

R(m):={0,...,m—1},

silld vaikkakin 1 on neutraalialkio, niin esimerkiksi ta-
pauksessa m = 4 jakojaannokselld 2 ei ole kd#nteisal-
kiota, ts.

20x #1
kaikilla z = 0,1,2,3. Sen sijaan alkuluvun m ta-
pauksessa ® muodostaa ryhmén joukossa {1,...,m —

1} (tdmé perustellaan seuraavassa luvussa). Ryhmén
maédritelmé 16ytyy abstraktin algebran oppikirjoista,
katso esimerkiksi [1].

Koska tarkoituksena on hytdyntaa kertolaskutaulukoi-
ta #drellisten ryhmien isomorfiatarkasteluissa, rajoite-
taan joukkoa R(m) siten, ettd kertolaskun kiinteisal-
kiovaatimus saadaan voimaan. Tdmé& suoritetaan siten,
ettéd joukosta R(m) poimitaan taulukkoon mukaan vain
ne jakojadnnokset a € R(m), joille

syt(a,m) = 1.
Siis kertolaskua ® tarkastellaan joukossa
R*(m):={ae{l,...,m}|syt(a,m) =1}

Esimerkiksi tapauksessa m = 24 pdadytadn taulukkoon

1 5 7 11 13 17 19 23
5 1 11 7 17 13 23 19
v 11 1 5 19 23 13 17
1 7 5 1 23 19 17 13
13 17 19 23 1 5 7 11
17 13 23 19 5 1 11 7
19 23 13 17 7 11 1 5
23 19 17 13 11 7 5 1 |

Taulukossa esitystd on yksinkertaistettu siten, etté ker-
rottavien alkioiden vaaka- ja pystyrivit samoin kuin
kertolaskumerkki ® on jdtetty pois. Kerrottavat al-
kiot esiintyvét joka tapauksessa matriisin ensimmaéisel-
14 vaaka- ja pystyrivilld koska 1 on aina mukana tau-
lukossa ja 1 ® a = a kaikilla a € R*(m). Kertolaskun
osalta kéytetdan jatkossa kaikkialla taté yksinkertais-
tettya matriisiesitysta.

Edellisestd taulukosta huomataan, ettid joukon R*(8)
jokainen luku toteuttaa yhtalon x ©® z = 1. Tdmé& on
erikoinen algebrallinen ominaisuus, joka ei yleisesti pé-
de joukoille R*(m). Ominaisuuteen palataan viimeisté
edellisessé luvussa.

Maaritelmé. Eulerin funktio ¢ on sellainen kuvaus
N — N, ettd ¢(m) ilmoittaa niiden lukujen a €
{0,1,...,m — 1} lukuméérén, joille syt(a,m) = 1.

Siis ¢(m) ilmoittaa kuinka monta lukua joukossa
R*(m) on. Voidaan osoittaa (|5, Theorem 6.5]), ettéd
funktiolle ¢ pétee kanoninen kaava

or-n(i-2)(-2)
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missd {p1,...,pr } on luvun m alkutekijsiden joukko,
so. niiden alkulukujen joukko, joilla m on jaollinen. Esi-

merkiksi
1 1
$(24) = 24 (1 - 5) (1 - §> =8,

silld luvun 24 = 23 - 3 alkutekijit ovat 2 ja 3.

Modulaarisen kertolaskuryhmén
matemaattiset perustelut

Téssé luvussa tarkastellaan lyhyesti matemaattisia pe-
rusteluja sille, miksi ® muodostaa ryhmén joukossa
R*(m). Tam4 ei periaatteessa edellyté tietoja, jotka ei-
vét tulisi vastaan lukion lukuteorian syventavalla kurs-
silla, katso esimerkiksi [3]. Jos luku tuntuu liian teo-
reettiselta, sen voi ohittaa ja palata asiaan tarvittaessa
myShemmin.

Kokonaisluku p > 1 on alkuluku, jos luvulla p ei ole
muita positiivisia tekijoitd kuin 1 ja p. Lukuja a,b € Z
sanotaan keskendén jaottomiksi, jos lukujen a ja b suu-
rin yhteinen tekiji syt(a, b) on 1. Kéiytéinnsssi luvut to-
distetaan usein kesken#dn jaottomiksi seuraavaa apu-
tulosta kdyttden ([5, Theorem 2.2]):

Apulause 1. Kokonaisluvut a ja b ovat keskenéén jaot-
tomia, jos ja vain jos on olemassa ki, ko € Z siten, etté

aky + bky = 1.

Aiemmin on jo mainittu, ettd ® on liitdnnéinen ja vaih-
dannainen joukossa R(m). On kuitenkin osoitettava,
ettéd kertolasku ® on laskutoimitus joukossa

R*(m)={a€e{l,....m—1}|syt(a,m) =1},

eli on todettava, etté tulo a®b sisiltyy joukkoon R*(m)
kaikilla a,b € R*(m). Tédméi seuraa Apulauseesta 1: Jos
syt(a,m) = 1 ja syt(b,m) = 1, niin ak; + mky = 1 ja
bly + mlsy = 1. Kertomalla yhtdlot puolittain saadaan

1= (ak1 + mkg)(bll + mlg)
= ab(klll) + m(akllg + bkzll + kaZQ).

Siis syt(ab,m) = 1 Apulauseen 1 nojalla. Edelleen jo-
kaisella ¢ € R*(m) on joukossa R*(m) kddnteisalkio
kertolaskun suhteen, ts. yhtalolla

a®@r=1

on ratkaisu x € R*(m) kaikilla ¢ € R*(m). Tdmén
perustelu on luontevinta suorittaa kongruenssin avul-
la: Kongruenssirelaatio modulo m méairitelladn asetta-
malla

a=b modm

silloin kun erotus a —b on jaollinen luvulla m eli kun on
olemassa k € Z siten, ettd a — b = km. Kongruenssire-
laatiota on alemmin késitelty Solmun artikkelissa [4].

Ka#nteisalkion olemassolokysymys palautuu yksinker-
taisen lineaarisen kongruenssiyhtélon ratkaisemiseen

(|5, Theorem 3.10]):

Apulause 2. Olkoon m € N ja a € Z. Tillsin
kongruenssiyhtalslla

ar=1 modm
on ratkaisu z € Z joka on yksikésitteinen modulo m.
Olkoon a € R*(m) ja olkoon a kongruenssin

ar =1 modm

ratkaisun x jakojddnnos modulo m. Télloin a €
{0,1,....m—1}ja

ad =1 mod m.

Kongruenssin mééritelmén mukaan erotus aa — 1 on
jaollinen luvulla m eli on olemassa k € Z siten, etté
aa — 1 = km. Téastd saadaan

aa =km+1,
joten tulon aa jakojadnnos modulo m on 1. Siis
a®a=1.

Lopuksi @ € R*(m), silld yhtélostd aa — km = 1 seuraa
Apulauseen 1 nojalla, ettd syt(a,m) = 1.

On osoitettu, ettd pari (R*(m),®) on ryhmé, silli ker-
tolasku ©® on liitdnnéinen joukossa R*(m), luku 1 €
R*(m) on laskutoimituksen ® neutraalialkio joukossa
R*(m) jaa € R*(m) on alkion a € R*(m) kidnteisalkio
laskutoimituksessa ©.

Isomorfia-kisitteesta

Luvussa 2 todettiin, ettd ¢(m) ilmoittaa ryhmén
(R*(m),®) alkioiden lukumé&érén. Syy siihen, miksi
kertolaskutaulukot ovat kayttokelpoisia isomorfiatar-
kasteluissa piilee siiné, ettd Eulerin funktio ei ole in-
jektio. Esimerkiksi

¢(5) = ¢(8) = ¢(10) = ¢(12) = 4.

Niin ollen neljan alkion kertolaskuryhmét voidaan
muodostaa joukoissa R*(5), R*(8), R*(10) ja R*(12).
Naihin liittyvét taulukot ovat (vastaavassa jirjestyk-
sessé)

IO JUI NI
W = DN
N s =W
— N W
N Ot W
[SAEEN B
W~ g Ot
— W ot
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1 3 79 15 7 11
3917 5 1 11 7
71 9 3|’ 7T 11 1 5
9 7 3 1 11 7 5 1

On luonnollista kysyé, kuinka monta rakenteeltaan eri-
laista ryhmétaulukkoa néiden neljén taulukon joukossa
on? Tutkimalla taulukkoja

1 3 5 7 1 5 7 11
(1) 31 75 5 1 11 7
5 7 1 3|’ 7T 11 1 5
7T 5 3 1 11 7 5 1

havaitaan, ettd ne ovat rakenteeltaan identtiset; jos jél-
kimméisesséd kaytetddn symbolille 5 merkintédéd 3, sym-
bolille 7 merkintdd 5 ja symbolille 11 merkintdd 7,
saadaan ensimméinen taulukko. Samalla tavalla havai-
taan, ettd taulukot

2)

[ENEGUR R
[SURS N N
N OB~ W
— N W o
© g w =
= O W
W O =
— W J o

ovat rakenteeltaan identtiset. Seuraavaksi voidaan ky-
syé, ovatko esimerkiksi taulukot

ISNEGCR O
[SURS NG N
N B~ W
— N W
BN G BN JUR
[SLEEN QSEEYJU
W = =3 ot
— W Ut

identtiset? Vastaus on: eivit ole. Yksi (ikdvé) tapa to-
deta tdma on kirjoittaa jilkimméisen taulukon alkiot 3,
5 ja 7 kaikissa mahdollisissa jarjestyksissd ja kussakin
tapauksessa vertailla saatua taulukkorakennetta ensim-
maiseen. Pidetdn tassa tunnettuna, ettd luvut 1 taulu-
koissa vastaavat vélttamatta toisiaan identtisissad tau-
lukoissa. Menettely on tyolasta ja useamman alkion ta-
pauksessa kiiytéinnossi mahdotonta. Toinen (huomat-
tavasti parempi) tapa, jota myoskddn ei téssd yhtey-
dessé perustella, on seuraava: havaitaan, ettd ensim-
maéisessé taulukossa yhtalolla

P=zx0zr=1

on kaksi ratkaisua, kun taas jalkimmaéisessid taulukos-
sa yhtalolla 22 = 1 on nelji ratkaisua. Niin taulukot
eiviit voi olla rakenteeltaan identtiset (isomorfiset). Ni-
mittdin isomorfisilla laskutoimituksilla kaikki algebral-
liset ominaisuudet ovat identtiset. Se, etti alkio on it-
sensé kadnteisalkio, on erds algebrallinen ominaisuus,
so. ominaisuus joka voidaan isomorfiakuvauksen avulla
"siirtdd” struktuurista toiseen.

Siis eréis silmiinpistdva peruste modulaaristen kerto-
laskutaulukoiden rakenteiden erilaisuudelle on se, et-
td taulukoissa on eri méadrd lukuja 1 péddiagonaalil-
la. Muita perusteita on 16ydettévissd muunlaisten al-
gebrallisten ominaisuuksien avulla.

Huomautus. Voidaan osoittaa, ettd on olemassa vain
kaksi neljéin alkion ryhmérakennetta. Taulukot (1) ovat
esimerkkejid Kleinin neliryhméstéd. Taulukot (2) ovat
puolestaan esimerkkejé neljan alkion syklisestd ryh-
masta (Z4, @)

Tehtdvd. Yhtdlo ¢(m) = 8 pitee arvoilla m €
{15,16,20,24,30}. Tulosta kertolaskutaulut joukois-
sa R*(15), R*(16), R*(20), R*(24), R*(30) Luvun 5
Maple-proseduurilla ja selvité, kuinka monta rakenteel-
taan erilaista naiden viiden taulukon joukossa on!

Maple-proseduuri modulaaristen
kertolaskutaulukoiden tulostami-
seksi

Maple-proseduuri, joka muodostaa listan ryhmén
R*(m) alkioista:

ryhma:=proc(m)
local p,R,n,j:

with(numtheory) :
p:=phi(m):
R:=array(l..p):
j:=0:

for n to m-1 do
if gcd(n,m)=1 then
j:=j+1: R[j]:=n:
fi:
od:
evalm(R) :
end:

Maple-proseduuri, joka muodostaa ryhmén R*(m) ker-
tolaskutaulukon:

kertotaulu:=proc (m)
local p,T,R,1,j:

with(numtheory) :
p:=phi(m):
T:=array(l..p,1..p):
R:=ryhma(m) :

for i to p do
for j to p do
T[i,j]l:=R[i1*R[j] mod m:
od:
od:
evalm(T)
end:
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Osittaisintegroinnin ihmeita:
Wallisin ja Stirlingin kaavat

Matti Lehtinen
Dosentti
Matematiikan laitos, Helsingin yliopisto

Solmun keskustelupalstan lukija kiinnitti huomiota
Stirlingin kaavaan. Sehén on kaava, jota kaytetddn, kun
halutaan tietdd luvun n! arvo isohkoilla n:n arvoilla.
Kun n on kohtuullinen, niin n! on valtava: oma tas-
kulaskimeni suostuu kertomaan minulle, mitd on 69!,
mutta 70! panee sen solmuun. Mutta Stirlingin kaavan
perusteella tiedén, ettéd

n! ~n"e "V2mn.

Siis

In(70!) ~ 70,5 - In(70) —
~ 230,4378

70+ 0,5 - In(27)

ja kun siirrytadn kymmenkantaisiin logaritmeihin, néh-
dadn, etta

230,4378

log(70!) ~ n(10)

~ 100,078.

Siis 70! ~ 109978 . 10190 ~ 1,2 . 10100,

Stirlingin kaavaan sisdltyva likim&ardisyys johtuu siité,
ettd kaava on oikeastaan alkupid luvun In(n!) sarjake-

hitelmésté
1
In(n!) = (n + 5) In(n) —n + In(27)
By By
1 e
(1) Jr1-2-n+3 4-n3Jr
Bok

kS @) ez T

Tésséd Bo, By, jne. ovat Bernoullin lukuja. Namé puo-
lestaan méarittelee sarja

_ZBk K

1 1
Erityisesti By = 5 ja By = ~30°
Stirlingin kaava on tdmén perusteella

n! ~ n"e "/ 2mnel/(1217)

Lisétermi vaikuttaisi edelld lasketussa In(70!):n arvos-
sa vasta kolmanteen desimaaliin, joten tarkennus ei ole
kovin suuri.

Hiukan tarkempi

Tilanteet, joissa Stirlingin kaavan antamaa informaa-
tiota tarvitaan, ovat usein kombinatorisia. Koska péé-
mielenkiinto tdllin kohdistuu jonkin kertomatermin
suuruusluokkaan kyseisessé tilanteessa, ei kaavan pe-
rustelujen pohtiminen juuri ole paallimmaisena huolen
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aiheena. Niinp# Stirlingin kaava on hyvé esimerkki ma-
temaattisesta tuloksesta, johon uskotaan, mutta jon-
ka perustelua harva lienee kunnolla kaynyt lapi. Mut-
ta kun matematiikassa ei oikeastaan pitéisi olla uskon
asioita ollenkaan, niin on paikallaan antaa kaavalle jon-
kinmoinen perustelu.

Emme lihde johtamaan sarjaa (1) vaan tyydymme hiu-
kan lievempédén muotoon

(2) lim —— =2

Raja-arvon (2) johto voidaan perustaa Wallisin kaa-
vaan, joka antaa yllattavén kertolaskuesityksen ympy-
raén liittyvalle luonnonvakiolle . Wallisin kaava ker-
too, ettd 7 on sellaisen lukujonon raja-arvo, jonka ylei-
nen termi on

2.2.4.4--2n-2n
1-1-3-3---(2n—1)-2n— 1)

1
n

Wallisin kaavan johto ei ole vaikea: olennaisin idea
on sinifunktion potenssien kiyttdytyminen osittaisin-
tegroinnissa. Stirlingin kaavaan siirryttéessi joudutaan
vetoamaan tavalliseen potenssisarjan ominaisuuteen ja
sarjateorian ensi alkeisiin kuuluvaan Leibnizin vuorot-
televia sarjoja koskevaan lauseeseen.

Stirling ja Wallis

James Stirling syntyi v. 1692 Skotlannissa, ldhelld
Stirling-nimistd kaupunkia, jonka 16ytda kartasta Glas-
gow'n koillispuolelta. Stirlingin nuoruusvaiheet ovat
jossain madrin haipyneet unohduksiin. Tiedetéddn kui-
tenkin, ettéd hin opiskeli Oxfordissa, mutta joutui kes-
keyttamédn opintonsa poliittisista syisté, perhe nimit-
tdin kannatti vuoden 1688 Maineikkaassa vallanku-
mouksessa Englannin valtaistuimelta karkotetun skot-
lantilaisen Stuart-suvun palauttamista valtaan. Stirling
vietti pitkdhkon ajan Venetsiassa, mutta palasi 1720-
luvulla ensin Skotlantiin ja sitten Lontooseen. Lontoos-
sa Stirling julkaisi vuonna 1730 Methodus Differentialis
-nimisen kirjan, jossa sarja (1) esiintyy. Melkein samaan
aikaan myo6s toinen Lontoossa vaikuttanut matemaa-
tikko, Abraham De Moivre, julkaisi hyvin samanlaisen
tuloksen. Muutamaa vuotta myShemmin Stirling jatti
matematiikan ja siirtyi, niin kuin nyt sanottaisiin, elin-
keinoelamén palvelukseen. Hén toimi loppuikénsa kai-
vosyhtion johtajana Skotlannissa. Stirling kuoli vuonna
1770.

John Wallis eli lahes sata vuotta aikaisemmin kuin
Stirling. Hén syntyi 1616. Wallisin kerrotaan saa-
neen ensimméisen kosketuksensa laskentoon vasta 14-
vuotiaana, pikkuveljensd laskennon kirjasta. Wallis

opiskeli papiksi ja toimi seurakunnissa. Englannin sisél-
lissodan aikana h&n kunnostautui salakirjoitusten avaa-
jana — toimi, jossa matemaatikot ovat tuottaneet hyo-
tyd tai vahinkoa ihmiskunnalle (riippuen siitd, kum-
man kiistapuolen kannalta asioita katsotaan) myshem-
misséikin konflikteissa. Wallisinkin uraa varjosti hiukan
Stuartien suku: vaikka hén olikin Englannin siséllisso-
dassa tasavaltalaisten puolella, héan allekirjoitti kirjel-
mén, jossa paheksuttiin kuningas Kaarle I:n mestausta.
Mutta kun Oxfordin geometrian professori Turner tu-
ki avoimesti kuninkaan puoluetta, tasavaltalaishallitus
erotti tdmén ja nimitti virkaan Wallisin. Wallis olikin
sitten professorina aina vuonna 1703 tapahtuneeseen
kuolemaansa asti.

Nyt tarkastelun kohteena oleva kaava on julkaistu
Wallisin péiteoksessa Arithmetica Infinitorum vuonna
1656. Wallis paatyi kaavaansa rohkean, enemmén vii-
saan arvauksen kuin matemaattisen todistuksen tun-
nusmerkit tdyttavalld interpolaatiomenetelmalli.

Wallisin kaava

Wallisin kaavan voi nédppérésti johtaa osittaisintegroin-
tiin perustuvan kikan avulla. Osittaisintegrointi on sa-
ma kuin tulon derivointikaavan lukeminen takaperin.
Jos f ja g ovat funktioita, niin

(f9) =flg+4d'f.

Koska funktion derivaatan integraalifunktio on — in-
tegraalifunktion méa#ritelmén mukaan, alkuperiinen
funktio, on

f(@)g(x) = / f(@)g() d + / f(2)g () de
eli
[ F@ste) = f@g@) - [ @)g' (@) da.

Maarattyyn integraaliin sovitettuna edellinen kaava on

Olkoon nyt n > 2, g(z) = sin" 'z ja f(x) = —cos.
Silloin
g (x)=(n—1)sin" ?zcosx
ja
f/(z) = sinx.
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Jos vield a = 0 ja b = sin g, niin kaava (3) saa muodon
(koska sin0 = 0 = cos )
/Sin" xdr=(n-1) / cos? zsin" 2 x dx

0 0

=(n-1) /(1 —sin? z) sin” % x dx.
0
Téstéd on helppo ratkaista
sin" % x dx

n [ sin"zdr = (n—1)

O\m\a
o\mﬁ

ja

2y dx.

%
-1
/sm rdr = /sin"
0 0
Merkitadn lyhyyden vuoksi

3
= /Sin” zdz.
0

Edelld on osoitettu, etté

n—1

(4) Apn =

an—2,

kun n > 2. Mutta

ag= [ ldz =

|

D\MI::

ja

T
a1 = [ sinzdx = —cos§ + cos0 = 1.

o\wu

1
Kun néistd ldhdetdan liikkeelle, saadaan ay = 527
2 3 1-3 2-4
as = —, G4 = —Qy = Ul —— jne. Induk-

3= 27942 7 35
tiotodistuksella voi varmistaa, etté

B 3---2k—1m
W= T 0k 2
ja
2.4-.-(2k)
G = S 2k 1)

™
Tekija 5 esiintyy jonon a,, joka toisessa termissé. Osa-

mAArasta voidaan helposti ratkaista
A2k+1
22.42%...(2k)? 2
(5) 7= CLI Ly
12.32... (2]4} — 1)2 2k +1 a2k+1

Mutta 0 < sinz < 1 kaikilla z € (0, g) Siis esi-

2k=1 2 > sin®f 2 > sin?**! g kaikilla x €

. Jos integroitavien funktioiden arvot ovat kai-

merl%iksi sin
(0:5)
kissa integrointialueen osissa samassa suuruusjarjestyk-
sessd, niin funktioiden integraalitkin ovat téssé jérjes-
tyksessé. Siis agp4+1 < a2 < a2x—1. Kun tdhén sovite-
taan palautuskaava (4), saadaan

azk asi 2k +1 1
1< . = ok < ok =1+ ﬂ
+1 ZhgTA2k—1

Namé epayhtélot osoittavat selvésti, etta

. a2k
lim =1.
k—oo QK41

Yhtaloon (5) sovellettuna tdmé merkitsee, ettd

42 (202 2
(2k—1)2 2k+1

”_khlﬂop 32

Edelleen ei ole ongelma korvata raja-arvossa termi

2 1
1 termilla o joten olemme saaneet aikaan Walli-
sin kaavan
1 2-2-4-4---2k -2k
= lim

koo k1-1-3-3---(2k—1)- 2k —1)

Kaavan osoittajassa oleva perékkéisten parillisten ko-
konaislukujen 2,4, ...,2k tulo on selvisti 2¢ - k!. Kun
nimittdjassa oleva periakkéisten parittomien kokonais-
lukujen tulo lavennetaan parillisten kokonaislukujen
(2k)'
92k .
néilld ja otetaan siita v1e1a puolittain nelidjuuri. Jéljelle
jaa

tulolla, saadaan

. Sievennetaan Wallisin kaavaa

(k)2

(©) VA= lim T

Téama Wallisin kaavan muoto on hyodyllisin Stirlingin
kaavan kannalta.

Pieni koukkaus sarjoihin ja erés
epiyhtilo

Padméasdramme, epidyhtilon (2) oikeaksi osoittaminen,
vaatii tuekseen epéyhtilon, jonka todistaminen onnis-
tuu yksinkertaisen sarjatempun avulla. Muistutetaan
ensin mieleen, ettd jos jono (xx) on véihenevi ja sen
raja-arvo on 0, niin sarja 1 —22+x3—. .. on suppeneva
sarja ja sen summa on pienempi kuin z;. Suppenemi-
nen perustuu sithen, ettéd parillisesta méérésta termejé
muodostettu osasumma (xq — x2) + (3 —x4) + -+ on
kasvava jono kun taas parittomasta méarastd termeja
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muodostettu jono x1 — ((z2 —x3) + (x4 —x5) + -+ ) vé-
henee. Toisaalta parillisesta méarésta termeja muodos-
tetut osajonot ovat pienempié kuin parittomasta méa-
ristd muodostetut. Sarjan summa on lisdksi pienempi
kuin sen ensimmaéinen termi. Nama asiat muodostavat
Leibnizin vuorottelevia sarjoja koskevan lauseen.

Olkoon nyt 0 < z < 1. Geometrisen sarjan summakaa-
van mukaan on

L:l—m+x2—~~.

142z
Nojaudumme nyt siihen vahén koulumatematiikan ul-
kopuolelle asettuvaan, mutta tuskin yllattdvaan fak-
taan, jonka mukaan potenssisarjan méérittelevan funk-
tion voi integroida niin, ettéd sarjan termit erikseen in-
tegroidaan. Edellinen relaatio antaa néin ollen aiheen
relaatioon

kun —1 <z < 1.

Ja nyt se temppu: lasketaan

1 1
<x+2>ln(1+m)
1 1 1 1 1 1

1 1 1 1
=1 Z ) 22 S A M
+<3 4>z +<6 4>x+

Sarjan termien merkki vaihtuu toisesta alkaen ja ter-
mit ldhestyvét nollaa. Leibnizin lauseen nojalla sarjan
summa on siten > 1. Siis

(7) (i + %) In(1+z)>1

kaikilla 0 < = < 1. (Kirjoittaja ottaa mielelldéin vas-
taan muita epdyhtilon (7) todistuksia.)

Stirlingin kaava

Merkitsemme
nle”

Osoitamme, etté jono (¢, ) suppenee. Siihen riittii, et-
td (¢p,) on vihenevé jono. Mutta
1
1 1\""2
! (1 + ) .
e n

Cn 1 1
Cn+1 2 n

Cp =

(n+1)"+1+3

nnta

Cn 1
e(n+1)

Cn+41

Siis

Mutta kun téhin sovelletaan epéyhtélod (7) arvolla

Cn

1
r = —, saadaan heti In > 0eli ¢, > cpa1. Voim-
n

CnJrl
me merkitéd ¢ = lim,_, o ¢y

Raja-arvon ¢ méaédrittdmiseksi tukeudumme Wallisin
kaavaan muodossa (6). Kun huomaamme, etté

»  (n)2e®" _ (2n)le®
Cn = n2ng Ja  Cop = (2’11)2" 2’/1,
niin saamme
2 2

C
9 m = lim n =
9) VA= lim O

c\/§ ’
josta voidaan ratkaista haluttu tulos ¢ = v/2m7, eli juuri
Stirlingin kaava (2).

Mutta vield yksi varotoimi! Kaavassa (9) tapahtuva
raja-arvon siirtdminen lausekkeen sisdén, nimittajaan-
kin, on sallittua vain, jos raja-arvo ¢ # 0. Ratkaistuna
tietysti ¢ # 0, mutta jotta ratkaisu on mahdollinen, on
jo edelté tiedettdva, ettd ¢ # 0. Kdytetdan taas yksin-

1
kertaista integraaliarviota. Funktion f, f(x) = — ku-

vaaja on alaspiin kupera. Kuvaajan ja z-akselin valin
[a, b] viliin jddvé pinta-ala on silloin pienempi kuin sel-

1
laisen puolisuunnikkaan, jonka kannat ovat — ja — ja
a

b

korkeus b — a. Siis

1
In <1+—> =ln(n+1)—1Inn
n

"/d:v<1 11
N T 2\n n+1)/)°

n

Kaavan (8) mukaan

| Cn <1 +1 1+ 1 1
n —(n+ = — —
Cn+1 2 2 n n-+1

R
Cdnn+1) 4\n n+1/)°

Kun edelliset epayhtalot arvoillan = 1,2,...,k—1 las-
ketaan puolittain yhteen, niin supistuu paljon, ja jaa

o 1/ 1\ 1
me et (1-2) <
nck<4( k:)<4

Tamén voi kirjoittaa muotoon ¢; < cred ja koska
3 .o el es

¢1 = e, myds muotoon ¢ > ez > 0. Siis yhtélon (9)

kirjoittaminen oli oikeutettua.
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Aineenopettajan aineenhallinnan

tarkeydesta

Riikka Palkki
Filosofian ylioppilas
Matemaattisten tieteiden laitos, Oulun yliopisto

Viime aikoina on esitetty ajatuksia, ettd matematii-
kan aineenopettajakoulutus pitéisi siirtdd luonnontie-
teellisestd tiedekunnasta kokonaan opettajankoulutus-
laitokseen. Tulevana matematiikan opettajana suhtau-
dun tdhan epdillen. Kuinka matematiikkaa voisi opet-
taa tietdmattd mitd se oikeastaan on? Epéilen, syntyi-
sik6 matematiikan syvempi oivallus OKL:n puitteissa
jérjestetyssd kenties enemmén kasvatuksellista néko-
kulmaa painottavassa aineenopetuksessa. Kuinka laa-
jaan matematiikan opetuksen jéarjestdmiseen siella yli-
paansé olisi resursseja?

Matematiikkaa ja yleensd sivuaineina luettuja fysiik-
kaa ja kemiaa ei nidhdékseni voi opettaa ilman, etté
itse tietdd opetettavasta asiasta enemmén kuin oppi-
laansa. Olen huomannut, etté 35 opintoviikon kokonai-
suus esimerkiksi fysiikasta ei vield tuo kovinkaan laa-
joja tietoja alasta. Opinnoissa tulee pian eteen tosia-
sia, ettd luonnontieteellisilld aloilla tietoa on rajaton
médrd. Taémén huomattuani minunkin oli luovuttava
lukion jalkeisestd — nyt naiivilta tuntuvasta — pyrki-
myksesténi saavuttaa tieteen avulla selked ja tarkka
kuva maailmasta. Tieto todellakin lisdé tuskaa, kysy-
myksid syntyy aina vain enemmaén, eikéd koko eldménsa
aikana ehtisi kuin hieman syventyé esimerkiksi johon-
kin matematiikan osa-alueeseen. Vaatii paljon opintoja,

ettd edes jonkinlainen kokonaiskuva hahmottuu. An-
taakseen totuudenmukaisen kuvan tieteesté opettajan
kuitenkin lienee vilttamétonta huomata, ettei tarkeéa
tiedon viidakossa olekaan yksittéisten tietojen hallinta
vaan tieteellinen ajattelutapa. Kuinka tdmén valitté-
minen oppilaille onnistuisi, jos ei itse ole voinut opis-
kella ainettaan niin paljon, ettd kokonaisuus ja oman
aineen ajattelutapa ovat alkaneet selkeyty&?

Matematiikkaa 70 opintoviikkoa opiskeltuani ehdotto-
masti tarkeintd mitd olen oppinut on matemaattinen,
looginen ja luova ajattelutapa. Oivallus, ettd matema-
tiikka ei vaadi neroutta, vaan on oma kiehtova kielensé,
on mielesténi tarked. On upea tunne tietdi, ettd edes-
sé oleva tdysin vieraan nidkdinen matemaattinen teks-
ti avautuu, kun siihen jaksaa paneutua. Laajasti omaa
alaansa opiskellessa oppii ndkemédn selkeitd kokonai-
suuksia, johon matematiikan opetuksen tulisi mielesta-
ni aivan alusta alkaen tdhdétd. Olen huomannut miten
kapea-alaista matematiikan opetus koulussa on. Luo-
vuus, kriittisyys ja ajattelutavan kehittdminen jadvat
usein asioiden hallinnan varjoon. Opetusta olisi kehitet-
tavi, mutta epdiilen olisiko kasvatustieteitd painottavan
koulutuksen saaneilla ndkemystd mihin suuntaan.

Jos aineenopettajan koulutus siirrettéisiin OKL:&4n,
hakeutuisiko sinne opiskelijoiksi enemmén opettamises-
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ta kuin matematiikasta itsessédn kiinnostuneita? Ny-
kyinen jérjestelméhén on, etté aineenopettajat opiske-
levat suurimman osan opinnoistaan opetettavien ainei-
den opintoja, ja suorittavat 35 opintoviikon opettajan
pedagogiset opinnot. Opetettavien aineiden opintojen
suuri osuus mielesténi takaa sen, ettd tulevat opetta-
jat ovat kiinnostuneita ja innostuneita alastaan. Innos-
tus on olennaista my6s oppilaita aineen pariin moti-
voitaessa aikanaan opettajana toimiessa. Toisaalta tus-
kin monet edes ovat opiskelujen alkaessa selvilld tule-
vasta suuntautumisvaihtoehdostaan. Itse en olisi ollut
valmis hakeutumaan suoraan aineenopettajakoulutuk-
seen; muutamassa vuodessa ihminen vield kasvaa, ja
nikemys itselle parhaasta alasta kypsyy véhitellen.

Nahdékseni tarkedd on myos kuva, minké tiede antaa
itsestdédn oppilaille. Laajojen aineopintojen my&ta ko-
kee itsensd matemaatikoksi. Kun opiskellessa ei vield
mielld itsedidn niink&dén opettajaksi, voi kokea olevan-
sa osa tiedeyhteistd, ja tutustua sen toimintaan sisél-
td késin. Voisin kuvitella, ettéd télloin tuntee aivan eri
tavalla olevansa vastuussa opettamastaan asiasta kuin
ainoastaan opettajan identiteetin omatessaan. Kyseen-
alaista olisi myos viestittad oppilaille, ettei matematiik-
ka ole niin térke#d, ettd opettajan tarvitsisi sitd kun-
nolla opiskella. Millainen kuva tieteesté talloin annet-
taisiin, ja mitd tuleville tieteentekijoille oikein viesti-
tettaisiin? Miten kévisi tieteen arvostuksen ylipdansi?
Nykyisin on tarjolla paljon luonnontieteellisté tietoa.
Oppilaille tulisi tarjota riittdvit mahdollisuudet jatko-
opintoihin ja laaja-alainen tiedollinen pohja. Mielesténi
opettajilla on oltava valmiudet tdmén edesauttamiseen.

Matematiikan opettaminen on mahdotonta ilman riit-
tavéd aineenhallintaa, mutta luonnollisesti olennaista

on myos miten opettaa. Opettajuuteen kasvu on pit-
k& tie, ja kasvatustieteellisid opintoja voisi mielesténi
sijoittaa opintojen varrelle eiké vain keskittdé niin sa-
nottuun auskultointivuoteen. Néin voi jossain mé&érin
halutessaan tehdékin. Oulun yliopistossa lukio- ja lai-
tostuutorointi seké peruskoulun alaluokkien matema-
tiikkakerhojen vetdminen ovat oivia esimerkkeja téasta.
Niihin osallistumisen myoté kenties myos aineenhallin-
nan tirkeyttéd epailevit opiskelijat tulevat toisiin aja-
tuksiin.

Kouluissa vastavalmistuneet opettajat kohtaavat kui-
tenkin arkitodellisuuden my&téd varmasti myos kasva-
tuksellisen tehtédvéin haastavuuden. Tahén kuten yleen-
sdkin opettajuuteen oppiminen vievét valtavasti aikaa,
mutta aineenhallinnalta tédtd aikaa ei ndhddkseni voi
missddn nimessa ottaa. Lisdd pedagogisia opintoja saa-
taisiin lisdamalld aineenopettajien koulutusaikaa esi-
merkiksi vuodella. Opettajien tehtdvd on yhteiskun-
nallisesti niin térked, ettd sithen kannattaa panostaa.
Kéytdnnon opetustyon haasteiden kohtaamiseen silti
tuskin paremmin auttaa mikédin muu kuin itsendinen
opettaminen. Ehdotukseni olisi vastavalmistuneiden ai-
neenopettajien vihintédén parin vuoden mittainen tu-
kiryhm#, jossa nuori opettaja voisi sekéd vertaistensa
ettd jonkun kokeneemman ammattilaisen kanssa kéay-
da lapi kohtaamiaan ongelmia ja opettajuuteen kasvua
yleensd. Téllaisten ryhmien anti olisi varmasti korvaa-
matonta.

Aineenopettajille on varmasti tdrkedd muukin kuin ai-
neenhallinta, mutta matematiikan kohdalla on mieles-
tdni syytd muistaa, ettd ilman aineenhallintaa ei ole
mitd opettaa.
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Tehtavia

1. Nelion sivut ovat 12 cm pitkét. Jos neliota kierretdan
90° pisteen P ympéri, kahden nelion peittdma pinta-ala
on 211 cm?. Jos neliéti kierretiifin jilleen 90° pisteen P
ympéri, syntyy kolmas neli6. Kolmen nelion peittama
yhteinen pinta-ala on 287 cm?. Miss# on piste P?

2. Nelikulmion pinta-ala on A ja sen sivujen nelididen
summa on Q. Osoita, ettd pitee @ > 2A.

3. Olkoon

ja olkoon f : N — N funktio, jolle kaikilla positiivisilla
kokonaisluvuilla n,

1
|f(n) = qn| < .
Osoita, ettd f(f(n)) = f(n) + n.

4. Puoliympyrén muotoisen pesusienen halkaisija on
20 cm. Miké on sienen pyyhkimén taulun osan pinta-
ala, jos puoliympyrdan halkaisijan péaédtepisteistd yksi

pysyy koko ajan taulun alareunalla ja toinen vasem-
malla reunalla?

5. Etsi yhtélo suoralle, joka koskettaa kayraa
y = 3zt — 423

kahdessa eri pisteessa.

6. Muurahainen kévelee alueella, jota rajoittaa yht&lon
2y oy =6

kuvaaja. Sen kévelemé reitti koostuu osista, jotka
ovat yhdensuuntaisia koordinaatiston akseleihin néh-
den. Kévely alkaa kidyrin satunnaisesta pisteesté ja jat-
kuu kayrdn rajaamalla alueella kunnes muurahainen
torméd kdyran kuvaajaan. Télloin se tekee 90° k&dn-
noksen ja jatkaa kévelemistd kdyran rajaaman alueen
sisalléd. Se pyséhtyy vain, jos se saapuu sellaiseen kayréin
kohtaan, jossa se on ollut aiemmin tai se ei voi jatkaa
kavelya ylla kuvattujen sdédntojen mukaan. Osoita, etta
kaikista ldhtopisteista ldhdettdessd muurahaisen kavely

pysédhtyy.

Tehtdvien ratkaisut ovat tdmén lehden viimeisilld sivuilla.

Lahde: KéMaL, Volume 1, Number 1, December 2002, 46-55.

Kéaannos ja ladonta: Jani Leinonen
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Opiskelijat entisti osaamattomampia

Ruotsissa

Ruotsin matematiikan tason laskua késitteleva kirjoi-
tus julkaistiin Dagens Nyheter -lehdessd 7. kesdkuu-
ta 2002. Kirjoituksessa 23 matematiikan yliopistotason
opettajaa maan eri yliopistoista ja teknisistd oppilai-
toksista ilmaisee syvén huolestuneisuutensa asiasta.

"Edellytykset matematiikan korkeampaan opetukseen
yliopistoissa ja korkeakouluissa ovat heikentyneet huo-
mattavati viimeisen kymmenen vuoden aikana. Huo-
nojen esitietojen takia opiskelijoiden tuloskéyrét huo-
nonevat jatkuvasti. Ensimmaéisen vuoden insing6riopis-
kelijoiden kokeessa Uumajassa vuonna 1998 opiskelijat
ratkaisivat keskimé&arin 65 prosenttia tehtédvistd oikein.
Samaisessa kokeessa vuonna 2001 vastaava luku oli vain
51 prosenttia. Kymmenen vuoden aikana hyviksytty-
jen médrd ensimmaéisen matematiikan tentin jalkeen on
melkein puolittunut.”

Kirjoittajat antavat tunnustusta opetusministerin
aloitteelle perustaa matematiikkaty6ryhmé, koska hén-
kin on huolissaan ruotsalaisten koululaisten matematii-
kan taidoista.

Kirjoittajat korostavat hyvien matematiikan taitojen
tarpeellisuuden lisdantymistéd seké selvittdvit Ruotsin
yliopisto- ja korkeakoulumatematiikan perusopetuksen
ongelmia.

"Historiallisesti matematiikka on muiden luonnontie-
teiden ohella ollut vuorovaikutuksessa ennen kaikkea
tahtitieteen ja fysiikan kanssa. Matemaattisia teorioita
on voitu johtaa uusista fysiikan ilmioistd ja kddntéden

matemaattiset teoriat ovat usein johtaneet uusiin fy-
siikaalisiin havaintoihin. Esimerkiksi jotkut alkeishiuk-
kaset ovat alun perin olleet pelkkid matemattisia kon-
struktiota, kunnes niiden olemassaolo on lopulta pys-
tytty toteamaan hiukkaskiihdyttimesséd. Viime vuosi-
na matematiikka on saanut uusia sovellusaloja myos
biologiassa ja ld#ketieteessd. Muita tieteenaloja, jois-
sa kéytetddn ahkerasti matematiikkaa, ovat ekologia,
meteorologia, taloustiede, epidemiologia, kryptografia
sekd informaatio- ja viestintéiteknologia.

My6s elokuvateollisuus on viime vuosina alkanut kayt-
tdd matematiikkaa tuotannossaan. ’Star Wars’, ’Ju-
rassic Park’, 'Taru Sormusten Herrasta’ ja ’Titanic’
ovat esimerkkeji elokuvista, joiden erikoistehosteissa
on kiytetty pitkille kehitettyd matemaattista mallinta-
mista. MyG6s monet arkipédivén tavarat, kuten autot, cd-
soittimet, televisiot ja muu kodin elektroniikka, piilot-
televat muovikuorensa sisélla uusia matemaattisia tu-
loksia. Autojen tapauksessa jopa kuori — siis kori — on
matemaattisen mallintamisen tulos. Lyhyesti: kehitty-
nyt teknologinen yhteiskunta vaatii hyvid matematii-
kan taitoja.

Matematiikan kieltéd ja teorioita kéytetddn menestyk-
sella my6s muilla kuin luonnontieteellisilla aloilla, ja
néin syntyy uusia matematiikan osa-alueita, esimerk-
kind finanssimatematiikka. Useat Nobelin taloustieteen
palkinnon saajista ovat olleet matemaatikkoja. Tunne-
tuin néisté lienee John Nash, peliteorian isé, jonka teo-
riat ovat luonnon- ja taloustieteiden lisdksi vaikutta-
neet myds konfliktitutkimuksen, psykologian ja sosio-
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logian aloilla.

Kun yhtio tekee pédtoksen kalliin teknisen laitteiston
hankkimisesta, talousarviossa huomioidaan myos ylla-
pidon ja turvallisuuden kustannukset. Samaa strategiaa
tulisi kdyttad myos inhimillisten voimavarojen suhteen.
Tieteen ja korkean teknologian invenstoinnit edellytté-
vét yllapitoa ja turvallisuutta alemmilla tasoilla jatku-
vuuden ja kehityksen takaamiseksi. Tésséd yhteydessa
tarkoitamme asianmukaista lasten ja nuorten opetus-
ta koulun kaikilla asteilla seké yliopistoissa ja korkea-
kouluissa. Ilman téllaista opetusta seuraavalla tasolla
ilmenee armotta 'toimintahairioita’.

Korkeamman matematiikan opetuksen edellytykset
Ruotsissa ovat muuttuneet voimakkaasti viimeisen
kymmenen vuoden aikana. Ylioppilaiden esitiedot, mi-
té tulee seké laskutaitoon etté késitteiden ymmartami-
seen, ovat huonontuneet jatkuvasti. Tamé on osoitettu
Korkeakoululaitoksen maan matemaattisen koulutuk-
sen arvioinnissa, ja samaa osoittavat myos ensimméi-
sen vuoden opiskelijoiden diagnostiset kokeet esim. Uu-
majan yliopistossa, Kungliga Tekniska Hogskolanissa
(KTH) sekd Chalmersin Teknillisessé korkeakoulussa.
Tuloskayrét viimeisen kymmenen vuoden aikana ovat
olleet jatkuvassa laskussa, kun ne aiemmin ovat olleet
miltei vakiot.

Chalmersissa ylld mainitun kaltainen koe on jérjestet-
ty vuodesta 1973 ldhtien. Vuosina 1973-1993 siviili-
insingorien (vastaa Suomen dipl.ins. tutkintoa) médra
kasvoi noin 50 prosenttia, mutta diagnostisten kokeiden
tuloksissa oli vain vahéistd vaihtelua. Suurin muutos
tapahtui vuosina 1993-1994, vaikka uusien teekkarien
m#drd laskikin hieman, ja 1994-1995 voitiin jo tode-
ta tulosten laskeneen noin 10 prosenttia. Siitd ldhtien
tulokset ovat huonontuneet vuosi vuodelta.

Uumajan tilastot vuodesta 1998 eteenpéin osoittavat,
ettd arvosanan MVG (Mycket vil godként, paras kol-
mesta arvosanasta) lukion "Matematiikka D’ suuntau-
tumisvaihtoehdosta saaneiden opiskelijoiden koetulok-
set laskivat vuoden 1998 80 prosentista vuoden 2001
68 prosenttiin. Vastaavasti arvosanan VG saaneiden tu-
lokset laskivat keskimé#ériisestd 66 prosentista noin 50
prosenttiin, ja arvosanan G saaneet ratkaisivat keski-
médrin 53 prosenttia tehtavistd oikein vuonna 1998,
kun vuonna 2001 luku oli laskenut 40:een prosenttiin.
Yhteensd uudet opiskelijat osasivat ratkaista vain 65
prosenttia kokeen tehtédvistd vuonna 1998, kun taas
vuonna 2001 sama luku oli vaivaiset 51 prosenttia. Sa-
man ajanjakson aikana korkeakoulujen insinéoriopiske-
lijoiden tulokset laskivat 43:sta prosentista noin 33 pro-
senttiin. Vastikddn ilmestynyt julkaisu osoittaa saman
ilmion my6s KTH:ssa.

Mita tulee ensimmaéisten yliopiston matematiikan kurs-
sien tuloksiin, voimme eriissd tapauksissa todeta en-
simmaéisessd tentissd hyvéaksyttyjen méadran puoliintu-
neen viimeisten kymmenen vuoden aikana.

Kaikki ndmé& huomiot sopivat yhteen sen kuvan kanssa,
jonka opettajat kautta maan ovat tiedostaneet. Ope-
tuksen taso oli suhteellisen vakio 1970- ja 80-lukujen
aikana, mutta trendi muuttui joskus 90-luvun alkupuo-
lella. Miksi n&ain? Erés usein kuultu selitys on lukion j&l-
keisten opintopaikkojen madrian kasvu luonnontieteelli-
silld ja teknisilla aloilla. Témé tosin ei ole koko totuus,
kuten Chalmersin ja Uumajan tilastot osoittavat.

Haluammekin nostaa esille kolme muuta mahdollista
syytd, nimittédin pédtevien opettajien puutteen, kurssien
muodon yldasteissa ja lukioissa, seké vallitsevan ajan
hengen.

Kun valtio antoi vastuun nuorten koulunkéynnistd kun-
nille, my&s opetuksen taso kérsi. Heikon talouden kun-
nilla voi olla vaikeuksia péatevien opettajien palkkaami-
sessa, eikd usein edes 16ydy pétevida hakijoita, vaikka
taloudelliset edellytykset palkkaamisen olisivatkin ole-
massa. Valitettavasti ei ole tilastoja nykyisten mate-
matiikan opettajien koulutuksesta. Usein ei myoskaan
ymmarreti niitd seurauksia, joille tilanne altistaa kor-
keamman koulutuksen ja — pitkélla tdhtdimelld — koko
yhteiskunnan.

Jo vuoden 1990 vaiheilla pitk4 ja yleinen matematiik-
ka lakkautettiin muodollisesti ylaasteelta, mutta kesti
silti pari vuotta ennen kuin tdmé muutos kéytannos-
sé toteutui. Mielestdmme tasoryhmittely& tulisi kayt-
tdd, jotta matematiikasta aidosti kiinnostuneet saisivat
mahdollisuuden ylim#érédiseen panostamiseen. On ih-
meteltdvad, ettd ‘tasoryhmittelyn’ ja ’eliittipanostami-
sen’ kaltaiset sanat ovat sallittuja esimerkiksi urheilus-
sa, mutta kyseenalaisia lukuaineista puhuttaessa. Ta-
soryhmittely ei sitd paitsi tarkoita sité, ettd vain eliit-
tiin panostettaisiin, vaan myos sitéd, ettd niille, joilla
on vaikeuksia jossakin aineessa, tarjotaan mahdollisuus
ryhméén, jossa opetus vastaa paremmin heidén tarpei-
taan.

Kun oppilaat lopulta tulevat lukioon, heitd odottaa
joukko matematiikan osakursseja, jopa kuusi kappa-
letta luonnontiedelinjalla, joista neljd télld hetkella on
pakollisia. Tdmé johtaa asioiden paloittaiseen osaami-
seen, miké on valitettavaa matematiikan kaltaisessa ai-
neessa, missé oppiminen perustuu tiedon keraddntymi-
seen.

Ajan henki tuntuu olevan, ettid ’'vaikeita’ asioita tu-
lee valttda mahdollisimman paljon, jotta suuntautu-
misvaihtoehdoista saataisiin houkuttelevampia. Téallai-
sessa vertailussa matematiikka ei pérjad; monet pitédvit
ainetta vaikena. Tdmé& on my6s muihin luonnontietei-
siin seké kieliaineisiin kohdistuva ongelma. Toki mate-
matiikan opiskelu voi olla rankkaa ja vaativaa, mutta
se voi myoOs suoda ihanan tyydytyksen tunteen, kun
hallitsee matematiikan taidon. Suunnilleen sama tun-
ne kuin minké ’Joutsenlammen’ tanssiminen, jalkapal-
lon MM-tasolla pelaaminen tai kuolemattoman taiteen
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maalaaminen voi antaa. Kaikki ndmé vaativat paljon
kérsivallistd harjoittelua.

Mita yliopistoissa ja korkeakouluissa sitten tehdéén ti-
lanteen korjaamiseksi? Lukion ja korkeakoulun vilisen
kuilun ylittdmiseksi tarjotaan muutettuja opetusmuo-
toja, karsittuja kursseja, lisdé lukion kertausta, valmis-
televia kursseja ynnd muuta, mutta kaikki ndmé toi-
mivat vain ensiapuna ongelman todellista ratkaisemis-
ta odoteltaessa; kaikki lopputuotteen — valmistuneen
opiskelijan — tason sailyttamisen ja valitettavasti myos
opiskeluajan pidentymisen hinnalla.

Yllamainituista toimenpitestd huolimatta opintojen
kesken jattdminen on yleistynyt. Joillakin insinéorilin-
joilla on todettu jopa 20 prosentin opiskelijoista kes-
keyttdvin opintonsa jo ensimméisen vuoden jélkeen.
Kahden vuoden jilkeen opiskelijoiden méédra voi ol-
la jo puoliintunut, mitd on vaikea hyvéksy#. Opiske-
lijalla, joka hyviaksytdin koulutusohjelmaan, on oltava
mahdollisuus selviytya opinnoistaan, liséksi tietyn ajan

Kaannos: Henri Lindén

puitteissa.

Erds ongelma on myos opiskelijaryhmien esitietojen
tason kirjavuus. Joidenkin opiskelijoiden edellytykset
korkeakoulutason matematiikan opiskeluun ovat todel-
la hyvié, ja opiskeluajan pidentdminen tai tason laske-
minen ei ole heidédn etujensa mukaista.

Uuden matematiikkaty6ryhmén tavoite tulee olla on-
gelmien tarkempi selvittdminen, syiden analysointi, se-
k& sopivien toimenpiteiden keksiminen ongelmien rat-
kaisemiseen. Tésta selviytydkseen tyoryhmén kokoon-
panon tulisi olla mahdollisimman monialainen. Maan
matematiikan laitosten osaaminen tulee ottaa kiyttoon
tyoryhméa koottaessa.”

Kirjoittajat lopettavat huomauttamalla, ett& on korkea
aika yhdistdd voimat ministerin ehdottamalla tavalla.
”Jos Ruotsi aikoo siilya korkean teknologian osaamisen
maana, tarvitaan radikaaleja muutoksia kaikilla ope-
tuksen tasoilla.”
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Tyhjisti joukoista

Timo Tossavainen
Lehtori
Savonlinnan opettajankoulutuslaitos, Joensuun yliopisto

On olemassa suuruudeltaan erilaisia dédrettomia jouk-
koja. Esimerkiksi reaalilukujen joukko on mahtavampi
kuin luonnollisten lukujen joukko. Né&in ollen voidaan
pohtia myo0s sitd, tapahtuuko sama ilmio toisessa &é-
ripéddssd eli onko olemassa mahtavuudeltaan erilaisia
tyhjid joukkoja. Téssé kirjoituksessa tarkastellaan tété

[JDOo
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Léhes jokainen matematiikasta kiinnostunut on kuul-
lut, ettd on olemassa erimahtavia dérettémyyksid. A#-
rettomien joukkojen mahtavuuksien vertailu ei ole ai-
van triviaali asia, mutta siitd voidaan puhua ymmérret-
tavasti hyvin havainnollisella tasolla. Muun muassa Ju-
ha Oikkonen on viime aikoina késitellyt ddrettomyyt-
t4 monesta eri ndkokulmasta Dimensiossa julkaistussa
kirjoitussarjassaan [3]. Toinen hyvi suomenkielinen esi-
tys téstéd aiheesta 16ytyy Miguel de Guzmanin kirjasta

[1].

Niiden joukkojen, joiden alkioiden lukuméérs voidaan
ilmoittaa luonnollisen luvun avulla, vertailu on helpom-
paa. Joukko A on mahtavampi kuin joukko B, jos jou-
kon A alkiom#érd on suurempi kuin joukon B. Yhté-
mahtavissa aérellisissé joukoissa on sama mééara alkioi-

ta. Erityisesti, jos epétyhjilla joukoilla A ja B on samat
alkiot eli A = B, niin ne ovat yhtadmahtavat.

Mutta onko tilanne téysin selva tyhjien joukkojen osal-
ta? Tyhjdksihdn sanotaan jokaista sellaista joukkoa,
jossa ei ole yhtdan alkiota eli sen alkiom#drd on nol-
la. Koska nolla ja déreton ovat ldheistd sukua toisilleen
— molemmat aiheuttavat aritmeettisia ongelmia, katso
esim. [5] — ja toisaalta erilaisia ddrettomyyksid on ra-
jattoman monta, voidaan ainakin a priori epéilla, etta
my6s tyhjid joukkoja olisi tdssi mielesséd useita erilai-
sia.

Jos tyhjien joukkojen tarkastelun lahtokohdaksi ote-
taan aksiomaattinen joukko-oppi, tarkastelemamme
ongelma ratkeaa triviaalisti. Aksioomien mukaan on
olemassa vain yksi tyhjid joukko, joka on kaikkien
joukkojen osajoukko. Aksiomaattinen lahestymistapa
joukko-oppiin ei kuitenkaan vélttdmétta kuulu edes
jokaisen matemaatikon yleissivistykseen, vaan yleensa
muun kuin joukko-opin alan matemaatikot tarkastele-
vat joukkoja ns. naivista nakokulmasta, jossa kisitet-
td joukko ei edes mééritelld vaan oletetaan intuitiivi-
sesti ymmaérretyksi asiaksi. Téstd ndkokulmasta tyh-
jien joukkojen ongelma on hieman vihemmén triviaa-
li. Epataydellisesti mutta jollakin tavalla valaisevasti
voimme tarkastella ongelmaa lauselogiikan avulla.

Olkoon X joukko. Joukko Y on joukon X osajoukko,
jos sen jokainen alkio on myos joukon X alkio. Téata
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merkitdan kirjoittamalla Y C X. Jokainen Y C X voi-
daan kirjoittaa muodossa

(1) Y={xeX: Px)},

missd P on joukossa X mééritelty ominaisuus (Vali-
taan esimerkiksi P(x) = "z € Y”). Joukossa X mé#é-
ritellylld ominaisuudella tarkoitetaan ehtoa, jonka voi-
massaolo voidaan selvittda joukon X jokaisen alkion
tapauksessa.

Sama joukko voidaan yleensi kirjoittaa muodossa (1)
useamman eri ominaisuuden avulla, mutta jokainen
joukossa X mééritelty ominaisuus P méardd kaavan
(1) kautta tésmélleen yhden joukon X osajoukon, ni-
mittédin kaikkien niiden joukon X alkioiden x joukon,
joilla on ominaisuus P eli ehtolause P(x) on tosi. Jouk-
ko X voidaan kirjoittaa esimerkiksi muodoissa { € X :
r=za}ja{reX: ze X}

Joukkojen A ja B yhdiste AU B on joukko, joka sisél-
tdd tdsmaélleen ne alkiot, jotka ovat joko joukon A tai
joukon B tai molempien joukkojen alkioita.

Olkoot P ja @ joukossa X médriteltyji ominaisuuksia.
Télloin joukko-opin relaatiota

{zeX: Pr)}c{reX: Q)}
vastaa logiikan lause
Ve e X : P(x) = Qx)
ja péinvastoin. Samoin ilmaisut
{reX: P)}={rcX: Q)

a Ve e X : P(x) & Q(x)

ovat ekvivalentit.

Maisritelmé 2. Olkoon X joukko. Joukon X tyhji
joukko 0 x on joukko

{reX: x#x}.

Pyrimme osoittamaan seuraavan lauseen.

Lause 3. Olkoot X ja Y joukkoja. Téllsin @x = Oy .

Jos Lause 3 on tosi, niin jokaisen joukon tyhja joukko
on yksi ja sama tyhja joukko, jota merkitddn symbolil-
la (). Erityisesti myos (g = (. Liséiksi § C X, olipa X
miké tahansa joukko.

Lauseen 3 perustelu. Koska fx € X € X UY ja
ly CY CXUY,niinfx C XUY jaly C XUY.
Néin ollen fx ja )y voidaan kirjoittaa muodossa (1)
siten, etta

lx ={zeXUY: zecbx}

ja
@Y:{IEGXUYI xG@y}.

Osoitetaan, ettd Ox = Dxuy = Dy

Lauselogiikassa yhdistetty lause P < () on tosi tés-
mélleen silloin, kun lauseilla P ja () on sama totuusar-
vo. Nyt joukossa X UY miiritellyt ehdot = € Dx ja
x € ODxuy ovat epitosia kaikilla x, joten lause

T e @X =T c (Z)XuY
on tosi kaikilla z € X UY. Siis 0x = 0xuy-

Vastaavasti ndhd#én, ettd 0y = 0xuy. Niin ollen

Ox = 0y.
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Verkkomateriaalien kiyttoé peruskoulun
ylidluokkien todennikoisyyslaskennan

opetuksessa

Teemu Saranpdi
Lehtori
Veitenméen koulu, Kaarina

Opetustyén ohessa tehdyssd vertailussa oli tar-
koituksena selvittdd, oppivatko oppilaat parem-
min aloittaessaan todennékoisyyslaskennan harjoit-
telun tietokoneilla tehtédvilld verkkomateriaaleilla vai
kirjan tehtavilla. Kéytetyt verkkomateriaalit ovat
Juha Purasen kehittdmia ja 16ytyvét osoitteesta
http://noppab.pc.helsinki.fi/uudet/dalhtm/tn/
tn-tehtl.html.

Vertailu toteutettiin jakamalla luokan oppilaat kahteen
mahdollisimman samanlaiseen ryhméan ldhtotasotes-
tin perusteella. Toinen ryhmé aloitti harjoittelun tie-
tokoneilla ja toinen kirjan tehtévilla. Harjoittelua kesti
kaksi oppituntia, minka jidlkeen molemmilla ryhmilld
teetettiin testi. Tdmén jilkeen ryhmét vaihtoivat paik-
koja ja harjoittelivat taas kaksi tuntia, minké jélkeen
ryhmét testattiin uudelleen.

Ryhmien vélille erot muodostuivat ldhinnd heikkojen
oppilaiden menestyksesté testeisséd. Hyvét oppilaat me-
nestyivat molemmissa testeissé riippumatta siité, kum-
paan ryhmédn kuuluivat. Nayttaa siltd, ettd oli pa-
rempi aloittaa tietokoneharjoituksilla. Kirjan tehtavit
taas ovat monipuolisempia ja sopivat néin taitojen sy-
ventdmiseen. Heikoille oppilaille tietokonetyodskentely

selkedisti sopi. Heiddn motivaationsa lisdéntyi "uuden”
tyotavan myoté ja tdmén myota kiinnostusta riitti pa-
neutua harjoituksiin pidemmaéksi aikaa kuin yleensa
kirjan tehtéviin.

Hyville oppilaille kirjan tehtavét sopivat paremmin nii-
den monipuolisuuden vuoksi, heille tietokoneharjoituk-
set olivat turhan helppoja ja yksitoikkoisia. Néille op-
pilaille verkkomateriaaleista riittdé tehtdvad maksimis-
saan yhdeksi oppitunniksi, minké jéalkeen on syyté siir-
tyéd haastavampien kirjan tehtévien pariin.

Oppilaiden kokemuksia tietokoneharjoittelusta selvi-
tettiin lopuksi tehdylld kyselylomakkeella. Palautteen
pohjalta naytti, ettd hyvat oppilaat pitivat harjoituk-
sia lilan helppoina ja heikot vaikeina. Hyvat oppilaat
moittivat harjoituksia yksipuolisiksi ja sekaviksi. Tieto-
koneilla tyoskentelystéd lahes kaikki pitivat, mutta hei-
dén mielestdédn harjoituksiin kuitenkin kéytettiin liikaa
aikaa niiden mé#radn ja vaikeustasoon ndhden. Kaik-
ki olivat sitd mieltd, ettd he oppivat paremmin kirjan
tehtédvien avulla.

Myos heikot oppilaat pitivédt tietokoneharjoituksia se-
kavina ja, kuten edelld mainittiin, vaikeina. Kaikki pi-



Solmu

25

tivat tietokonetyodskentelyéd hauskana ja rentona tyGta-
pana, mutta enemmisto oli silti sitd mielté, ettd oppivat
paremmin kirjan tehtédvien avulla.

Opettajan nakokulmasta verkkomateriaalit ovat hyvaa
vaihtelua perinteiselle kirjaharjoittelulle. Niiden kéyt-
t64d on kuitenkin syytéd suunnitella huolellisesti. Harjoi-
tusten idean selittdminen ja “kouluttaminen” on syy-
td tehdd ennen varsinaisen harjoittelun aloittamista.
Jos oppilaille antaa varsin vapaat kédet toimia, joutuu
opettaja selittamaédn ldhes jokaiselle oppilaalle erikseen
harjoitusten idean ja toiminnan. Harjoituksiin kaytet-
tdvad aikaa on syytd myo6s suunnitella, silld hyvét op-
pilaat tekevét harjoitukset huomattavasti nopeammin

Korttipakka Suljal H_el;:il Liusi alku

Seurasva.

kuin heikot. Lisédtehtévind hyville oppilaille voisi esi-
merkiksi esitelld joitain verkko-materiaalien sisédltdmia
simulaatioita ja liitta& néihin mahdollisesti laskutehté-
Vié.

Verkkomateriaaleja voisi kdyttaa myos harjoituksina it-
sendisessé opiskelussa. Tamé tosin edellyttéi, ettd ma-
teriaaleihin on tutustuttu huolellisesti etukéteen. Eri-
tyisesti peruskoulussa voisi perusharjoituksia hyvin-
kin antaa esimerkiksi ldksytehtéviksi. Oppilaiden voisi
myos antaa tutustua itsendisesti verkkomateriaaleihin
ennen todennékoisyyslaskennan opetuksen aloittamis-
ta. Materiaalit toimisivat siis hyvin myos johdatuksena
aiheeseen.

Eatkaisu 1 FEatkaisu 2. |

korttia

Nikd on todenndkiisvyys saads vEhintidn 4 punaista

|
H

< D

ok

Sekoita

@ 10C 10 C 50 C 100 C 500 C IDDDISth vl

.

Wastaus:
|I akoja |A tapahtumt |A e1 tapahtunt iP
; 1 ] |1 IEI
tarkista l l
Kuva. Esimerkkitehtidva Juha Purasen verkkosivuilta

http://noppab.pc.helsinki.fi/uudet/dalhtm/tn/tn-tehtl.html.
Korttipakkaan liittyvia tehtédvid: Hyvinsekoitetusta pakasta nostetaan 5 korttia.
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Tehtavien ratkaisut

1. Ratkaisu. Toisen kierron jélkeen syntyva nelié on
peilikuva alkuperiisesté neliosta pisteen P suhteen. Jos
P ei ole alkuperiisen nelion sisélld, niin peilikuvalla ja
alkuperdiselld neliolla ei ole yhteista pistettd. Talloin
kolmen nelioén yhteisen pinta-alan taytyy olla suurempi
kuin 2 - 144 cm? = 288 cm?.

Oletetaan, etti nelion sisélld on sellainen piste P, jonka
ympéri neliotd 90° kiertdmaélld saadaan kokonaispinta-
alaksi 211 cm?. Yhden nelion pinta-ala on 144 cm?
ja padllekkidisten osien pinta-ala on 2 - 144 cm? —
211 cm? = 77 cm?. Vihentimalld yhteisen pinta-alan
nelivsta saamme 144 cm? — 77 cm? = 67 cm?.

77 cm? \
_

Kuva 1.

Ensimmiinen kierto siis liséisi pinta-alaa 67 cm? (tum-
mennettu alue kuvassa 1). Toista neliotd kierretiin
nyt 90° pisteen P ympéri. Ensimmaéisen nelion kier-
retty kuva on toinen nelio ja toisen nelion kierretty

kuva on kolmas nelié. Kokonaispinta-ala voi kasvaa
kussakin kierrossa enintddn saman verran kuin edel-
liselld kerralla, eli pinta-ala ei voi olla suurempi kuin
211 cm? + 67 cm? = 278 cm?, joka on vihemmin kuin
annettu 287 cm?. Siten pistetts P ei ole olemassa.

2. Ratkaisu. Ensimmaéiseksi osoitamme, ettd minka
tahansa nelikulmion sivujen neliéiden summa on enin-
tddn nelja kertaa sen pinta-ala. Kuvan 2 merkint6ja
kéyttden nelikulmion pinta-ala on

Aapcp = Aapp £ Apcp
< Aapp+ Apcp

_a-d-sina | b-c-siny
N 2 2
< ad—l—bc.
- 2
A
a a d
B D
b\ y c

Kuva 2.

Aritmeettisen ja geometrisen keskiarvon vilisesti
epayhtalostd saamme
a? + d?
2

ad <
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ja
b + 2

be <
cs—5

ja siten
4Aspep < a?+ b7 +F +d?,

kuten yll& on viitetty.

Jos vastaava epdyhtdlo muodostetaan jokaiselle moni-
tahokkaan sivulle ja epdyhtélot summataan, niin vasen
puoli on 4A ja oikea puoli 2Q). Niinpa 44 < 2@Q) ja siten
2A < Q.

3. Ratkaisu. Koska ¢ > |f(0)], niin f(0) = 0. Kaikilla
muilla n:n arvoilla f:n arvo on positiivinen kokonaislu-
ku, silld muuten ehdosta f(n) = 0 < n seuraa, ettd

1
riks [f(n) —qn| = | = qnl
ja siten
1
n < ) <1,
q

miki on mahdotonta. On helppo tarkistaa, etté

VB+1 VE—1
2 2

qg—1) = 1.

Siten mille tahansa luonnolliselle luvulle n on

[f(f(n) = f(n) —nl
= [f(f(n) —af(n) + (¢ =1)f(n) —qlg—1)n]|
=1f(f(n)) —af(n) + (¢ = D(f(n) — qn)|.

Koska kaikille reaaliluvuille pétee |a+ b| < |a| + ||, voi
edellinen itseisarvo olla korkeintaan

[f(f(n)) —af(n)|+ (g = D(f(n) — qn)|
=1f(f(n)) = af ()| + (¢ = DI(f(n) — qn),
joka on vihemmaéan kuin
é + (¢ — 1)% =1

annetun ehdon mukaan. Siten

[F(f(n)) = f(n) —n| <1,

miké on mahdollista vain, jos

f(f(n)) = f(n) =n =0,
koska f(f(n)), f(n) ja n ovat kokonaislukuja.

4. Ratkaisu. Oletetaan, ettd sieni on siis puoliym-
pyrdn muotoinen levy, jonka halkaisija on AB. Jos A
liikkuu pitkin z-akselia ja B liikkuu pitkin y-akselia,
niin puoliympyrén toisen puolen kehé liikkuu pisteen
O kautta. Siten mikéén pyyhityn alueen piste ei ole 20
senttimetrid kauempana pisteestd O.

Y

Kuva 3.

Ympyran neljanneksen, jonka sdde on 10 cm ja kes-
kipiste O, peittavit puoliympyrit, joiden halkaisijoina
ovat z- ja y-akselit (Kuva 3).

Y

Kuva 4.

Jos P on kahden kaaren viliin jaiva piste ja OP leik-
kaa laajemman kaaren pisteessd R, niin pisteet R; ja
Ry ovat pisteen R projektiot z- ja y-akseleilla. Talloin
OR1RRy on nelikulmio, jonka ldvistdjat ovat RO =
R1 Ry = 20 cm. Jos piste C' on nelikulmion keskipiste,
niin OC' = 10 cm, ja C sijaitsee pienemmélld ympyran
neljinneksen kaarella ja P sijaitsee janalla C'R. Piste
P sijaitsee siis kolmion Ry RR5 rajaaman alueen siséllé.
Kolmio Ry RRy on kokonaan puoliympyrén, jonka hal-
kaisija on R Rs ja kehépiste R, sisélld. Siten pesusieni
pyyhkii pisteen P.
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Kuva 5.

Edelld olevasta seuraa, ettd pesusienen pyyhkima
alue muodostaa neljinnesympyrén, jonka halkaisija on
20 cm ja siteen keskipistddnid O, joten pyyhitty alue

on

1
= .20%1 = 1007 cm?.

5. Ratkaisu 1. Kuvasta 6 ndhdain funktion

f(z) = 3z* — 423

kuvaaja. Pisteviiva esittdd suoraa, jonka yhtaloa etsi-
tddn. Huomaa, ettd jos x:n tilalle sijoitetaarm T+ %,
miké aiheuttaa kuvaajan siirtymisen —% suhteessa ak-
seliin, niin syntyvéi neljinnen asteen polynomi fi(x) =
f(x+ %) ei sisélld kolmannen asteen termi:

1 1
file) =3z + ) =4z + 3)°

3 3

1

:3x4—2m2—§x—§.

Saamme f7:n muotoon

1 8 4
fl(x) = 3(%2 — 5)2 — 5% — §

sivuaa kiyrdd f1(z) kahdessa pisteessid. Kysytty suo-

ra saadaan suorittamalla ké#nteinen sijoitus. Jos z — %

sijoitetaan x:n paikalle, suoran yht#loksi saadaan

8 1 4 8 4

y=—5@-3) 5= 5" "3

0.5 -

-1 -0.5

Kuva 6.

IT4t4 sijoitusta, josta kiytetdin nimed Tschirnhausin sijoitus, kiytetdsin myos yleisen neljinnen asteen yht#lon ratkaisemisessa.

Se eliminoi kolmannen asteen termin.
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-1.5 -1 -0.5

Kuva 7.

5. Ratkaisu 2. Suora y = az + b sivuaa funktion
y = 3z* — 423 kuvaajaa korkeintaan kahdessa pisteessi
jos ja vain jos polynomi

p(z) = 32" —42® —az —b

sivuaa z-akselia kahdessa pisteessd eli silld on kaksi
juurta. Kuvaajan aste on neljé ja siten jokainen juuri
on kaksoisjuuri, ja muita juuria ei ole. Jos juuret ovat
x1 ja g, niin p(x) voidaan jakaa tekij6éihinsi:

(3) p(z) = 3(x — 1) (z — 22)%
Kertomalla oikea puoli auki saadaan

3zt —42® —ax —b
= 32" — 6(x1 + x9)x> + 3(23 4 4w 20 + 23)2?

— 6x122(21 + x2)T + 3xid.

Koska vastaavien kertoimien pitédi olla yhté suuria,

(4) T1+ T2 = ;
(5) 22 +dxixy + 25 =0,
(6) 6x122(21 + 22) = a,
(7) —3x222 = b.

Yhtilostd (5) saadaan

($1 —+ IL’Q)Q = 72%13]2

ja edelleen yhdistamalld tdmi yhtélon (4) kanssa saa-

daan 129 = f%. Témin jilkeen yhtilostd (6) seuraa

a =3 ja edelleen yhtilosti (7) b= — 4.

Edellisesté seuraa, ettéd suoran yhtélo voi olla vain

8 4
A T3
Téamé suora on kysytty ratkaisu, koska yhtéaloiden
ja (5) juuret ovat reaalilukuja (x; = % — ? ja xg =

% + @) ja yll& olevat vaiheet voidaan suorittaa kdan-
teisesti ja yhtélon (3) tekijit ovat reaalilukukertoimisia
polynomeja.

5. Ratkaisu 3. Olkoon a mielivaltainen reaaliluku.
Yhtalo suoralle, joka sivuaa annettua kéyrdd pistees-

si (a, f(a)), on
y=f'(a)(z —a)+ f(a).

Jos b # a, niin tdmé on yhtenevé kiyridn tangentille
pisteessé (b, f(b)) jos ja vain jos

(8) f'(a) = f(b)
ja
(9) fla)—a- f'(a) = f(b) = b f'(b).

Yhtilostd (8) saadaan jakamalla polynomilla a —b # 0,
etté

(10) a>+ab+b*—a—b=0,
ja yhtélosté (9) samalla tavoin, ettd
(11) 9(a +b)(a® + b?) — 8(a® + ab+b?) = 0.
Kohdasta (10) seuraa

a2+ab+b=a+b
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ja sijoittamalla yhtdloon (11) saamme

a2—&—b2:§

(12) :

Sijoittamalla tdmé yht&loon (10) saamme

8
a+b—ab=—

9
Koska yhtélot (12) ja (13) johtavat neljinnen asteen
yhtéloon, esitellidn uudet muuttujat v = a + b ja
v = ab. Saamme

(13)

u272v:§
9

, U—v=—.
9

Sijoittamalla v = u — % saamme

8
2—2 —_—0.

Tamén juuret ovat u; =
v:lle ovat v; = —% ja vy =

win

jaug = %. Vastaavat arvot
4
9

Nyt a:n ja bn arvot ovat yhtéloiden

t27u1t+v1:0

ja

t2 — ’LLQt + Vg = 0
ratkaisuja. Ensimmaéisessé tapauksessa a = % - ? ja
b= % + g ja toisessa tapauksessa juuret ovat yhté-
suuret, a = b = % Koska mééritelmén mukaan a # b,
toinen tapaus ei ole ratkaisu.

1 3 8
Josa= 35— %, niin f'(a) = -3 ja
4
!
a)—a-f(a)=—=—
fla)—af'(a) = —o,

Koska kaikki vaiheet ovat kddnteisia, saadaan sama yh-
télo tangentille pisteessd (b, f(b)).

b/

E,

oY

\
|
C
o\//
E

Kuva 8.

1

Huomautuksia. Ratkaisun 3 ehdosta (10),

f'(a) = f'(b)

=0
a—b ’

saadaan ellipsi, jos a ja b esittdvit koordinaattiakse-
leita (Kuva 8). Tamaé ellipsi koostuu pisteistd P(a, b),
joille kiiyréin y = 42 — 322 tangentit pisteissi (a, f(a))
ja (b, f(b)) ovat yhdensuuntaisia. Ellipsin akselit ovat
yhdensuuntaisia koordinaattiakseleiden kulmien lavis-
téjille, ja ellipsin keskipiste on C’(%, %)

Lyhyemmaén ldvistdjin paatepisteet ovat O ja I (%, %)

1 1 1 1
Filz4+—,-——
ja
1 1 1 1
Es(5 )

37 V333
ovat kaksinkertaisen tangentin sivuamispisteitd. Tama
suhde tulee selviksi, jos ajattelee neljannen asteen yh-
tdlon kuvaajan symmetrisyyttd pisteen x = % suh-
teen. Tamé on symmetriakeskuksen abskissa kolman-
nen asteen derivaattafunktion kuvaajalle, joka esittéa
tangenttien kulmakerrointa. Jos kaksoistangentin yhta-
16 vdhennetéddn neljinnen asteen polynomista, saadaan
neljinnen asteen kdyrd, joka on symmetrinen suoran
T = % suhteen. (Tdméi on syyni sijoitukseen ratkaisus-
sa 1.) Siten tangettipisteiden abskissat ovat symmetri-
sid pisteen & = 1 suhteen. Témi piste sijaitsee kuvassa

3
8 suoralla a +b = %, joka on ellipsin pa#akseli.

On helppo tarkistaa, ettd kaikilla neljannen asteen kéy-
rilla, joilla on kaksinkertainen tangentti, on tdma omi-
naisuus, eli

f'(a) — f'(b)

a—2b

esittdd ellipsid tésmélleen téssi tapauksessa. Kaikki
talla tavoin saadut ellipsit ovat samanlaisia, niiden ek-
sentrisyys on @ ja ne kaikki saadaan kuten kuvas-
sa 8 on esitetty. Pikkuakseleiden pé#tepisteet esitté-
vit vastaavan neljannen asteen kdyran kddnnepisteiti
ja padakseleiden péadtepisteet esittavit kaksoistangent-
tien kosketuspisteité.

=0

6. Ratkaisu 1. Jos muurahainen on kéyran pisteessé
P(a,b), niin yhtalsilla

224br+b—-6=0

ja
v tay+a®—6=0

on reaalilukujuuret @ ja b. Siten diskriminantit D, =

24 — 3b% ja D, = 24 — 3a® ovat ei-negatiivisia. Jos
kumpi tahansa niistd on nolla, esimerkiksi D, = 0
eli [a] = 2v2 (siten b = —%), niin muurahainen ei

voi jatkaa kavelydidn y-akselin suuntaisesti. Ndin kiy
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pisteissi Y (2\/_7 —\/Q) ja Yg(—2\/§7 \/5) Samoin, kun
Dy = 0, eli muurahainen on pisteissé Xl(\/_,—\/i)
tai Xg(—\/i7 2\/5), se el voi jatkaa kivelyddn x-akselin
suuntaisesti.

Téamé on helposti ndhtévissé, jos huomaa, ettd kiyra
2+ tay =6
on ellipsi (Kuva 9) ja pisteet X;,Y; ovat pisteité, jois-

sa koordinaattiakseleiden suuntaiset tangentit sivuavat
kéyraa.

Kuva 9.

Jos muurahainen on pisteessid P(a,b), joka ei ole mi-
kédn neljasta ylla mainitusta pisteesté, niin muurahai-
nen voi kavelld kumpaan tahansa suuntaan. Jos P ei
ole lihtopiste, niin muurahainen voi kévelld vain yhteen
suuntaan, koska toinen suunta on tulosuunta.

Jos muurahainen kéavelee esimerkiksi x-akselin suuntai-
sesti ja saapuu kayran pisteeseen Q(c, b), niin ylla ole-
van paittelyn mukaisesti ¢ # a, ja luvut a ja ¢ ovat
kaksi yhtélon

22 +br+b2—6=0

reaalijuurta. Siten a + ¢ = —b.

Q(c;b)

Y

Vastaavasti, jos muurahainen kévelee y-akselin suun-
taisesti ja saapuu pisteeseen R(a,d) pisteestd P, niin
d+ b= —a (Kuva 10).

Edella olevasta seuraa, ettd kaikki muurahaisen kulke-
mat segmentit ovat sellaisia, ettd niiden péaétepistei-
den koordinaateista kayrilld kaksi neljdstd ovat samo-
ja. Néiden koordinaattien ja jéljelle jadvien summa on
nolla: a+b+c=0jaa+b+d=0.

Jos muurahainen esimerkiksi aloittaa kédvelyn pistees-
td Py(a,b) z-akselin suuntaisesti, sen polku kulkee seu-
raavien kiyrén pisteiden kautta: Py(a,b) — Pi(—a —
b,b) — Pa(—a —b,a) — Ps(bya) — Py(b,—a — b) —
Ps(a,—a — b) — Ps(a;b).

Jos muurahainen ei saavu mihinkdan pisteistd X;,Y;,
niin sen kévely padttyy kuudennen segmentin loppuun.
Jos muurahainen saapuu joihinkin pisteisiin X;, Y3, niin
sen kévely loppuu jo aiemmin.

Huomautuksia. 1. Helposti havaitaan, ettd muura-
hainen voi saapua pisteeseen X, jos se kivelee y-akselin
suuntaisesti: pisteeseen X pisteesti Bi(v/2, v/2) ja pis-
teeseen X5 pisteestd BQ(*\/— , ,\/5) Namé ovat samo-
ja pisteité, joista muurahainen voi tavoittaa pisteet Y;
ja YQ.

Yhteenvetona voidaan todeta, ettd jos ldhtopiste on
muu kuin Xj;, Y;, B;, niin muurahaisen kévely péét-
tyy kuuden osuuden jilkeen, jos ldhtopiste on B;, niin
kévely pééttyy yhden osuuden jalkeen, ja jos 1dhtopis-
te on X, tai Y;, niin kévely péa#ttyy kahden osuuden
jalkeen.

2. Kaytettiessd merkintdd ¢ = —a — b muurahaisen
polku kulkee (erikoistapauksia lukuunottamatta) pis-
teiden (a,b), (¢, b), (¢,a), (b,a), (b,c), (a,c), (a,b) kaut-
ta. Pisteiden koordinaatit ovat kaikki a, b tai c ja
a+b+c¢ =0 (Kuva 11). Polku, kuten myés kuvaa-
ja, on symmetrinen suoran y = x suhteen.

at+b+c=0 yA )
(c;b) P(ab) .
@) (b:2)
/// | j
(ad) (b0
Kuva 11.
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Solmu

Edell4 olevilla lukukolmikoilla on mielenkiintoinen suh-
de tehtdvén 5 mahdolliseen ratkaisuun. Jos alkuperéi-
nen polynomi on kolmannen asteen polynomi

f(I) = 933 - 6377
niin tdméan tehtévén ellipsin yhtélo on

f(@) — f(y)
T —y

=0,

ja ellipsin pisteiden koordinaatit ovat lukupareja (a, b),

joille f(a) = f(b).

Jokainen f:n arvo, paitsi paikallinen #ériarvo, saavu-
tetaan kolmessa pisteessé ja muurahaisen kulkema pol-
ku vastaa téallaista kolmikkoa. T4#ll4 esitystavalla ongel-
man ratkaisu on ilmeinen.

6. Ratkaisu 2. Kierretddn kédyrdn kuvaajaa ja muu-
rahaisen polkua —45°. Télloin kdyrdn yhtédls on (Ku-
va 12)

2

8

2
y
-1
2ty

A
S

[\)

Y

Kuva 12.

Kierretty muurahaisen kulkema polku koostuu osista,
jotka ovat 45° kulmassa koordinaattiakseleihin ndhden.

Ellipsin eksentrisyys on g = \/Lg Siten ortogonaalisen

akseleiden yhtiliisyyden ja tekijilli /3 skaalaamisen
jalkeen ellipsistd saadaan origokeskinen ympyré, jossa
muurahaisen polut muodostavat +60° ja —60° kulmat
z-akseliin ndhden (Kuva 13).

Y

Kuva 13.

Muurahaisen paikka k&ayrilla kahden segmentin jélkeen
ldhtopisteestd saadaan 120° kulmana lahtopisteeseen
nidhden. Kulman suunta riippuu muurahaisen kéve-
lysuunnasta. Koska suunta séilyy samana koko muu-
rahaisen matkan ajan, muurahainen valttdmétta pa-
laa 1dhtopisteeseen kuuden segmentin jélkeen ja kavely

paattyy.

Niin kéy kaikissa muissa lahtopisteissé, paitsi kuudessa
erikoispisteessi. Neljd néistd pisteistd on sellaisia, jois-
sa tangentit muodostavat 60° kulman z-akselin kanssa.
Jos muurahainen saapuu néihin pisteisiin, sen taytyy
pysahtya. Kaksi muuta pistettd ovat pystysuoran hal-
kaisijan pédtepisteet, joista muurahainen pédtyy tan-
genttipisteisiin (Kuva 14).

Y

Kuva 14.
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