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Deltaedrit

Virpi Kauko
Tutkija

Matematiikan ja tilastotieteen laitos, Jyviskyldn yliopisto

Solmussa 3/2002 ilmestyneessé artikkelissa Monitahok-
kaiden topologiaa méaériteltiin deltaedri monitahok-
kaaksi, jonka kaikki tahkot ovat tasasivuisia kolmioita.
Tehtaviksi annettiin selvittdd montako sellaista on ole-
massa. Lisdksi kysyttiin, montako kuperaa deltaedria
on.

Vastaus on, ettd deltaedreja on ddrettomén monta; ku-
peria deltaedreji sen sijaan on vain kahdeksan.

Yksinkertaisin deltaedri on sdédnnollinen tetraedri, joka
koostuu neljésté kolmiosta. Liittamalld kaksi tetraedrid
tahkoistaan yhteen saadaan kolmikulmainen kaksoispy-
ramidi, joka koostuu kuudesta kolmiosta. Tetraedreja
voidaan liittda talld tavoin yhteen miten pitkéksi ket-
juksi tahansa, joten deltaedrejd on ddrettémén monta.
Ketjut voivat my6s haarautua tai muodostaa silmukoi-
ta...

Monitahokkaan kuperuus tarkoitti, ettei mikain kah-
ta kérked yhdistdva jana jaa kappaleen ulkopuolelle.
Kuperan vastakohta on kovera. Kuperuuden asettami-
nen lisdvaatimukseksi rajoittaa mahdollisten tahokkai-
den madraé. Esimerkiksi kolmen tetraedrin muodosta-
ma, deltaedri nimittdin onkin kovera. Tamé& perustel-
laan kohta.

19 ehdokasta

Deltaedreja voi keksid lisdd kayttden mielikuvitusta
seké tarvittaessa sen tukena esimerkiksi paperia ja lii-
maa, tai lankaa ja mehupillejd... Mutta jos halutaan
osoittaa, ettei muita mahdollisuuksia ole kuin jo kek-
sityt, on kéytettiva teoreettisia apuneuvoja. Moni-
tahokkaiden topologiaa -artikkelissa todistettiin kaksi
kéyttokelpoista tulosta:

e FEulerin monitahokaslause: K — S + T = 2

e Kulmavajelause: Zszl vaje(k) = 720°

(missd K, S, T ovat monitahokkaan kérkien, sdrmien ja
tahkojen lukuméérit ja vaje(k) tdyskulman ja kirjessd
k kohtaavien tahkojen kulmasumman erotus).

Deltaedrissé jokaisella tahkolla on tasan kolme sdrméaé.
Toisaalta misséd tahansa monitahokkaassa kukin sdrmé
on aina yhteinen kahdelle tahkolle. Siksi pétee 3T =
25, joka Eulerin lauseeseen sijoitettuna antaa 2K —T =
4 eli T = 2(K — 2). Niin ollen kérkien lukuméiri
médrdd myos sarmien ja tahkojen lukumééran.

Tasasivuisen kolmion jokainen kulma on 60°, joten jos
kérkipisteessd k kohtaa p kolmiota, niin sen kulmava-
je on vaje(k) = (360 — p - 60)°. Koska deltaedrin piti
olla kupera, on kulmavajeen oltava positiivinen (Mie-
ti, miksi néin on!). Niinpé p voi olla vain 3,4 tai 5 ja
kulmavaje siis vastaavasti 180°,120° tai 60°.
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Merkitéén symbolilla K, deltaedrin niiden kérkien lu-
kuméirid, joissa kohtaa p kolmiota. Silloin kaikkien
kérkien lukumaird on K = Ks + K4 + K5, ja kulma-
vajelauseen mukaan pétee

K3 -180° + K, - 120° + K5 - 60° = 720°, eli
3K3 + 2K, + K5 = 12.

Nyt olemme johtaneet joukon yhtéloité, jotka monita-
hokkaan kérkien, sdrmien ja tahkojen lukuméérien on
toteutettava jotta kyseessé olisi kupera deltaedri:

(1) 3Kz + 2K, + K5 =12

(2) Ks+ Ky +Ks=K

(3) S =3(K —2)

(4) T=2(K-2)

Koska Kp,it ovat ei-negatiivisia kokonaislukuja,

yht&lolld (1) on vain &dérellinen mééréd ratkaisuja. Lu-
ku K3 voi olla korkeintaan 4, jolloin Ky = K5 = 0.
Vastaavasti K4 < 6 ja K5 < 12. Ratkaisuja (eli kolmik-
koja K3, K4, K5) on yhteensi 19, joka on myos yliraja
erilaisten kuperien deltaedrien lukuméérille. Seuraava
taulukko esittdd kaikki yhdekséntoista ehdokasta:

Ks K, Ky | K S T
4 0 0| 4 6 4
3 1 1|5 9 6
3 0 3|6 12 8
2 3 0|5 9 6
2 2 2|6 12 8
2 1 4| 7 15 10
2 0 6| 8 18 12
1 4 1] 6 12 8
1 3 3| 7 15 10
1 2 5| 8 18 12
1 1 7] 9 21 14
1 0 9|10 24 16
0o 6 0| 6 12 8
0 5 2| 7 15 10
0 4 4| 8 18 12
0 3 6| 9 21 14
0 2 8|10 24 16
0 1 10|11 27 18
0 0 12|12 30 20

On kuitenkin huomattava, ettd yhtalot (1)...(4),
joiden mukaan taulukko on laadittu, ovat vain
valttamattomia ehtoja sille ettéd tahokas on kupera
deltaedri, eivat riittdvid. Kaikki kuperat deltaedrit siis
esiintyvét taulukossa, mutta kaikki taulukon esittdmét
lukukolmikot eivat tuotakaan kuperaa deltaedri.

Ei monitahokas

Tarkastellaan taulukossa toisena olevaa lukukolmikkoa
(3,1,1). Koska yhden kirjen ympérilli pitéisi olla viisi
tahkoa (K5 = 1), voi rakentamisen aloittaa viidelld
kolmiolla. Kolmioita on toisaalta yhteensd vain kuusi,
joten tahokas olisi rakennettava kuvan mukaisesta
yvhdistelmasta liittamalld numeroidut vapaat sdrmét
pareittain yhteen. T&lloin sdrmé 2 on liitettava 3:een,
miké pakottaa 1:n ja 4:n yhteen. Jéljelle jad 5 ja 6,
mutta niiden yhteenliittdminen tuottaisi kérjen, jossa
kohtaa vain kaksi kolmiota. Tédmé& on mahdotonta,
joten téstd ei synny monitahokasta lainkaan.

Deltaedri vaan ei kupera

Alussa mainittu kolmiopohjainen kaksoispyramidi
(2,2,2) loytyy taulukon viidennelté riviltd. Merkitdin
kolmen tahkon kérkipisteitd A, B, neljan tahkon
karkia C, D ja viiden tahkon kérkid E, F'. Kappale on
symmetrinen kirkien A, B, C, D kautta kulkevan
tason suhteen; samassa tasossa on myds janan EF
keskipiste G.

Jotta jana AB ei joutuisi kappaleen ulkopuolelle,
pitiisi kulman <AGB olla kupera eli alle 180°
kappaleen puolella (siis pisteiden C, D kautta

mitattuna).

A F B A G
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Yhden tetraedrin tahkojen vélinen kulma
<AGD =: 2¢ saadaan Pythagoraan lauseen ja
trigonometrian avulla kolmioista AFE ja AGD.
Koska kolmiot ovat tasasivuisia, kaikki sarmét
AF, AF jne. ovat yhté pitkid; olkoon pituus 2. T#ll6in
janan AG pituus on /22 — 12 = /3. Nyt kulman
<AGD puolikkaan sini ja kosini ovat

1/3,cosp =+/2/3,

mistd saadaan likiarvoksi 2¢ ~ 70.53°. Kaikilla
kolmella tetraedrilld on yhteinen sdrméd FEF, jossa
sdrmékulmien summa on
<AGB = 6p ~ 211.6° > 180°. Koska se siis on yli
oikokulman, niin jana AB jai kappaleen ulkopuolelle
eli kappale on kovera.
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Kupera vaan ei deltaedri
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Taulukon keskivaiheilla oleva kolmikko (1,3, 3)
tuottaa seitsenkérkisen monitahokkaan, joka saadaan
yhdistdmilld tetraedri (4,0,0) ja oktaedri (0,6,0).
Kuperuuden testaamiseksi pitdé taas laskea yhteisen
sarmén FF ympdriltd sirmakulmien summa.
Tetraedrille AEF' D se on dsken laskettu <AGD = 2,
oktaedrille saadaan vastaavasti <DGH = 26 ja

sinf = /2/3,cos0 = +/1/3.

Likiarvoksi tulee 26 ~ 109.47°, joten summa
<AGH = 2(¢ + 0) on lidhelld oikokulmaa.
Kéayttamalld sinin summakaavaa saadaan lasketuksi
summakulman sinin tarkka arvo:

sin(p +0) = 1/V3-1/V3+V/2/3-V/2/3=1.

Siispa ¢ + 6 on tdsmadlleen suora kulma ja <AGH
oikokulma. Tamé& merkitsee, ettéd jana AH on samassa
tasossa kuin E'F. Se siis ei joudu kappaleen
ulkopuolelle (kuten eiviit muutkaan kirkid yhdistévit
janat), joten kappale on kupera. Mutta koska kaksi
vierekkiiistd tahkoa (AEF ja EFH) ovat samassa
tasossa, ne ovatkin yksi ja sama tahko AEHF, ja se
on nelikulmio eiké kolmio. Siksi tdmé kappale ei ole
deltaedri.

Kuperat deltaedrit

Lukijalle jatetdan tehtéviksi kdyda 1api taulukon

ehdokkaat ja tutkia, mitké niistéd eivét kelpaa ja

miksi. Karsinnasta selviytyy kahdeksan kuperaa
deltaedrid Ag. Loydatko ne taulukosta?

A, Tetraedri

A5 Kolmikulmainen kaksoispyramidi

Ag  Oktaedri (nelikulmainen kaksoispyramidi)

A7 Viisikulmainen kaksoispyramidi

Ag Vino kaksoiskiila 1. siamilainen dodekaedri

Ag  Kolmesti pyramidikohotettu kolmioprisma

A9 Kahdesti pyramidikohotettu nelikulmainen
vinoprisma eli kiertovenytetty
nelikulmainen kaksoispyramidi

A1o  Tkosaedri

Linkkeja

Lisdé luettavaa englanniksi 16ytyy mm. alla olevalta
hakuteoksen tapaan jarjestetyltd internet-sivustolta
(valitse D). Sielld mm. lasketaan deltaedrien
kérkipisteiden koordinaatteja ja esitellddn muutamia
koveria deltaedrejé.

http://hades.ph.tn.tudelft.nl/Internal/
PHServices/Documentation/MathWorld/math/
math.htm



