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Monitahokkaiden topologiaa

Virpi Kauko
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Matematiikan ja tilastotieteen laitos, Jyvéskylan yliopisto

Montako kuperaa deltaedria on?

Monitahokas tarkoittaa tasomonikulmioiden rajaamaa
kolmiulotteista joukkoa, tai myds téllaisista monikul-
mioista koostuvaa pintaa. (Tarvittaessa tdsmennetdin
tarkoitetaanko kulloinkin umpinaista kappaletta vai
sen onttoa kuorta.)

Monikulmio puolestaan on tasokuvio, jota reunus-
taa itsedédn leikkaamaton murtoviiva eli &é&rellinen
médri perdkkiin silmukaksi liitettyjé janoja (tai myos
téllaisen tasoalueen reunaviiva).

Monitahokkaita voidaan luokitella erilaisten
sdannollisyys- ym. ominaisuuksien perusteella, mut-
ta on myos olemassa kaikille monitahokkaille yhteisid
ominaisuuksia.

Jokaisella tahokkaalla on tietty médrd kirkid (K),
kirkid toisiinsa yhdistévid sédrmiéd (S) ja sédrmien reu-
nustamia tahkoja eli monikulmioita (7°). Vierekkéisten
tahkojen tasot leikkaavat toisensa sdrmia pitkin.
Néiden kolmen suureen avulla méaritellddn monitahok-
kaan Fulerin karakteristika K — S + T, jota on tapana
merkitd lyhyesti kreikkalaisella khi-kirjaimella x. Esi-
merkiksi kuutiolla (kuva a) on K = 8,5 = 12,7 =6 ja
siten x =8 - 1246 = 2.

1. Tehtiavii. (a) Laske Eulerin karakteristika muille
oheisen kuvan monitahokkaille ja keksi itse lisé&a esi-
merkkej.

(b) Monikulmio tai monitahokas on kupera eli kon-
veksi, jos sen kéarkia yhdistdvét janat eivat joudu jou-
kon ulkopuolelle. Mitk& oheisen kuvan monitahokkaista
ovat kuperia?

(¢) Monitahokasta sanotaan deltaedriksi, jos sen kaik-
ki tahkot ovat tasasivuisia kolmioita. Yksi sellainen on
kuvassa d. Montako erilaista deltaedrii on olemassa?
Entd montako kuperaa deltaedria?

Tehtavan 1.c ehdot tayttavid monitahokkaita voi etsid
ilman mitéén lisdtietoja, piirtdméalla ja/tai leikkaamal-
la ja liimaamalla pahvikolmioita reunoistaan yhteen.
Mutta misté tiedetdin, milloin kaikki ovat 16ytyneet?
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Etsintad voi helpottaa huomaamalla muutaman yleisen
sddnnonmukaisuuden.

Tehtédvin l.a  tehtydmme  huomaamme, ettd
K — §+ T = 2 ainakin kaikille kuvan tahokkaille, pait-
si mutterimaiselle kappaleelle (kuva e). Mahtaako tamé&
tulos péted yleisemminkin? Miksi mutteri poikkeaa
muista — voimmekohan todistaa teoreeman, jonka mu-
kaan y =2 kaikille ”epédmutterimaisille” monitahok-
kaille? Tai toisaalta, mité yhteisté on niilla tahokkailla,
joille mainittu kaava pétee?

Eulerin monitahokaslause

2. Lause. Jokaiselle kuperalle monitahokkaalle pétee
x=K-S5S+T=2.

Tamé on klassinen Eulerin monitahokaslause. Itse
asiassa kuperuus ei ole téssid véalttadmaéaton ehto, silla
viite patee myos esimerkiksi kuvissa d ja f oleville
”lommoisille” tahokkaille. Etsimmekin toisentyyppisen
luonnehdinnan, jonka avulla tulos on myds helpompi
todistaa.

Tavoittelemamme monitahokkaat ovat tietylla taval-
la ”pallomaisia”. Méaérittelemme tdmén ominaisuuden
tarkemmin kohta, mutta ensin selitdmme idean: jos mo-
nitahokas ajatellaan valmistetun jaykéin pahvin sijasta
jostakin venyvisté ja taipuisasta materiaalista, sen voi
pullistaa pyoreiksi. Mutteri pullistuu talléin uimaren-
kaan muotoiseksi pinnaksi, torukseksi, kun taas kuvan
muut tahokkaat muuttuvat palloksi. Pallo on kupera,
torus ei. Palloa ei voi muuttaa torukseksi (eiké torusta
palloksi) leikkaamatta siihen ensin reikii.

Jos kiérjet ja sdrmét on merkitty tahokkaan muus-
ta pinnasta poikkeavalla virilld, ne jadvat nékyviin
pullistettuun pintaan verkoksi. Niiden lukumé&éra
ei selvistikddn moisessa pullistelussa muutu, joten
myoskadn Eulerin karakteristika ei riipu siitd onko
kyseessé terdvasdrméinen monitahokas vai siledlld pin-
nalla oleva verkko — tai siitdkééin onko tahokas kupera
vai lommoinen. Silld sen sijaan on vilid, onko verkko
pallon vai toruksen pinnalla, kuten mutteriesimerkki
osoittaa.

Palloverkko

Laajemmassa mielessé verkko eli graafi on miké tahan-
sa kuvio, joka koostuu kérki- eli solmupisteisté ja niita

vhdistévisté, toisiaan leikkaamattomista sarmisté. Pal-
loverkoksi nimitetddn tassd sellaista &ddrellistd ja yh-
tendistd verkkoa, jonka kérjet ja sdrmét ovat pallo-
pinnalla ja siis jakavat pallon ”tilkkuihin” eli tahkoi-
hin. Adrellisyys tarkoittaa, ettd kérkii, sirmié ja tah-
koja on vain #érellisen monta kappaletta. Yhtendisyys
taas tarkoittaa, ettd verkon jokaisesta kérjestéd pédsee
sdrmid myoten mihin tahansa muuhun kérkeen.

Puhkaisemalla palloverkon yhteen tahkoon reién ja ve-
nyttdmaélla sitd verkon voi ”litistdd” tasoon ilman etté
verkon kérkien ja niissé kohtaavien sdrmien ja tahkojen
méaariat muuttuvat.

3. Tehtidvid. (a) Yl&d on erds monitahokas — ne-
liopohjainen vinoprisma — levitetty auki tasograafiksi
kahdella eri tavalla. Piirrd tai rakenna siitd kolmiulot-
teinen malli.

(b) Rakenna erilaisia palloverkkoja solmimalla lankaa
paperimassa- tms. askartelupallon ympaérille.

Jokaista kuperaa monitahokasta siis vastaa jokin pal-
loverkko, mutta on myo6s sellaisia palloverkkoja joita
ei vastaa mikdan monitahokas. Palloverkossa nimittain
voi olla "halkioita”, ”irtop&itd” ja ”yksi- ja kaksikul-
mioita”, toisin kuin monitahokkaassa. Nyt osaamme
muotoilla viitteen, jonka haluamme todistaa:

4. Lause. Palloverkolle pétee x = 2.

Todistus. Teemme erddnlaisen induktiopééttelyn: to-
distamme véitteen ensin mahdollisimman yksinkertai-
selle palloverkolle, ja sitten osoitamme ettei K — S + T
muutu vaikka kérkiéd tai sdrmié lisdttéaisiin.

Otetaan ensin pallolta vain yksi kérkipiste, jolloin lop-
puosa on yhté tahkoa. Téssd yksinkertaisimmassa pal-
loverkossa on y =1 — 0+ 1 = 2; véite siis pitee aina-
kin tésséa erikoistapauksessa.

Oletetaan sitten, etté pallo on verkotettu milld tahansa
tavalla, kunhan vain x = K — S+ T = 2. (Niin voi-
daan olettaa, koska olemme jo l6yténeet ainakin yhden
palloverkon, joka tdméin toteuttaa.)
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Muodostetaan nyt uusi verkko lisdadmaélla uusi sarméa
jo ennestddn olevien kérkien vilille, jolloin yksi tah-
ko tulee jaetuksi kahtia. Néin kérkien méérd ei muutu,
mutta sdrméat ja tahkot lisddntyvat molemmat yhdella,
joten uuden verkon Eulerin karakteristika on

X =K -S8+T =K—-(S+1)+(T+1)
=K-S+T-1+1=x=2.

Uusi verkko voidaan muodostaa my0s siten, ettd
lisataan kérkipiste ja yhdistetddn se uudella sarmaélld
johonkin ennestédén olleeseen kérkipisteeseen. Télloin
kérjet ja sarmat lisddntyvat kumpikin yhdelld ja tah-
kojen mé&ara pysyy ennallaan, joten x ei nytkddn muu-
tu.

Uusia palloverkkoja voidaan rakentaa lisdd darettomén
monta toistamalla niitd kahta operaatiota. Toisaalta
miki tahansa palloverkko saadaan aikaan t#lla tavoin:
annetun palloverkon voi purkaa poistamalla siitd yk-
si kerrallaan sérmié ja yhden sdrmén varaan jédneité
kérkipisteité, siten etté verkko pysyy joka vaiheessa yh-
tendisend (lukija keksikéon sddnnon, jolla moinen on-
nistuu!). Kun tdmé prosessi sitten tehddin takaperin,
alkuperainen verkko tulee rakennetuksi mainittuja ope-
raatioita kdyttaen.

Koska kyseiset operaatiot siis eivit muuta Eulerin ka-
rakteristikaa, se on vakio kaikille palloverkoille. Ja kos-
ka x = 2 yhdelle palloverkolle (sille jossa on vain yksi
kérki ja yksi tahko), tdmé& vakio on 2. O

Tamé tulos pétee siis kaikille palloverkoille — erityi-
sesti sellaisille jotka vastaavat jotakin monitahokasta.
Niinpd tulimme samalla todistaneeksi Eulerin monita-
hokaslauseen 2.

Kulmavaje

Monitahokkaan jokaisessa karkipisteessd k kohtaa jo-
kin méard s(k) sdrmid ja saman verran tahkoja. Kaksi
vierekkéistd sdrméd ovat jonkin tasomonikulmion sivu-
ja, ja niiden vélinen kulma o voidaan mitata tai laskea.
Kun lasketaan ndmé kaikkien kulmien a, ..., ayx) as-
teluvut yhteen, saadaan luku, joka kertoo jotakin ky-
seisen kérkipisteen luonteesta. Mikéli kulmien summa

sattuu olemaan tasan 360°, monikulmiot voi latoa sa-
maan tasoon pisteen ympaérille. Kulmasumman poik-
keama tédydestd kulmasta médritelldén kérkipisteen k
kulmavajeeksi:

vaje(k) := 360° — (a1 + - - 4 as(r))-

Positiivinen kulmavaje siis kertoo, miten laaja kiila jaa
puuttumaan tiydestd ympyristi, jos yksi sédrmé leika-
taan auki ja kérjessd kohtaavat monikulmiot levitetdan
samaan tasoon.

5. Tehtdvid. (a) Leikkaa paperista monikulmioita.
Liittele niitd yhteen ja mieti, voiko jonkin kéarkipisteen
kulmavaje olla negatiivinen? Miltd sellainen kérkipiste
néyttaisi? Miten kulmavajeen ja kuperuuden kisitteet
liittyvat toisiinsa?

(b) Rakenna paperimonikulmioista  (mielelld&n
sadnnollisistd, jottei mene turhan vaikeaksi) mielei-
sesi monitahokas. Laske kunkin kéarkipisteen kulmava-
je ja kaikkien kérkien kulmavajeiden summa. Tee sama
tarkastelu ainakin kahdelle erilaiselle tahokkaalle.

Monitahokkaan kaikkien kérkien (joita on K kappa-
letta) kulmavajeiden summaa Y1 vaje(k) = A mer-
kitdan kreikkalaisella isolla delta-kirjaimella. Itse asias-
sa pétee yleisestikin:

6. Lause. Kuperan monitahokkaan kérkien kulmava-
jeiden summa on A = 720°.

Todistus. (a) Oletetaan aluksi jokainen tahko kolmiok-
si. Silloin monitahokkaassa on kolme sdrmé#é jokais-
ta tahkoa kohti; toisaalta jokainen sdrmé& on kahdel-
le tahkolle yhteinen, joten 3T = 2S. Sijoittamalla
tdma yhtdlo Eulerin monitahokaslauseeseen 2 saadaan
2K — T = 4. Kaikkien kérkien kulmavajeiden summa
on

K
A= 2(3600 — (041 + -+ as(k)))
k=1

= 360° - K — (kaikkien tahkojen

kulmien summa).

Koska kolmion kulmien summa on 180° (tdtd tulosta
ei todisteta nyt, mutta asiaan ehké palataan Solmussa
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joskus myshemmin) ja koska tahkoja on T' kappaletta,
summaksi tulee

360° - K — 180° - T = 180° - (2K — T)
— 180° - 4 = 720°.

(b) Jos monitahokkaan tahkoina on muitakin monikul-
mioita kuin kolmioita, tahkot voidaan jakaa lavist&jilla
kolmioiksi. Nyt télle pelkistd kolmioista koostuvalle
"monitahokkaalle” pétee (a)-kohdan péittely siitd huo-
limatta, ettd vierekkaiset ”tahkot” saattavat olla sa-
massa tasossa. " Sérmien” lisddminen ei muuta kulmien
suuruuksia, joten myos téssd tapauksessa kulmavaje-
summa on 720°. O

Huomaa, ettd emme todistuksessa oikeastaan
kéyttineet oletusta monitahokkaan kuperuudesta.
Kéaytimme vain sitd tietoa, ettd sille patee Eulerin
monitahokaslause — ja kuten totesimme, tdmé pétee
aina kun tahokas voidaan pullistaa palloverkoksi. Ku-
peruus ei siis tdllekdéin lauseelle ole valttaméaton ehto
(siis viite on totta kuperille tahokkaille, mutta myos
joillekin muille).

Tama tulos on itse asiassa aika himméstyttdavi. On-
han kulmien mittaaminen luonteeltaan erilaista kuin
kérkien, sdrmien ja tahkojen Iukuméérien laskeminen:
tahokasta ei voi noin vain korvata pyoreilld pallolla
kuten teimme monitahokaslauseen todistuksessa, koska
venyttely ja pullistelu tietenkin muuttaa kulmia. Mutta
silti my6s kulmavajelause péatee riippumatta tahokkaan
tarkemmasta muodosta, kunhan siiné ei ole "reik&a”
kuten toruksessa ja mutterissa.

Kuperien deltaedrien etsinnéissi (1.c) voi nyt kiyttdd
apuna juuri todistettuja lauseita 4 ja 6. Laske ensin
sellaisen kérjen kulmavaje, jossa kohtaa p tasasivuista
kolmiota, ja mieti miten suuri kokonaisluku p voi olla.
Em. lauseet antavat valttamattoméan ehdon etsitynlais-
ten tahokkaiden kérkien lukuméérille, joten ”yrityksen
ja erehdyksen menetelm&d” ei tarvitse jatkaa loputto-
miin. (Tehtdvdin annetaan ratkaisu seuraavassa Sol-
mussa. )

Onko topologia geometriaa?

Monikulmioita ja -tahokkaita tarkastellaan usein geo-
metrisina olioina. Geometria on matematiikan ala, jos-
sa "mitataan” tai oikeastaan lasketaan etdisyyksid ja
kulmien suuruuksia; itse sanakin on johdettu kreikan
maanmittausta tarkoittavasta sanasta. Tuttu esimerk-
ki geometrisesta tuloksesta on Pythagoraan lause, joka
koskee suorakulmaisen kolmion sivujen pituuksia.

Edelld kuitenkin tarkastelimme monitahokkaita hiukan
eri kannalta: Eulerin lauseessa ei puhuta mitdan pi-
tuuksista eikéd kulmista. Eulerin karakteristika on mo-
nitahokkaan geometrisesta muodosta riippumaton va-
kio.

Joukon muotoa voivat muuttaa niissd maédritellyt ku-
vaukset eli funktiot. Esimerkiksi kuvaus

f:R —=R? f(t) = (cost,sint)
kéarii reaaliakselin tasoon ympyréaksi. Totea tdma it-

se antamalla muuttujalle ¢ € R arvoja ja piirtdmalla
kuvapisteet tasoon.

Jokaista reaalilukua ¢ vastaa siten yksi (ympyrin
kehilli oleva) tason piste (x,y), mutta jokaista
ympyrédn pistettd vastaa &dHrettomin monta reaa-
lilukua: esimerkiksi pistettd (0,1) vastaavat luvut
..,%,57”,97”,... (radiaania). Toisaalta muita tason
pisteitd kuin ympyralla olevia ei kuvauksessa f vastaa
mikéén reaaliluku.

Kuvauksia voidaan luokitella erindisten ominaisuuksien
perusteella. Kaksi joukkoa A ja B ovat topologisesti
ekvivalentit, mikéli niiden vélilla on topologinen ku-
vaus eli homeomorfismi. Havainnollisesti tidmé tarkoit-
taa, etta

e jokaista joukon A pistettd vastaa tasan yksi B:n
piste ja pédinvastoin;

e lihekkéin olevia A:n pisteitd vastaa ldhekkdiset
B:n pisteet ja piinvastoin.

Askeisen esimerkin f ei siis ollut topologinen kuvaus.
Ympyrédn ja suoran vililla ei ole olemassakaan topo-
logista kuvausta. Ympyran kanssa topologisesti ekvi-
valentteja kéyrid sanotaan silmukoiksi. Kuvan kayrat
ovat silmukoita, mutta suoran liséksi esimerkiksi jana,
kirjain R ja numero 8 eivét ole. Topologinen kuvaus voi
venyttéd, kutistaa ja taivuttaa joukkoa, tai jopa vetéa
sen umpisolmuun, mutta ei katkaista, rei’ittéas eiké ve-
nyttdd ddrettomiin.

O <> N &

Ominaisuuksia ja vakioita, jotka siilyvét topologisessa
kuvauksessa, sanotaan topologisiksi. Esimerkiksi Eule-
rin karakteristika on topologinen vakio, ja yhteniisyys
on topologinen ominaisuus.
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Toisin kuin Eulerin lauseessa, kulmavajelauseessa pu-
hutaan kulmien asteluvuista — siis geometriasta! — mut-
ta lauseen sisilto on ettéd néistd laskettu tietty lauseke
on topologinen vakio. Topologia ja geometria kietoutu-
vatkin monin tavoin yhteen, mutta ne eivét ole sama
asia.

Pinta ja sen genus

Ominaisuus, joka erottaa ratkaisevasti pallomaiset pin-
nat torusmaisista, on myos luonteeltaan topologinen.
Huomaamme, ettd toruksen voi leikata auki sopivasti
valittua silmukkaa myoten (sylinteriputkeksi) niin etté
se pysyy yhtend kappaleena. Pallolle tdmé ei onnistu:
leikkasipa sité millaista silmukkaa pitkin tahansa, siita
aina irtoaa pala. Toisaalta torustakaan ei voi leikata
endé toista silmukkaa pitkin: joko putken kylkeen tulee
reikd tai putken péddstd irtoaa rengas. Kuvassa oikealla
olevan pinnan voi avata peréti neljaa erillisté silmukkaa
pitkin halkaisematta sitéd kahtia.

Pinta tarkoittaa téssd yhtendisté, kaksiulotteista, sul-
jettua ja reunatonta joukkoa. Yhtendisyys merkitsee,
ettd mitkd tahansa kaksi pistettd voidaan yhdistéda
toisiinsa jollakin pintaa pitkin kulkevalla k&yralla; 2-
ulotteisuus taas sitd, ettd pinnasta leikattu pieni pa-
la 7n#yttdd samalta” kuin tasosta leikattu pala (tar-
kemmin sanoen pinta on paikallisesti topologisesti ekvi-
valentti tason kanssa). Erityisesti monitahokkaat ovat
sellaisia. Nyt voimme mééritelld tarkedn topologisen
késitteen:

Pinnan genus on kokonaisluku g, joka kertoo montako
erillistd silmukkaa myoten pinnan voi leikata auki niin
ettéd se pysyy yhtendisena.

Siispd pallon, kuution, pyramidin jne. genus on g = 0;
toruksen, uimarenkaan, mutterinpinnan jne. genus on
puolestaan g = 1. Genus on toisin ilmaistuna ”pujotus-
reikien” tai "kahvojen” lukuméaéra.

7. Lause. (a) Pinnan genus kasvaa yhdelld, jos siithen
tehdaén kaksi viiltoa ja liitetd&n néihin sylinteriputki
paistadn kahvaksi.

(b) Jos pinnan genus on véhintddn yksi, niin siitd
voidaan poistaa kahva leikkaamalla kahta silmukkaa

myoten ja sulkemalla syntyneet reidt. Talloin pinnan
genus viahenee yhdellé.

Todistus. (a) Olkoon P pinta ja g > 0 sen genus.
Viiltdmalla P kahdesta kohtaa auki ja liittamalld rei-
kiin putki piistdin kahvaksi syntyy uusi pinta P’. Nyt
kahvan voi taas irrottaa toisesta pa#stéadn leikkaamalla
silmukkaa mydten. Néin ollen sellaisia silmukoita, joita
pitkin pinnan voi leikata auki irrottamatta siité palaa,
loytyy P’:lta yksi enemmén kuin P:1td; P':n genus on
siis g + 1.

ey

(b) Olkoon P pinta ja g > 1 sen genus, jolloin silld
médritelmén mukaan on g eri silmukkaa sy, sg,...sg,
joita myoten sen voi leikata auki irrottamatta paloja.
Leikataan P auki yhté téllaista silmukkaa s, pitkin,
jolloin pinta siis jad yhtendiseksi ja sithen tulee kaksi
silmukanmuotoista reik&a.

Sitten leikataan pinta auki syntyneen reiéin reunan
ldheltd kulkevaa silmukkaa pitkin. Tll6in irtoaa sylin-
teriputken muotoinen pala, joten kyseinen silmukka ei
voinut olla mikéin edellimainituista (g — 1):sté silmu-
kasta. Ommellaan sitten pintaan jifineet kaksi reikdi
umpeen, jolloin syntyy uusi pinta P”. Nyt pinnalla P”
on edelleen g—1 erillistd silmukkaa, joita pitkin auki lei-
kattuna se pysyisi yhtendisené: si,sg,...54—1. Niinpé
P":n genus on g — 1, ja operaatiosta jii yli yksi sylin-
terinmuotoinen kahva. O

Mutterille ja muille positiivisen genuksen omaaville
monitahokkaille pétee Eulerin monitahokaslausetta (4)
ja kulmavajelausetta (6) vastaavat tulokset; niissé vain
esiintyy eri vakiot. Todistaaksemme namé& tulokset
kdytamme jalleen apuna verkkoja.
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Pintaverkko

Mika tahansa pinta voidaan ”verkottaa” samaan ta-
paan kuin pallo. Mielivaltaisesti valitut kérjet ja sdrmét
jakavat pinnan alueisiin, mutta téssd tarvitsemme
lisdiehdon. Jokaisen alueen reuna saa koostua vain yh-
destd (murtoviiva)silmukasta — toisin sanoen vaadim-
me, ettd alue on monikulmion kanssa topologisesti
ekvivalentti. (Tédméi ehto sulkee pois rengasmaiset tai
reidlliset alueet.)
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Esimerkiksi toruksen voi verkottaa siten, ettd saa-
daan edellé esiintyneen mutterin ”pyoristetty” vastine
— mutta jos tédstd verkosta poistetaan tietyt kuusi vii-
vaa, saadaan toinen verkko, jonka yksi alue on renkaan
muotoinen.

Nimitdmme pintaverkoksi dérellisté ja yhtendisté verk-
koa, joka jakaa jonkin pinnan topologisiin monikulmioi-
hin. Edellisen kuvan vasemmanpuoleinen verkko on
pintaverkko, oikeanpuoleinen ei. (Aiemmin mééritelty
palloverkko on siis pintaverkon erikoistapaus.)

8. Tehtivii. (a) Piirrd tai rakenna monitahokas, jon-
ka genus on vahintddn yksi ja jossa on ainakin yksi
rengasmainen ”tahko”. Laske sen Eulerin karakteristi-
ka. Lisda sitten kérkiéd tai sdrmié siten, ettd rengasa-
lue jakautuu tavallisiksi monikulmioiksi, ja laske tdmé&n
uuden tahokkaan karakteristika.

(b) Vertaa ylldolevaa pintaverkon mééritelméd pal-
loverkon mééritelméén. Palloverkon mééritelmé ei
kieltdnyt rengasalueita — siiné vaadittiin vain ettd ver-
kon pitdéa olla yhtendinen. Voiko palloverkossa olla ren-
gasalueita? Mieti miksi rengasalueet pitié kieltaé erik-
seen suurempigenuksisilta pintaverkoilta.

(¢) Voiko 1-genuksista monitahokasta (tai pintaverk-
koa) esittéd tasograafina (vrt. tehtdvi 3.a)?

Yleistetty Eulerin lause ja kulma-
vajelause

Nyt yleistimme &sken nollagenuksisille monitahokkail-
le todistamamme kaksi lausetta isompigenuksisillekin
tahokkaille.

9. Lause. Jos pinnan genus on g, niin sen jokaisen pin-
taverkon Eulerin karakteristika on y = 2 — 2g.

Todistus. Kéaytamme jalleen induktiotyyppisté
padttelya. Pallon tapauksessa g =0jayx =2 =2-2-0,
jo todistetun tavallisen Eulerin lauseen nojalla. Olete-
taan sitten viitteen pétevén jollakin luonnollisella lu-
vulla g, eli ettd (minkd tahansa) g-genuksisen pinta-
verkon V karakteristika on y = 2 — 2g.

Eulerin lauseen perusteella x ei riipu pinnan eiké ver-
kon geometriasta. On osoitettava, ettd télloin minka
tahansa (g + 1)-genuksisen pintaverkon karakteristika
on X' =2-2(g+1). Koska

2—-2(g+1)=2-29g—-2=-29g=x—2,

on toisin sanoen todistettava, ettd pinnan genuk-
sen kasvaessa yhdelld silld olevan pintaverkon Eule-
rin karakteristika véhenee kahdella. Lauseen 7 nojal-
la mink& tahansa (g + 1)-genuksisen pinnan voi koota
g-genuksisesta pinnasta ja sylinteriputkesta.

Leikataan pintaverkko V auki kahta erillistd sdrméé
my&ten. Kahvaksi liitettdvan putken voi tehd& vaik-
kapa yhdesté topologisesta nelitsté, jonka vastakkaiset
sivut yhdistetédin uudeksi sdrméksi. Operaation jéilkeen
meilld on uusi pintaverkko V', jonka genus on g + 1 ja
jossa on kérkid saman verran kuin V:ssé, sdrmié kol-
me enemmén ja tahkoja yksi enemmén. Siten verkon
V' Eulerin karakteristika on

X' =K-(S+3)+(T+1)
=K-S+T-3+1=x-2,

kuten véitettiin. Vield todetaan tavallisen Eulerin
lauseen perusteella, ettei V':n karakteristika riipu va-
litusta pintaverkosta eiké siten myoskadn tavasta jol-
la kahvan lisiys tehtiin, joten todistuskin pitee néista
valinnoista riippumatta. O

Jokaista monitahokasta vastaa sen kanssa topologisesti
ekvivalentti pintaverkko, joten lauseesta 9 seuraa yleis-
tetty Fulerin monitahokaslause:

10. Lause. Jos monitahokkaan genus on g, niin sen
Eulerin karakteristika on xy = 2 — 2g.

Todistamme vield yleistetyn kulmavajelauseen:

11. Lause. Jos monitahokkaan Eulerin karakteristika
on x, niin sen kaikkien kéirkien kulmavajeiden summa

on A = 360° - .
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Todistus. Lauseen 6 todistus yleistyy melko suo-
raan; ainoa ero on, ettd (a)-kohdassa yhtilod
3T = 2§ ei sijoiteta Eulerin monitahokaslausee-
seen K —S+T =2, vaan Eulerin karakteristikan
méadritelmiin K — S+ T = x.

Talloin saadaan 2K —2S+27T =2K —T =2y ja
kaikkien kulmavajeiden summaksi

A =360° - K — (kaikkien tahkojen kulmien
summa) = 360° - K —180° - T
= 180° - (2K — T) = 180° - 2y
—360° - .
(b)-kohdan p#éttely toimii sellaisenaan. O

Namé tulokset osoittavat, ettd Eulerin karakteristika
X ja kulmavajeiden summa A kertovat (verkotetusta)
pinnasta tasan saman asian kuin genus g. Jos siis yksi
néistd luvuista tiedetdin, voidaan laskea myds muut.
Kaikki (yhteniiset, kaksiulotteiset, suljetut ja reunat-
tomat) pinnat voidaan luokitella tdmén ominaisuuden
perusteella topologisiin luokkiin.

12. Tehtavi. Piirra tai rakenna erigenuksisia monita-
hokkaita ja laske niiden y ja A.

Huomautuksia

Tamén artikkelin tarkoitus oli esitelld havainnollisten
esimerkkien avulla millaisia asioita tutkii topologiaksi
kutsuttu matematiikan ala ja todistaa muutama topo-
loginen lause. Muodollisia mééaritelmié esitettiin mah-
dollisimman vahén, mutta kiinnostunut lukija l6ytéda
niitd helposti lisda oppikirjoista.

Topologisen kuvauksen eli homeomorfismin oi-
kea méédritelmd on  ’jatkuva  bijektio, jonka
kéddnteiskuvauskin on jatkuva’. Sana topologia on
peréisin kreikasta (kuten moni muukin matematiikan
termi). Se on matematiikan ala, jossa avoimet joukot
ja jatkuvat kuvaukset ovat keskeisia kasitteita.

Oletimme (erikseen mainitsematta) kaikki pinnat suun-
nistuviksi, eli ettd niilld on sekéd sisé- ettd ulkopuo-
li. On olemassa my6s suunnistumattomia pintoja ku-
ten Kleinin pullo, joita tdmé tarkastelu siis ei koske.
Nollagenuksisen monitahokkaan ja pallo(verko)n topo-
logista ekvivalenssia perustelimme edelld vain intui-
tioon vedoten: monitahokkaan voi ”pullistaa” palloksi.
Tamé& voitaisiin todistaa tdsméllisesti méaritteleméallad
kuvaus, joka kuvaa monitahokkaan sdrmineen pallok-
si, ja osoittamalla kyseinen kuvaus homeomorfismiksi.
Muutkin nyt perustelematta esitetyt viitteet (kuten
'yhten#isyys on topologinen ominaisuus’ ja ’ympyran
ja suoran vililld ei ole homeomorfismia’) ovat helpos-
ti todistettavissa lyhyehkon topologian perusteisiin tu-
tustumisen jilkeen.

xLisdtehtdva. Sen sijaan ettd verkotetaan valmiita
pintoja, kuten edelld tehtiin, voitaisiin aluksi rakentaa
pelkki verkko kérjistd ja sérmistd. (Talloin ei kuiten-
kaan valttaméattd synny pintaverkkoa; totea tdma ra-
kentamalla sopiva esimerkkiverkko.) Mutta jos verkko
on jonkin monitahokkaan ”luuranko”, onko kyseinen
monitahokas yksikésitteinen? Loydéatko verkon, johon
voi pingottaa tahkoja kahdella eri tavalla siten, ettd
syntyy eri genuksiset monitahokkaat? (Td4mé& on vai-
kea — 414 masennu vaikka et 16ytéisi téllaista verkkoal)



