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Paikirjoitus

Lukion pitkdn matematiikan oppiméaira pitda sisillaian
paljon materiaalia useilta matematiikan aloilta. Pakol-
listen kurssien lisdksi on nykyisin tarjolla myo6s aikai-
sempaa suurempi valikoima valinnaisia kursseja, joi-
den aiheina ovat esimerkiksi logiikka, differentiaaliyh-
talot tai eri aihepiireihin liittyvit numeeriset menetel-
miét. Yksittédisen lukion opetusohjelmassa néitéd kursse-
ja jérjestetddn ldhinné opettajien kiinnostuksesta riip-
puen, mutta kustakin erikoiskurssista on olemassa lu-
kiota varten kirjoitettuja oppikirjoja, jotka soveltune-
vat myos itseopiskeluun.

Pieni joukko matematiikasta kiinnostuneita opiskelijoi-
ta haluaa oppia matematiikkaa vield tatdkin enemmén
jo lukiossa, jolloin ongelmaksi saattaa muodostua so-
pivan oppikirjan 16ytdminen. Solmun kotisivuilta 16y-
tyy kaikenlaista materiaalia, mutta toisaalta lehtem-
me artikkelit késittelevit yleensa jotakin tiettyé yksit-
taistd kysymysté, eiviatkd ne siten sovellu jonkin ko-
konaisen matematiikan alan johdonmukaiseen opiske-
lemiseen. Téhén liittyva kysymys saapui myds Solmun
keskustelupalstalle, ja yritén lyhyesti vastata siihen.

Ensimmaéinen havaintoni on se, ettei kysymykseen 16y-
dy mitadn yksiselitteistd vastausta, mutta mahdollisia
vaihtoehtoja on muutamia. Ensimméinen ja niista hel-
pompi on tutkia kotipaikkakunnan kirjaston hyllyji ja
etsid sieltd sopivalta ndyttavid kirjoja. Tét4 menetel-
m#d kdytin itsekin, ja aikoinaan Kokkolan kaupungin-
kirjastosta sattui silmiini teos Juve-Lyytik&inen: Taval-
liset differentiaaliyht&lot. Luin kirjaa kesdloman aikana
ja muistaakseni sain ratkaistua kaikki harjoitustehté&-
vétkin, yhtd lukuunottamatta. Néin jélkikéteen ajatel-
tuna tdmaé oli varsin onnistunut valinta, mutta nykyisin

Pekka Alestalo

on toki olemassa my6s differentiaaliyhtdloitéd késittele-
vid lukion kirjoja.

Toinen ja ehka téalla hetkelld suositeltavampi mahdolli-
suus on etsiéd yliopistojen matematiikan laitosten koti-
sivuilta ensimméisen vuoden kursseja ja niilld kaytet-
tavia oppikirjoja. Etsiminen kannattanee aloittaa sel-
laisesta yliopistosta, johon mahdollisesti aikoo joskus
opiskelemaan, olipa suunniteltu tiedekunta miké ta-
hansa. Monilla kursseilla osa oppimateriaalista ja myos
harjoitustehtéivét 16ytyvit verkosta, mutta muussa ta-
pauksessa kurssimateriaalin hankkiminen voi olla ulko-
puoliselle hankalampaa.

Téssé yhteydessa en halua suositella mitadn yksittaista
kirjaa, mihin ainakin yhten& syyné on se, etten ole vie-
14 1oytényt yliopistomatematiikan perusteista sellaista
oppikirjaa, joka téayttiisi kaikki toiveeni. Monilla lai-
toksilla on kdytossd hyvid opetusmonisteita, mutta ne
on usein kirjoitettu luentojen tueksi ja niiden omatoi-
minen opiskelu saattaa olla raskasta. Sen sijaan suosi-
teltavia aihepiirejé on helppo luetella, ja niistd ensim-
méisend tulevat mieleeni differentiaali- ja integraalilas-
kenta eli matemaattinen analyysi seké algebran, luku-
teorian tai differentiaaliyhtéloiden peruskurssit.

Toisaalta kannattaa muistaa, ettd paras apu kaikissa
matematiikkaan liittyvissd kysymyksissa saattaa loytya
lahempéd kuin tulee edes ajatelleeksi, eli omalta mate-
matiikan opettajalta. Suomalaiset matematiikan aine-
opettajat ovat kaikki opiskelleet yliopistoissa ja tun-
tevat varmasti ainakin omassa opinahjossan kaytossé
olevat oppikirjat, myos niiden hyvét ja huonot puolet.
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Toimitussihteerin palsta

Solmun verkkoetusivulla on toukokuun 2002 alusta léh-
tien ollut kévijadlaskuri. Ensimmaéisen kuukauden aika-
na kévijoitd on laskurin mukaan ollut ldhes puolitois-
ta tuhatta. Palvelinkoneiden logitiedostoihin tallentuu
tieto mm. kaikista hakukoneiden yhteydenotoista, joten
kévijalaskurin ja logitiedoston antamissa luvuissa on
yleensd huomattavan suuri ero. Esimerkiksi syyskuussa
2001 Solmun etusivulle otettiin logitiedoston mukaan
189 493 onnistunutta verkkoyhteyttd, muille sivuille tai
niiden osille yhteydenottoja oli 21 182.

Verkkomateriaalin kayttod matematiikan opetuksessa
on hiljattain tutkittu laajemminkin Helsingin yliopis-
ton aineenopettajan linjan proseminaarityossa. Ossi
Hyyti laati kyselylomakkeen omille verkkosivuilleen ja
ldhetti vastauspyynnoén 300 matematiikan opettajalle
eri puolille Suomea. Opettajista noin 15 % (47 opet-
tajaa) vastasi kyselyyn. Vastauksista Hyyti kokosi yh-
teenvedon, joka sisdltda tietoa Solmun sekd muun ver-
kossa ilmestyneen materiaalin kiytostd matematiikan
opetuksessa peruskouluissa ja lukioissa.

Kysely vahvisti monet ennakkoarviot oikeiksi. Kyse-
lyyn vastanneista opettajista suurin osa kiytti oheis-
materiaalia opetustyossddn hyvinkin aktiivisesti, sen si-
jaan verkossa olevaa oppimateriaalia kaytetdin edel-
leen melko harvoin. Syyné voi olla sopivan materiaa-
lin 16ytamisen vaikeus sekéd sen kéyton suunnittelulle
liikenevédn ajan niukkuus. T&hén viittaa se, ettd Riit-
ta Snellmanin kerddméén ja opettajia varten valmiiksi

Mika Koskenoja

luokittelemaan yldasteen linkkikokoelmaan oltiin hyvin
tyytyvéisid.

Solmun kaytén motiivi on useimmiten oma ilo, uusien
ideoiden etsintéd ja omien matematiikan tietojen lisaé-
minen. Eniten luettiin artikkeleita matematiikan ope-
tuksesta ja matematiikasta yleisesti. Matti Lehtisen
kirjoittaman matematiikan historian suosio on suuri
etenkin lukion opettajien keskuudessa. Laajasta un-
karilaiseen matematiikan opetukseen liittyvastd mate-
riaalista kéytettiin hyodyksi varsinkin unkarista suo-
meen kddnnettyja tehtavia.

Kyselyyn osaa ottaneista peruskoulun alaluokilla mate-
matiikkaa opettavista kukaan ei ollut kuullut lehtemme
olemassaolosta. Yksi mahdollinen syy tdhén voi olla,
ettd luokanopettajat eivit tule etsineeksi verkosta hei-
dénkin opetukseensa, erityisesti matematiikkaan liitty-
véd oppimateriaalia. Kyselyyn vastanneista opettajista
19 kuuli lehdestédmme ensimméisté kertaa. Voidaankin
tdmén perusteella todeta, ettd Solmulla on vield tyota
tehtédvand tunnettavuuden suhteen.

Aktiivisten Solmun kayttéjien mielesté sivut ovat seké
selkedt ettd informatiiviset. TAmé& varmasti kannustaa
Solmun toimitusta jatkamaan samoilla linjoilla pyrkien
entistd monipuolisempaan lehteen, jonka aineistoa voi-
vat kdyttdd matematiikan opettajat ja harrastajat kai-
killa tasoilla.
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Sattuman matematiikkaa I
— klassinen todennikoisyys

Mika Koskenoja
Assistentti
Matematiikan laitos, Helsingin yliopisto

Johdanto

Aloitan todenn#koisyyslaskennasta kertovan kirjoitus-
sarjan, jonka toinen osa ilmestynee seuraavassa Solmus-
sa syksylld. Inspiraation aiheesta kirjoittamiseen olen
saanut kahdeltakin taholta. Ensinnékin, Ilta-Sanomien
toimittaja soitti minulle muutama kuukausi sitten ja
pyysi kommentoimaan Veijo Wirénin vasta ilmesty-
nyttd kirjaa Néin voitan lotossa? (Gummerus, 2002).
Kirjassa esitetyt menetelmét "todennékoisten” lottori-
vien 16ytédmisestéd on helppo osoittaa hélynpolyksi klas-
sisen todennikoisyyslaskennan avulla (Ilta-Sanomat,
9.2.2002). Kirjan kirjoittaja intoutui kuitenkin viel& ar-
vostelemaan toimittajaa — ja siind samalla minuakin
— kirjansa teilaamisesta Ilta-Sanomien yleisénosastolla
16.2.2002. Hénen mielestédén "kaavamainen” matema-
tiikka ei lainkaan sovi yhteen hénen luovan ajattelunsa
kanssa; siitd on toki helppo olla samaa mieltd hédnen
kanssaan.

Toinen ja edellistd tarkedimpi syy todennékoisyyslas-
kennasta kirjoittamiseen on Solmun lukijoilta tullut
toivomus. Erityisesti on toivottu Bertrandin paradok-
sin késittelyé, johon palaankin mychemmin. Se on esi-
merkki klassisen (geometrisen) todenniikoisyyslasken-
nan tunnetusta ongelmasta.

Téssé kirjoitussarjan ensimméisessd osassa késittelen
todennékoisyyslaskennan historiaa seké klassista to-
dennikoisyytté ja tdmén laajennuksena geometrista to-
dennékoisyyttd. Naihin liittyen esitdn jo mainitsemieni
loton ja Bertrandin paradoksin lisdksi muutamia varsin
yksinkertaisia esimerkkejd. Seuraavissa kirjoitussarjan
osissa Solmun lukijat on aikomus tutustuttaa toden-
nékoisyyden aksioomiin ja perusominaisuuksiin, satun-
naismuuuttujiin seké erilaisiin jakaumiin, jotka mah-
dollistavat satunnaisilmiéiden kuvaamisen klassisia me-
netelmid huomattavasti tehokkaammin. Erityisen ilah-
duttavaa uskoisin lukijoille olevan, ettd lukiomatema-
tiikka — suurelta osin jopa hyvin hallittu peruskoulu-
matematiikka — riittdéd vallan mainiosti esitedoiksi kir-
joitussarjan seuraamiseen.

Historiaa

Todennékdisyyslaskennan katsotaan saaneen alkunsa
1600-luvun puolivélissi siitd, kun Chevalier de Mérén
nimelld tunnettu ranskalainen aatelismies Antoine
Gombaud (1607-1684) esitti maanmiehelleen Blaise
Pascalille (1623-1662) uhkapeleihin liittyneet kaksi ky-
symysté. Naistd ensimméinen koski pelié, joka koostuu
pelieristé, joiden voittamiseen kummallakin pelaajalla
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on samat mahdollisuudet. Jos ensimmaéisend kuusi erdé
voittanut saa pelipanoksen, mutta peli keskeytetédan ti-
lanteessa, jossa toinen pelaaja on voittanut viisi ja toi-
nen kolme erdd, niin mikd on oikeudenmukainen ta-
pa jakaa pelipanos? Pascal ja Pierre de Fermat (1601—
1665, hiankin Pascalin tavoin ranskalainen matematii-
kan historian suuri nimi) késittelivéit ongelmaa kirjeen-
vaihdossaan ja padtyivit samaan ratkaisuun 7 : 1. Toi-
nen de Mérén kysymys koski nopanheittoa, ja siithen pa-
laan tarkemmin klassista todennékoisyyttéa koskevassa
luvussa.

Pascal Fermat

Pascalin ja Fermat'n liséiksi klassisen todennékoisyyden
késitteen yksi ensimmaéisid kehittédjia oli 1600-luvun
puolivilissé hollantilainen Christiaan Huygens (1629—
1695), joka vuonna 1657 ilmestyneessi kirjasessaan tar-
kasteli de Mérén nopanheittoon liittynyttd kysymys-
té. Koska todennékoisyyslaskennan ensimmaéiset ongel-
mat versoivat juuri uhkapeleisté, niin teoreettinen tar-
kastelu perustuikin aluksi ldhes yksinomaan aritme-
tiilkkaan ja kombinatoriikkaan. Muutamaa vuosikym-
mentd myShemmin saksalainen Jakob Bernoulli (1654~
1705) toi tilastollisen todennékdisyyden kisitteen mu-
kaan teorian piiriin. Bernoullin Ars Conjectandi (1713)
laajensi todennédkoisyyskasitystd uhkapeleista arkito-
dellisuuteen.

Huygens Bernoulli

Vaikka analyysin ensiaskeleita jo otettiinkin 1600-
luvulla, niin todennékéisyyslaskennan varhaisvaiheiden
aikaan analyysi vield odotteli todellista ldpimurtoaan
luonnontieteissa. Kuitenkin jo 1700-luvun puolivélissd
analyysi muodostui luonnontieteiden ja samalla myos

todenn#kdoisyyslaskennan edistyksen perustaksi. Suu-
rimman paineen analyysin kehitykselle loivat fysikaalis-
ten tieteiden tarpeet. Todennékoisyyslaskennan puolel-
la analyysin voimakas kehitys vauhditti erityisesti nor-
maalijakauman kéyttoonottoa, joka loi pohjan mm. ha-
vaintovirheiden analysoinnille ja véiestotieteelle.

i
-
-

de Moivre

Laplace

Téarkeimmét tuon ajan matemaatikot, joiden nimet
monen muun luonnontieteiden alan lisdksi liitetd&dn
my&s todennékoisyyslaskentaan, olivat ranskalainen, jo
nuorena Englantiin muuttanut Abraham de Moivre
(1667-1745), ranskalaiset Pierre Laplace (1749-1827)
ja Siméon Poisson (1781-1840) sek# saksalainen Carl
Friedrich Gauss (1777-1855).

Poisson Gauss

Todennékoisyysteorian itsendinen kehitys alkoi 1800-
luvun puolivilissad. Venéldisen koulukunnan johdolla —
etunenéssd Pafnuti TSebysev (1821-1894) — se eli kulta-
aikaansa aina 1930-luvulle asti. Satunnaismuuttujan ja
odotusarvon késitteiden katsotaan olevan peréisin juuri
Tsebysevilta.

il

Tsebysev Markov
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Teorian kehitykseen 1900-luvun vaihteessa vaikut-
taneista venildisistd matemaatikoista mainittakoon
Andrej Markov (1856-1922), jonka ansioksi luetaan
stokastisten prosessien tutkimuksen aloittaminen ns.
Markovin ketjujen muodossa. Todennédkdoisyyslasken-
nan yleisen teorian loivat vdhdn mychemmin 1930-
luvulla venildiset Andrej Kolmogorov (1903-1987) ja
Aleksander Hintsin (1894-1959). Koko teorian perus-
tana pidetdin Kolmogorovin vuonna 1933 julkaisemaa
aksiomatiikkaa.

T i

n

_l'l."‘l'

Hintsin

Kolmogorov

Téydellisempi esitys todennédkoisyyslaskennan histo-
riasta 16ytyy Matti Lehtisen kirjoittamasta Matema-
tiikan historiasta, http://solmu.math.helsinki.fi/
2000/mathist/. Seuraava klassisen todennikéisyyden
esitys perustuu Pekka Tuomisen ja Pekka Norlamon 2-
osaiseen kirjaan Todennékoisyyslaskenta, jossa késitel-
ld4n jonkin verran myos todennékoisyyslaskennan his-
toriaa.

Klassinen todennikoisyys

Klassinen todennékdéisyys voidaan maédritella kayttaen
useaa toisistaan hieman poikkeavaa ldhestymistapaa.
Maééritelméin on kuitenkin toteutettava muutamia pe-
rusperiaatteita lahestymistavasta riippumatta. Téarkein
néista on yhté todennédkoisen periaate, jota voidaan pi-
tad klassisen todennékoisyyden tunnusmerkkiné.

Tilannetta tai ilmioté, jossa esiintyy satunnaisuutta,
kutsutaan satunnaiskokeeksi. Klassisessa todennakoi-
syydessé on voitava olettaa, ettd koe on mahdollista
toistaa samoissa olosuhteissa rajattoman monta kertaa
toistojen ollessa riippumattomia. Tam4 ei aivan kirjai-
mellisesti ottaen ole tietenkéén ikind mahdollista muu-
ten kuin periaatteena.

Satunnaiskokeen erilaisia tulosmahdollisuuksia kutsu-
taan alkeistapauksiksi. Klassisessa todennédkoisyydes-
sé alkeistapauksia on aina &airellinen maéaara. Liséksi
oletetaan, ettd kaikki alkeistapaukset ovat yhtd mah-
dollisia eli yhtd todennékoisid. Tamé olettamus lausu-
taan tavallisesti sanomalla, ettd alkeistapaukset ovat

symmetrisid. Esimerkiksi kolikonheitossa on kaksi sym-
metristd alkeistapausta, kruuna ja klaava, ja nopanhei-
tossa on kuusi symmetristé alkeistapausta, pisteluvut
1,2,...,6.

Tapahtumalla tarkoitamme mielivaltaista alkeistapaus-
ten joukkoa, erityisesti se voi olla tyhja tai kaikkien
alkeistapausten joukko. Tapahtumia on tapana merki-
té isoilla aakkosilla A, B, C, jne. Esimerkiksi nopan-
heitossa tapahtuma A voisi olla "nopanheiton tulos on
vihintddn nelja”, siis A = {4,5,6}. Tapahtuman sano-
taan olevan varma, jos se sattuu vélttamétta jokaisessa
satunnaiskokeessa, ja tapahtuma on mahdoton, jos se
ei voi sattua yhdessidkédn kokeessa. Nopanheitossa ta-
pahtuma B = "pisteluku on véhintédén yksi” on varma,
kun sen sijaan tapahtuma C = ) eli ”pisteluvuksi ei
tule mitd4n” on mahdoton.

Merkitsemme kaikkien alkeistapausten lukuméiria
n:lld ja joukon A alkioiden lukumiiirdi n(A):lla, jota
on téssd yhteydessi tapana kutsua A:lle suotuisien al-
keistapausten lukuméériksi. Tapahtuman A klassinen
todennédkoisyys méadritellddn nyt lukuna

Merkinnéssd Py kirjain P tulee englannin kielen sa-
nasta "probability” eli "todennékoisyys” ja alaindeksi k
osoittaa, ettd kyseessd on “klassinen” todennékoisyys.
Téamén méasdritelmén perusteella edellé esitetyn tapah-
tuman A = "nopanheiton tulos on viéhintdéan nelja” to-
dennikoisyys on

A) 3 1
Pk(A):yzézizo,a

Vastaus on tapana antaa desimaalilukuna kahden
tai kolmen merkitsevidn numeron tarkkuudella, mutta
my6s murtolukuna erityisesti silloin, kun desimaalilu-
kuarvo on likiarvo tarkalle murtolukuarvolle.

Alkeistapausten symmetrisyyttd ei voi perustella pel-
kéastddn matemaattisesti, vaan sen tueksi tarvitaan
havainnollinen késite umpiméhkéinen valinta”. Mis-
td yleensd ottaen edes tieddmme, mitké tarkasteltava-
na olevassa ilmidssd ovat symmetrisié alkeistapauksia?
Pulman voisi yrittaa ratkaista johtamalla alkeistapaus-
ten symmetrisyys fysikaalisesta symmetriasta. Esimer-
kiksi kolikonheitossa kruuna ja klaava ovat symmetri-
sid alkeistapauksia edellyttéen, ettéd kolikkoa ei ole mi-
tenk#ddn painotettu. Symmetriaa ei téssd voi kuiten-
kaan perustella silli, etté kolikko olisi fysikaalisesti téy-
sin symmetrinen; silloinhan kruunaa ja klaavaa ei voisi
erottaa toisistaan. Fysikaalisesta symmetriasta voi siis
olla hyotya intuitiivisessa tarkastelussa, mutta on sel-
véd, ettd sita ei voi siséllyttad klassisen todennakoisyy-
den madritelméaén.
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Frekvenssitulkinta

Klassisen todenn#kéisyyden merkitystd voidaan ha-
vainnollistaa frekvenssitulkinnan avulla. Itse asiassa ti-
lastollisen todennékoisyyden kisite perustuu juuri frek-
venssitulkintaan. Tarkastelemme satunnaiskoetta, jo-
ta voidaan toistaa samanlaisissa olosuhteissa rajatto-
masti. Olkoon A tdhin kokeeseen liittyvi tapahtuma
ja F,(A) tapahtuman A esiintymiskertojen lukuméira
n:ssé toistossa. Médrittelemme A:n suhteellisen frek-
venssin lukuna

E.(4)

fn(A) -

Kokeellisesti on havaittu, ettd toistojen lukuméérin
n kasvaessa suhteellinen frekvenssi f,,(A) ndyttdd yhi
varmemmin keskittyvéan tietyn luvun laheisyyteen. Fre-
kvenssitulkinnan mukaan tapahtuman A todenn#koi-
syys on juuri kyseinen luku, jota A:n suhteellinen fre-
kvenssi nidyttaid lahestyvin toistojen lukumééran kas-
vaessa. Toteamme kuitenkin, ettd frekvenssitulkinta ei
voi olla todenndkdisyyden médritelmé matemaattisessa
mielessd. Ensinnékin, kyseinen "raja-arvo” ei ole raja-
arvo matemaattisen analyysin mielessé, ja toiseksi, &4-
rettomié toistosarjoja on mahdoton realisoida.

de Mérén ongelma

Chevalier de Méré oli havainnut kokeellisesti seuraavaa:

Havainto 1. Kannattaa lyodé vetoa siité, ettd heitet-
tédessd neljd kertaa noppaa saadaan ainakin yksi kuu-
tonen.

Havainto 2. Ei kannata lyoda vetoa siitéd, ettd hei-
tettdessd kahta noppaa 24 kertaa saadaan ainakin yksi
kuutospari.

Hén ei kuitenkaan kyennyt osoittamaan havaintojaan
teoreettisesti, joten héan kaintyi Pascalin puoleen noin
vuonna 1650.

Ratkaisu. de Mérén ensimméisen havainnon selitté-

vén satunnaiskokeen symmetrisiksi alkeistapauksiksi

voidaan valita 4-jonot
(.%‘1,!1)2,$2,£L‘4), x; € {172,...76}.

Jokainen z; ilmoittaa siis ¢:nnen heiton pisteluvun, yk-
si mahdollinen tulos on esimerkiksi 4-jono (5,1,3,5).
Kaikkien mahdollisten alkeistapausten lukumééréa on

n=6*=1296.

Jos A on tapahtuma ”saadaan ainakin yksi kuutonen”,
niin A:lle suotuisien tapahtumien lukumééri on

n(A) = 6* — 5% = 1296 — 625 = 671,

silli A:lle episuotuisia tapauksia on 5*. Niin ollen

4 E4 4
Py = =0 1(2) ~ 0,518,

64

Kahden nopan heiton symmetrisiksi alkeistapauksiksi
valitsemme jérjestetyt parit

(1,1), (1,2), (1,3),...,(6,6),

joiden lukumisrd on 62 = 36. Koska tarkastelemme
jérjestettyji pareja, niin esimerkiksi tapahtuma (1,2)
on eri tapahtuma kuin (2,1). Tdmé merkitsee, ettd on
eri asia saada ensin ykkonen ja sitten kakkonen kuin
saada ensin kakkonen ja sitten ykkonen. Néin ollen de
Meérén toisen havainnon selittédvissd satunnaiskokeessa
on yhteensd n = 362 erilaista alkeistapausta. Niistd
tapauksia, joissa ei ole yhtéin kuutosparia, on 35%%.
Jos B on tapahtuma ”saadaan ainakin yksi kuutospa-
ri”, niin

3624 — 3524 35\ 2

Havaitsemme, ettd Py(A) > 0,5, joten A:n puolesta
kannattaa lyodd vetoa. Sen sijaan Pr(B) < 0,5, joten
B:n puolesta ei kannata ly6da vetoa. Toki kysymysta
siitd, milloin jonkin asian puolesta kannattaa lyoda ve-
toa, voi pohtia syvéllisemminkin, mutta puhtaasti klas-
sisen todennékoisyyden kannalta kysymys ei ole tdmén
monimutkaisempi.

Lotto

Meidén suomalaisten parhaiten tuntema ja eniten pe-
laama rahapeli on epdilemétta lotto. Luultavasti jo-
kainen meistéd on ainakin itse mielessdédn pohtinut lo-
ton tdysosuman todenndkoisyyttd. Laskemmekin té-
mén seuraavaksi klassisen todennékéisyyden keinoin.

Tarkastelemme ensin hieman kombinatoriikkaa tarvit-
semassamme laajuudessa. Jos E on n-alkioinen joukko
ja k on kokonaisluku, jolle piatee 1 < k < n, niin E:n
k-kombinaatio on E:n k-alkioinen osajoukko. Alkioiden
jarjestykselld kombinaatioissa ei siis ole merkityssa. On
varsin helposti osoitettavissa, ettd n-alkioisella joukolla

FE on '
(1) = w5

k-kombinaatiota. Edelld merkinté n! tarkoittaa n:n ker-
tomaa, joka méaritellddn positiiviselle kokonaisluvulle

nl=1-2-3---n.

Lukuja (}) kutsutaan binomikertoimiksi, ja merkint4
luetaan "n alle k” (tai "n yli k7).
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Lotossa joukon E muodostavat kaikki arvottavat nu-
merot, siis

E={1,2,3,...,39}.

Koska (varsinaisia) numeroita arvotaan 7 kappaletta,
niin tutkimme F:n 7-kombinaatioita, jotka voimme va-
lita loton symmetrisiksi alkeistapauksiksi. Ndiden luku-
maédra on edelld olevan perusteella

39 39!
n= <7> = 71301 = 15380937.

Kaikista mahdollisista riveistad vain yksi on kulloisenkin
kierroksen tdysosumarivi, joten tdmén klassinen toden-
n#koisyys on

1
Py ("7 oikein”) =

= — .1078.
15380937 6,5-10

On syytd huomauttaa, ettd loton muiden — erityisesti
lisinumeroja sisdltdvien — voittoluokkien todennéakoi-
syyksien méadraaminen on jonkin verran edelld esitettya
hankalampaa. Ndiden laskeminen jaa tassé yhteydessa
kuitenkin lukijoiden oman mielenkiinnon varaan. Voit-
te miettid mahdollisia ratkaisumalleja ja ldhettdéd ne
Solmun toimitukseen; parhaat ehdotukset julkaistaan
kirjoitussarjan seuraavissa osissa.

Geometrinen todennékdisyys

Heti todennékoisyyslaskennan varhaiskehitysvaiheessa
huomattiin, ettd symmetrisiin yhtd todennékéisiin ta-
pahtumiin perustuva todennéksisyyden klassinen méa-
ritelmé oli riittdmé&ton. Yksi ensimmaisistd yrityksista
laajentaa madritelméaé oli geometrisen todennékoisyy-
den idea. Tassékin ldhestymistavassa yhtéd todennakoi-
sen késite oli vield keskeisessd roolissa, mutta geomet-
rista todennakoisyyttéd voidaan kuitenkin hyvélla syylla
pitdd klassisen todenn#koisyyden yleistyksené; esimer-
kiksi alkeistapauksia geometrisessa todennékoisyydessa
on rajaton méaara.

Geometrista todennikoisyyttd on mahdollista sovel-
taa tilanteissa, joissa satunnaiskokeen tulos voidaan
havainnollistaa geometrisella kuviolla ja kiinnostuksen
kohteena oleva tapahtuma A tdmén osakuviona. Téllai-
sia kuvioita ja niiden osakuvioita voivat olla esimerkik-
si yksiulotteinen jana, kaksiulotteinen tasoalue tai kol-
miulotteinen kappale. Tilanteen on oltava siind mieles-
sé symmetrinen, ettd A:n mahdollisuus esiinty4 riippuu
vain A:n geometrisesta mitasta (janalla pituus, tasoa-
lueella pinta-ala ja kappaleella tilavuus), eiké lainkaan
A:n muodosta ja sijainnista. Talléin voimme mé#ritelld
A:n geometrisen todennékdisyyden lukuna

PQ(A) = m(A)a

m

missé m(A) edustaa osakuvion A ja m koko kuvion geo-
metrista mittaa; liséksi oletetaan, ettéd koko kuvion mi-
talle pitee 0 < m < oco. Kyseisen mééritelmén tdsmen-
tdminen vaatisi tiettyjé rajoituksia koko kuviolle ja sen
osakuviolle A, mutta se johtaisi euklidisen avaruuden
mitan médrittelyyn, ja tyydymmekin téssd yhteydessa
pelkédstadn havainnolliseen kasittelyyn.

Esimerkki. Huoneen lattialla on neliéruudukko, jossa
nelion sivu = kolikon halkaisija = 2r. Milld todennakoi-
syydelld lattialle heitetty kolikko peittdd nelion karjen?

Ratkaisu. Tutkimme kysytyn geometrisen todenné-
koisyyden selvittdmiseksi kolikon keskipisteen sijaintia
nelioruudukossa. Koska eri neliot ovat toisiinsa nih-
den samassa asemassa, voimme tarkastella yhtd nelio-
td. Sen pinta-ala on m = (2r)? = 4r?. Tarkastelem-
me tapahtumaa A = "lattialle heitetty kolikko peittidi
nelion kérjen”, jota mallissamme edustaa kolikon kes-
kipisteen sijainti neligssid. Suotuisissa tapauksissa ko-
likon keskipisteen etéisyys nelion kérjestd on pienem-
pi kuin r (katso kuva). Néin ollen A:n pinta-ala on
m(A) =4- ’2%2 = 712, ja kysytty geometrinen toden-
nakoisyys on siten

On selvdd, ettd geometrisen todenn#koisyyden méé-
rittelyyn liittyy aivan samoja periaatteellisia ongelmia
kuin klassisenkin todennékoisyyden méaérittelyyn. Va-
kavin puute kummassakin mééritelméssi on, ettd ne
kattavat vain hyvin suppean osan niistd satunnais-
kokeista, joista olemme kiinnostuneet. Kummankaan
madritelmén pohjalta on mahdotonta konstruoida al-
keistapauksia, joiden avulla voisimme johtaa todenné-
koisyyden, ettd syntyva lapsi on tytto tai ettd tietyn
radioaktiivisen atomin elinikd on suurempi kuin 1000
vuotta.

Bertrandin paradoksi

Ranskalainen matemaatikko Joseph Bertrand (1822-
1900) esitti todennikoisyyslaskennan kursseillaan usei-
ta geometriseen todennékoisyyteen liittyvid ongelmia,
joissa tulos riippui ongelman ratkaisutavasta. Bertran-
din esittdmistd ongelmista tunnetuin lienee seuraava
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paradoksi, jonka késittely perustuu venéldisen Boris
Gnedenkon (1912-1995) todennékéisyysteorian klassi-
sen teoksen The Theory of Probability esitykseen.

-—

ey

B i
Bertrand Gnedenko

Bertrandin paradoksi. Annettuun ympyréén piirre-
tddn umpiméhkédn janne. Miké on todennédkdisyys, et-
td jdnne on pidempi kuin ympyrédn sisddn piirretyn ta-
sasivuisen kolmion sivu?

Merkitdédn totuttuun tapaan kysyttyd tapahtumaa
A:lla. Ympyréin sisdén piirretyn tasasivuisen kolmion
kulmanpuolittajat leikkaavat toisensa samassa pistees-
sd suhteessa 1 : 2. Néin ollen ympyran keskipisteen

etéisyys kolmion sivuista on § (katso kuva).

Ratkaisu 1. Oletetaan, ettd jdnteen keskipisteen ja
ympyran keskipisteen etéisyys valitaan umpimahkain
vililté |0, r[, missé r on ympyrin side. Télloin geomet-
rinen mitta m = r. Tapahtumalle A suotuisissa tapauk-
sissa janteen ja ympyrén keskipisteiden vélinen etéisyys
kuuluu vélille ]0, 5[, joten m(A) = 5. Nin ollen kysyt-
ty geometrinen todennékoisyys on

Pg(A) =

= |vis
I
| —
I
<o
[

Ratkaisu 2. Oletetaan, ettid jinteen toinen paitepis-
te ajatellaan kiintedksi ja toinen valitaan umpiméh-
kdan ympyrin kehéltd. Kehén pituus on m = 2xr.
Tapahtumalle A suotuisissa tapauksissa janteen toinen
padtepiste kuuluu ympyrén kaareen, jonka pituus on
m(A) = Q’TTT Nain ollen kysytty geometrinen todenné-
koisyys on

Ratkaisu 3. Oletetaan, etté jinteen keskipiste valitaan
umpiméahkain ympyran sisilta eli kiekosta

{(z,y) € R?: 22 442 < r2}.

Timén r-siteisen kiekon pinta-ala on tunnetusti 72,

siis tdmé on m. Tapahtumalle A suotuisissa tapauksis-
sa jianteen keskipiste kuuluu kiekkoon

{wy) e 4y < (1)),

jonka pinta-ala on

Néin ollen kysytty geometrinen todennékoisyys on

m(A)  Er? 1
=MA) _ a2 95,
m mr2 4 ’

Saimme esitettyyn ongelmaan kolme erilaista vastaus-
ta, ja seuraava tehtdvimme onkin yrittdd selvittai,
miksei ongelman ratkaisu ole yksikésitteinen. Onko syy
mahdollisesti jokin perustavaa laatua oleva mahdot-
tomuus maarittdd todenndkoisyys yksikéasitteisesti ti-
lanteissa, joissa on #ddreton ma#rd mahdollisia tulok-
sia (jinnehdn voidaan piirtdd ympyrin sisdin dédret-
toméin monella eri tavalla)? Vai johtuuko havaintom-
me kenties joistakin vééristd alkuoletuksista ongelman
kolmessa eri ratkaisussa?

On selvii, ettéd edelléd esitetyt ratkaisut ovat yhden ja
saman ongelman kolme erilaista ratkaisua, silld ongel-
man asettelu ei mééarittele tapaa, jolla jinne tulee sa-
tunnaisesti piirtda ympyréan sisélle.

Ensimmaéisessé ratkaisussa voidaan ajatella, ettd vahin-
tddn lavistdjan pituinen tanko (ympyrén sisdédn jadvi
osa vastaa jannettd) 7vierii” kohtisuorasti yhtéd ldvis-
té#jad (siis kahta perdkkéin asetettua samansuuntais-
ta sidettd) pitkin. Kaikki mahdolliset tangon keskipis-
teen pysdhtymiskohdat muodostavat janan AB (katso
kuva), jonka pituus on sama kuin lavistdjdnkin. Yhta
todennékoisid ovat télloin ne tapahtumat, jotka koos-
tuvat tangon pysdhtymiskohdista h:n pituisella janalla
riippumatta siitd, missd kyseinen jana sijaitsee lavisté-
jalla.

Ratkaisun 1 kuva.
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Toisessa ratkaisussa voidaan ajatella, etté vastaava tan-
ko on kiinnitetty yhteen pisteeseen ympyran kehalla,
ja tankoa on mahdollista k#dnnelld korkeintaan 180°
siten, etti se leikkaa aina ympyrin kehid (katso ku-
va). Tangon liikkkumista rajoittaa siis kiinnityspistee-
seen ympyrille piirretty tangentti. Nyt oletetaan, etta
tangon pysdhtymiskohta h:n pituisella ympyran kaa-
rella riippuu kaaren pituudesta mutta ei riipu kaaren
paikasta ympyran kehélld. Nain ollen yhtéd todennakoi-
sid tapahtumia ovat tangon pyséhtymiskohdat kaarilla,
joiden pituudet ovat samat.

Ratkaisun 2 kuva.

Néiden tarkastelujen jélkeen on varsin selvié, etta geo-
metrisen todennédkoéisyyden méaritelmét ensimmaéises-
sd ja toisessa ratkaisussa ovat ristiriidassa kesken&én.
Ensimmaéisen ratkaisun mukaan todenn&dkéisyys, ettd
jana pysahtyy vilille |4, z[, on 5. Todennékoisyys sil-
le, ettd janan ja ympyrédn kehdn leikkauspisteen koh-
tisuora projektio lavistdjille toisessa ratkaisussa osuu
samalle vilille, on alkeellisen geometrisen tarkastelun

nojalla

L arccos I=2, kun z <7, ja
s T
1-— % arccos %, kun z > r.

Kolmannessa ratkaisussa "heitdmme” janteen keskipis-
teen umpimahké&in ympyran sisélle. Télloin yhta to-

dennékoisid tapahtumia ovat pinta-alaltaan samansuu-
ruiset ympyran sisédlla sijaitsevat tasoalueet. Kysytty
todenniikoisyys saadaan siitd, ettd keskipiste putoaa
tiettyyn pienempiééin samankeskiseen ympyriin (katso
kuva). Erilaiset lopputulokset esittéimissimme kolmes-
sa eri ratkaisussa ovat tdmén jédlkeen varsin ilmeisié.

Ratkaisun 3 kuva.
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Suoran

Timo Tossavainen
Lehtori

Savonlinnan opettajankoulutuslaitos, Joensuun yliopisto

Henkilo, jolla on aikaa selailla geometrian oppikirjoja,
saattaa kiinnittd4 huomiota hieman erikoiseen ilmi6on:
nykyisin juuri misséén kirjassa ei sanota miké tai mil-
lainen olio suora tarkkaan ottaen on. Kyse ei ole ta-
hattomasta vahingosta eiké siité, ettd jokainen kirjan-
tekija olettaisi kaikkien ilman muuta ymméartiavin té-
maén késitteen, vaan pikemminkin nykyisten kirjanteki-
joiden matemaattisesta valistuneisuudesta. Nimittéin,
aiheesta enemmaén kiinnostuva henkil6 huomaa pian,
ettei suoran maéaritteleminen ole lainkaan triviaali asia,
jos kaytettdvissi ei ole analyyttisen geometrian kasit-
teitd. Ennen pitkédid mieleen voi jopa tulla epéilys siité,
onkohan suoran matemaattinen mééaritteleminen talla
tavalla edes mahdollista — tai edes tarpeellista.

Varhaisempien oppikirjojen tekijat ovat olleet nykyi-
sid kollegoitaan rohkeampia ilmoittamaan miké suora
on. Tarkastelemme seuraavaksi joitakin yrityksid mas-
ritelld tai muuten kuvailla suoran kisite ja pohdimme
niihin mahdollisesti liittyvid ongelmia.

Eukleideen mielestéd suora on olio, jota me kutsuisim-
me janaksi. Hanen klassikkokirjansa Alkeet alkusivuil-
la ilmoitetaan (vapaasti suomennettuna) muun muassa:
"Piste on se, milld ei ole mitd&n ulottuvuutta... Viiva
on pituus vailla leveytté... Suora on viiva, jonka pis-
teet ovat tasaisesti toisiinsa ndhden.” Té&ll4 ilmaisulla
tarkoitettaneen jotain samankaltaista, mita kirvesmies
sanoisi laudansidrméé katsoessaan ja todetessaan, ettei
sdrmé ole kiemurteleva.

maaritelmia —

S€ Oll...

Eukleideen Alkeissa olevaa ilmaisua ei epamééraisyy-
tensd takia voida kiyttdd matemaattisena suoran (ei-
k& janan) madritelméné, mutta kirjan kirjoittajan kun-
niaksi onkin sanottava, ettei kyseistéd ilmaisua kenties
ole edes tarkoitettu varsinaiseksi ma#ritelméksi. Alkei-
den geometriaa koskevassa osuudessa nojaudutaan kyl-
14 monessa kohdin havaintoon, mutta itse asiassa péét-
tely ei perustu siihen, mitéd suorasta ylla sanotaan. Tés-
td voidaan pédtelld, etta kirjantekija lienee vain halun-
nut kuvailla minkélaiseksi kirjassa tarkasteltavan geo-
metrian erds perusolio voidaan sen konkreettisessa mal-
lissa kuvitella.

Aikoinaan keskikoulussa eniten kiytetyssid geometrian
oppikirjassa suoraa kuvaillaan seuraavalla tavalla. "Tar-
kastellessamme erilaisia kappaleita, havaitsemme, ettéa
kaikkia niitd rajoittaa joka puolelta pinta... Kahden
pinnan rajakohtaa sanomme viivaksi... Viivoista tér-
kein on suora viiva eli suora. Siitd saamme jonkinlaisen
kasityksen, jos veddmme langan kiredksi. On kuitenkin
muistettava, ettd matemaattinen suora jatkuu rajat-
tomasti kumpaankin suuntaan, eiké silld ole paksuut-
ta.” (Kallio-Malmio-Apajalahti: Geometria, 12. painos,
1957)

Tatdakasn ilmaisua ei liene tarkoitettu varsinaiseksi
médritelméksi, silld siind nojaudutaan havainnollisuu-
teen jopa enemmaén kuin Alkeissa. Jos pinnan ja viivan
késitteet vield armollisesti hyvéiksytdéankin, ja vaikka
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kired lanka toisaalta antaakin hyvan mielikuvan janas-
ta, niin voidaan silti kysya milld tavalla suora jatkuu
rajatta molempiin suuntiin. Ja ennen kaikkea: mihin
suuntiin? Ilmeisesti juuri méariteltdvan suoran molem-
piin suuntiin, joten kyse on keh#ajattelusta. Sitd pait-
si pelkéstddan havainnollisuuteen vetoamisella on omat
huonot puolensa. Kaytannossa kiredksi vedetty pitkéah-
ko6 lanka usein taipuu hieman kaarevaksi painovoiman
vaikutuksesta ja téllaista janaa "rajattomasti jatkamal-
la” saadaan sulkeutuva suora, miké ei liene kirjanteki-

Suora

Toisin sanoen yhtenéinen pistejoukko on suora, jos sen
pyOriessé avaruudessa siten, ettéd kaksi sen pistetti py-
syy paikallaan, ovat sen kaikki pisteet kiintopisteita.
Téamén havainnollisen mééritelmén etuna on selkeys ai-
nakin siind mielessé, ettd mikdan “ei-suora” viiva ei kiy
suorasta. Fsimerkiksi ympyrén kaaren pyoriessa siten,
ettd sen padtepisteet pysyvit paikallaan, muuttaa muu
osa kaarta asemaansa. Silti myos Neovius-Nevanlinnan
madritelmé siséltad ongelmia. Mita viivan pyodriminen
tarkkaan ottaen tarkoittaa, on hankalasti méaritelté-
vissé alkeismatematiikan avulla. Onko suora &érellinen
vai ddreton viiva, se ei ole ilmeistd méadritelmén nojalla.
Lisdksi ongelmana voidaan pitdd sitéd, ettd pyodriminen
edellyttad kolmiulotteisen perusavaruuden olemassao-
loa, muutenhan viiva ei mahdu pyodrimééan kahden kiin-
topisteenséd ympéri. Liséksi ainakin uudemmalle kielelle
kéddnnettynd madritelméa kuulostaa hieman kehéajatte-
lulta: viiva on suora, jos se pyorii niin kuin suora.

On mielenkiintoista ndhdé, mitd ensimmaéisessd suoma-
laisessa tietosanakirjassa Tietosanakirja 1910-luvulla
suoran médritelmésta sanotaan. Aluksi suoran méaérit-
teleminen todetaan hankalaksi asiaksi, minké jélkeen
médritelmé kuitenkin annetaan melkein samoilla sa-
noilla kuin Neovius-Nevanlinnan teoksessa: "Kappaleen
kédntyessd kahden kiintedksi ajatellun pisteen ympéri
pysyy joukko muitakin kappaleen pisteité paikoillansa.
Kaikki ndmé pisteet yhdesséd muodostavat suoran.” Té-
maén jélkeen kirjoittaja ilmoittaa, etta suorasta on tehty
aikoinaan (!) paljon epépitevid médritelmid. "Epétyy-
dytyttdvd on esim. mééritelmé: "Suora (siis nykykie-
lellé jana) on kahden pisteen lyhin véli’, koska suoran
mittaaminen edellyttad, ettéd késite suora on edeltdpéiin
selvitetty. Ei suora myoskéaian ole méaariteltavissa viiva-

joiden ilmaisun tarkoitus.

Neovius-Nevanlinnan Alkeisgeometrian oppikirjassa
toimitaan hieman ovelammin kuin #skeisessé esimer-
kissé: ”Pisteelld tarkoitetaan paikkaa eli kohtaa, jolla
ei ole mitdan ulottuvuutta. Liikkeessd olevan pisteen
muodostamaa uraa sanotaan viivaksi... Suoraksi viivak-
si eli suoraksi sanotaan semmoista viivaa, joka ei muu-
ta asemaansa pyoriessdan siten, ettd kaksi sen pistetté
pysyy paikoillansa.” (8. painos, 1926)

na, jonka kaiken aikaa samaa pistettd kohti suuntaan-
sa muuttamatta kulkeva piste muodostaa, silld suuntaa
ilmaistaan juuri suoralla.”

Noin 50 vuotta mychemmin Lauri Myrberg kirjoittaa
Encyclopedia Fennicassa: “suora viiva, geometrian pe-
ruskiisite, joka ei ole madriltetdvissé... Suora voidaan
erottaa muista geometrian késitteistd siihen liitettyjen
perusominaisuuksien nojalla. Sellainen on esim. eukli-
disessa geometriassa kaytetty lause, ettd suoran méa-
rad kaksi sen pistettd.”

Myrbergin kisitys asiasta edustaa nykyisten matemaa-
tikkojen varsin yksimielistd mielipidettéd, ettei suoraa
voida médritella tyydyttdavalla tavalla. Taméa ei kui-
tenkaan ole geometrian kannalta mikédan ongelma, sil-
14 geometrian tutkimuksen kohteena eivédt ole suorat
ja pisteet sinéinsé, vaan niiden véliset suhteet erilaisis-
sa malleissa. Erilaisia malleja geometriaan syntyy esi-
merkiksi sen mukaan oletetaanko ns. paralleeliaksioo-
ma vai ei. Edes kaikissa tasogeometrian malleissa suo-
rien ei tarvitse olla samannékoisid viivoja. Esimerkik-
si erdéissé hyperbolisessa geometriassa suoria vastaavat
yksikkGympyréin sisdén piirretyt ja sen reunaa vasten
kohtisuorassa olevat ympyrikaaret.

Peruskoulusta ja lukion geometrian kurssista tutun ta-
sogeometrian tdydellisimpdnd matemaattisena esityk-
sené pidetddn David Hilbertin noin sata vuotta sitten
konstruoimaa aksiomaattista systeemia. Tassé systee-
missé késite suora jatetddn kokonaan madrittelemét-
td, silla koko konstruktion ldhtckohtana on se, ettd on
olemassa kolmenlaisia, mitenkddn tarkemmin maérit-
teleméttomié olioita, joita sanotaan pisteiksi, suoriksi
ja tasoiksi, ja naiden valilla vallitsee tiettyja suhteita,
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joita kuvaamaan asetetaan noin 20 aksioomaa. Aksioo-
masysteemi vastaa loogisesti tdysin moitteetta sité geo-
metrian mallia, jota jo Eukleides aikoinaan tarkasteli.
Hilbertin systeemin etuna on se, ettei késitteisiin suo-
ra ja piste tarvitse liittd4 mink#énlaista havainnollista
mielikuvaa. Néin ollen geometristen teoreemojen todis-
tuksiin ei jd4 sellaisia epdmaéaraisia kohtia, joita havain-
toihin nojautuvaan paittelyyn tahtoo vaistamatta jas-
dé. Toinen merkittdvé etu selkeyden liséiksi on teorian
yleistyminen. Aksiomaattinen lihestymistapa sallii ni-
mittédin senkin, ettd voimme hyvin erilaisten objektien
avulla rakentaa malleja, jotka vastaavat loogisesti tut-
tua koulugeometrian maailmaa. On esimerkiksi mah-
dollista laatia malleja, joissa suoria vastaavat poydét
ja pisteitd tuolit — tai pdinvastoin! Ndennéisesté erilai-
suudesta huolimatta kaikki loogisesti ekvivalentit geo-
metrian mallit hallitaan kuitenkin samoilla aksioomil-
la.

d(P,Q) + d(Q,R) # d(P,R)

Tason kolme pistettd on samalla suoralla, jos ne voi-
daan nimetd kirjaimilla P, @ ja R siten, ettd

d(P,Q) +d(Q, R) = d(P, R),

missé d(X,Y) on pisteiden X ja Y vilinen etéisyys
mitattuna euklidisen periaatteen mukaisesti eli ik&én-
kuin venyméatontd mutta taipuisaa mittanarua kayt-
téden. Tlloin suora pisteiden A ja B kautta on niiden
pisteiden X joukko, jotka ovat samalla suoralla pistei-
den A ja B kanssa.

Puhtaasti aksiomaattista ldhestymistapaa on kéytéan-
nossd mahdotonta toteuttaa geometrian kouluopetuk-
sessa, silla Hilbertin aksioomajérjestelmén ymmérté-
minen edellyttdd pitkélle menevié tieteellisid opintoja.
Niinpé nykyisissé koulukirjoissa jatketaankin perinnet-
téd, jossa geometristen peruskésitteiden valisia suhteita
tarkastellaan sekéd havaintoihin ettd tdsmaélliseen pédt-
telyyn perustuen. Hilbertin tyosta tietoiset kirjanteki-
jit kuitenkin nakevit nykyisin parhaaksi jattdd suoran
kokonaan méarittelemétta, silla nykyvaatimusten mu-
kaan tdmé ei ole ehké edes mahdollista eikéd ainakaan
valttamatonta.

Jos euklidisen tasogeometrian deduktiivisessa ope-
tuksessa halutaan esittdd jonkinlainen suoran mé#-
ritelmé, voidaan hyvin kayttdd esimerkiksi Neovius-
Nevanlinnan mééritelméaé. Toinen vaihtoehto voisi olla
suoran méarittely etédisyyden késitteen avulla.

d(P,Q) + d(Q,R) = d(P,R)

Kuvassa piste X kuuluu pisteiden A ja B méadraamal-
le suoralle, silld nimedmalld pisteet uudelleen esimer-
kiksi A — P, B — @ ja X — R nihdéén, ettd ehto
d(P,Q) + d(Q, R) = d(P, R) toteutuu. Sen sijaan pis-
teitd A, B ja Y ei voida nimetd uudelleen siten, etta
samalla suoralla olemisen ehto tdyttyisi. Néin ollen Y
ei kuulu pisteiden A ja B m#arddmaélle suoralle.

Y14 olevan médritelmén etuna on ainakin se, ettei tar-
vitse olettaa tasoa laajempaa perusavaruutta. Toisaalta
etdisyyden mittaaminen euklidisen periaatteen nojal-
la lienee ainakin jossain mééarin luonnollista ihmismie-
lelle, joten havainnollinen ilmaisu tuskin johtaa kovin
vadrdan mielikuvaan suorasta. Lisdksi médritelméasta
selviisti seuraa, ettd kaksi pistettd méa#drad suoran yk-
sikésitteiselld tavalla. Lukijan tehtdviksi jadkoon etsid
madritelmédn liittyvat ongelmat.
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Paraabelin sukulaiset

Pekka Smolander
Matematiikan laitos, Joensuun yliopisto

Johdantoa

Ellipsin, paraabelin ja hyperbelin sukulaisuus on mo-
nille tuttu asia. Aihetta on kisitelty esimerksi Solmus-
sa 1/2001, Matti Lehtisen artikkelin viimeisessi kappa-
leessa. Seuraavassa sukulaisuutta pyritdédn havainnol-
listamaan yhdennédkoisyyden avulla. Huomataan, ettd
yvhdennékoisyys nahdaéin jopa yhtéloistéd, kun ne esite-
tadn sopivassa muodossa.

Oikealle aukeava paraabeli

Tarkastellaan ensin paraabelia, jonka yksinkertaisin yh-

talo on
2

y=ax°.
Téamé paraabeli aukeaa ylospéin ja sen huippu on ori-
gossa. Lahelld origoa kdyra ndyttiaé sellaisen suuren el-
lipsin osalta, jonka isoakseli on y-akselin suuntainen.
Visuaalisesti miellyttavampéa on tarkastella ellipsejé,
joiden isoakseli on z-akselin suuntainen. Siksi tarkas-
tellaankin oikelle aukeavaa paraabelia

(1) Y = .

Téamé saadaan ensimméisestd yhtédlosta vaihtamalla x-
ja y-koordinaattien roolit.

Pyritadn loytdméaén ne ellipsit ja hyperbelit, jotka ori-
gon lahelld mahdollisimman tarkasti ndyttavat paraa-
belilta (I). Esimerkiksi ellipsi

(-8 ¢

o8 + 22 ~ L
ja hyperbeli

(z+8)* ¢ 1

o8 22 '

muistuttavat paraabelia (1) origon ldheisyydessd. Ni-
mé kayrédt on piirretty Kuvaan 1.

Ellipsistd paraabeliksi

Ajatus on seuraava: Kiinnitetdén ellipsin d&arimmaéisend
vasemmalla oleva piste origoon ja valitaan ellipsille tiet-
ty muoto, joka riippuu ellipsin koosta. Kasvattamalla
ellipsin kokoa rajatta huomataan, etté vastaavasti el-
lipsin yhtélo yhtyy paraabelin yhtaloon.

Ellipsin yht&lon perusmuoto on

missé a on vaaka-akselin puolikas ja b on pystyakselin
puolikas. Muokataan tatd yhtalod edellisen ajatuksen
mukaan.
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Kuva 1: Ellipsi, paraabeli ja hyperbeli

Siirtdmalla ellipsid luvun a verran oikealle saadaan &i-
rimmaéaisend vasemmalla oleva ellipsin piste origoon.
Téllaisen ellipsin yht&lo on
2 2
(z —2a) n v

a b2
Koska luvut a ja b ovat puoliakselien pituudet, ne vai-
kuttavat ellipsin muotoon ja ne voidaan valita halutulla
tavalla. Esimerkiksi piirtelemélla eri muotoisia ellipseja
huomataan seuraavaa: Puoliakselien pituudet kannat-
taa valita niin, ettd ne toteuttavat yhtélon

b =a/2.
Edellisesta yhtélostd saadaan siis
(x—a)® | ¥
2 AR At
@) a? + a/2

Ratkaisemalla 32 saadaan yhtilo

r-3(o-),

joka sievenee yksinkertaiseen muotoon

1
3 2= g2 .

3) V=i’ 4

Taméd yhtdlo on siis yhtd pitiva yhtélon (2) kanssa.

Kasvatetaan ellipsin kokoa antamalla a — oo. Téll6in
1

5. — 0, joten rajankdynnissi péddytédén paraabelin

yhtilson (1).

Hyperbelista paraabeliksi

Hyperbelin yhtélé perusmuodossaan on
2 2
v
a? b2
missd a ja b ovat hyperbelin puoliakselit. My6s tésta
yhtalostéd paddytéaan edellisen tyyppiselld muokkauksel-

la paraabelin yhtaloon.

Kiinnitetaén hyperbelin oikeanpuoleisen haaran karki-
piste origoon korvaamalla x lausekkeella x + a ja vali-
taan b? = a/2. Saadaan yht#lo

(4) Y= —

Kun a — oo, niin my6s tdmé hyperbelin yht&l6 muun-
tuu paraabelin yhtéloksi (I). Lukija voi kirjoittaa yksi-
tyiskohdat nékyviin katsomalla mallia edellisesté kap-
paleesta.

Kéayrien perhe

Edella johdetut ellipsin ja hyperbelin yht&lot muistut-
tavat toisiaan. Jos ellipsille kirjoitetaan

t=——,
2a
ja paraabelille

1
=50

niin (3) ja (4) saadaan samasta yhtalosta

t

(5) y? = tx? + .

Ellipsi saadaan, kun —oo < t < 0, ja hyperbeli, kun
0 < t < oco. On huomattava, ettd myds paraabeli (1)
saadaan téastd yhtéalostd valitsemalla ¢ = 0. Esimerkik-
si Kuvan 1 kiiyréit saadaan, kun ¢ = —1/16, t = 0 ja
t=1/16.

Jokaisella parametrin ¢ arvolla saadaan yht&losta
joko ellipsi, paraabeli tai hyperbeli. Nain siis muodos-
tuu kéyrien perhe, jossa on yksi paraabeli ja sitd ori-
gon ldhelld muistuttavia ellipsejd ja hyperbeleja. Mitéa
ldhempénd luku ¢ on nollaa, niin sitd enemmén kayra
muistuttaa paraabelia.

Kiinnostunut lukija voi piirrelld n#ditd kéy-
rid  ja muita tasokdyrid esimerkiksi ohjelmalla
Graphmatica. Ohjelman voi imuroida osoitteessa

http://www.graphmatica.com olevalta verkkosivul-
ta.

Viitteet

M. Lehtinen, Ellipsit, hyperbelit ja paraabelit vinossa,
Solmu 1/2001, http://solmu.math.helsinki.fi/2001/1/.
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Solmun tehtdvien ratkaisuja

Matti Lehtinen

Esitetdén Solmun 1/2002 tehtévien 1-15 ratkaisut. Nii-
t4 on toimittajan liséksi rustaillut Janne Mansikkamdé-
ki Vammalasta ja Pekka Aarnio Harjavallasta. Loput
ratkaisut julkaistaan seuraavassa Solmussa.

1. Luku (v/50 + 7)2°°1 kehitetiisin desimaaliluvuksi.
Maarita luvun 1. ja 2001. desimaali.

Ratkaisu. (Pekka Aarnio) Tunnetusti

2 1
(a+b)2n+1 :a2n+1+ < n1+ >a2nb

T 2n+1 a2 1p2 4y 2n+1 p2n+l
2 2n+1

ja

(a— b)2rH = g2ntl _ <2nl+ 1) 2

i 2n+1 Q212 2n+1 p2nt1
2 2n+1

Siten lausekkeissa (v/50 + 7)2"*1! ja (v/50 — 7)2"*+! on
samat desimaaliosat, koska desimaaliosaa kertyy vain
luvun a = /50 parittomista potensseista ja niilld on
samat kertoimet ja etumerkit molemmissa lausekkeis-
sa. Koska v/50 — 7 = 0,071... < 10~!, niin lausekkees-
sa (v/50 — 7)2°°1 on ainakin 2001 nollaa desimaaliosan
alussa. Siten my6s luvun (/50 4 7)2°°! desimaaliosas-
sa on ainakin 2001 nollaa desimaalipilkun jélkeen. Ky-
sytyt ensimméinen ja 2001. desimaali ovat siis nollia
kumpikin.

2. Kolmion sivujen pituudet ovat perikkéisia koko-
naislukuja. Yksi kolmion keskijanoista on kohtisuoras-
sa erdstd kolmion kulmanpuolittajaa vastaan. Maarita
kolmion sivujen pituudet.

Ratkaisu. Olkoot kolmion ABC sivujen pituudet a, b ja
c. Voimme olettaa, ettd mediaani AD ja kulman puolit-
taja BE leikkaavat toisensa kohtisuorasti pisteessa P.
Kolmiossa BDA on silloin BP seké kulman puolittaja
etté korkeusjana. Kolmio BD P on tasakylkinen. Mutta
silloin a = 2¢. Koska {a, b, ¢} on kolmen perikkiisen
kokonaisluvun joukko, a — c on 1 tai 2. Jos a — ¢ = 1,
c=1, a =2, jolloin b = 3. Tallin ABC ei ole kolmio.
Onsiisoltavaa —c=2c—c=2,c=2,a=4, b= 3.

3. Kuutio K on leikattu 99:ksi pienemmiéksi kuutiok-
si. Néistd vain yhdelld sdrmén pituus ei ole 1. Méérita
kuution K tilavuus.

Ratkaisu. Jos alkuperiisen kuution sirmé on x ja y # 1
on osakuution sédrmé, niin z:n ja y:n on oltava muiden
kesken#dn samankokoisten osakuutioiden sdrmin mo-
nikertoja eli x ja y ovat positiivisia kokonaislukuja. Li-
siksi on oltava x3 —y3 = 98 eli (z —y) (2?2 + 2y +y?) =
98 =2-72. Koska x — y < 22 4+ xy + y?, on oltava joko
r—y = 1ljaz?+ay+y? =98, 2—y = 2jax’+ay+y? =
49 taix —y =7, 22 +zy +y? = 14. Ensimmaéinen vaih-
toehto johtaa yhtéloon (y + 1)% +y(y + 1) + y> = 98
eli 3(y? +y) = 97. Koska 97 ei ole jaollinen 3:lla, ti-
mé ei kiy. Kolmas vaihtoehto puolestaan johtaa yhté-
166n (y +7)2 +y(y + 7) + y* = 14, miki selvistikin on
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mahdotonta (14 < 7%). Keskimmdiinen vaihtoehto vuo-
rostaan johtaa yhtaloon y? + 4y + 4 + 3% + 2y + ¢y =
3y% 4+ 6y +4 = 49 eli y? + 2y — 15 = 0. Tamén yhtilon
ainoa positiivinen ratkaisu on y = 3. z =5jay = 3
toteuttavat alkuperdisen yhtdlon. Siis z = 5, ja K:n
tilavuus on 125 yksikkoa.

4. Maéarita suurin kokonaisluku d, joka on kaikkien lu-
kujen n(n + 1)(2n 4 2002), missé n on positiivinen ko-
konaisluku, tekijé.

Ratkaisu. Luvuista n ja n 4+ 1 toinen on parillinen.
Jos n = 2 mod 3, niin n + 1 on jaollinen 3:lla ja jos
n = 1 mod 3, niin 2n + 2002 = 2004 = 0 mod 3.
n(n 4+ 1)(2n + 2002) on siis aina jaollinen 12:lla. Tés-
td seuraa, ettd d = 12k, missd k on kokonaisluku.
Jos 12k on tekijand luvuissa n(n + 1)(2n + 2002) ja
(n+1)(n+2)(2n+2004), se on tekijand niiden lukujen
erotuksessa, joka on 6(n+1)(n+668). 2k on siis tekijini
luvussa (n + 1)(n + 668) kaikilla n erityisesti 2k on te-
kijand luvuissa (2k+1)(2k +668) ja (2k +2)(2k +669).
Koska 2k:1la ja 2k + 1:114 ei ole yhteisid tekijé, se on
2k + 668:n tekija. Mutta 2k + 668:1la ja 2k 4 669:114 ei
ole yhteisii tekijoité, joten 2k on 2k + 2:n tekija. Silloin
2k on luvun 2 tekijé, joten k = 1. Siis d = 12.

5. Montako alkiota on suurimmassa joukon A =
{1, 2, ..., 547} sellaisessa osajoukossa, jossa minkdin
kahden luvun summa ei ole jaollinen 42:1la?

Ratkaisu. Olkoon A; niiden A:n lukujen joukko, jot-
ka ovat kongruentteja i¢:n kanssa modulo 42. Koska
547 = 13 - 42 + 1, niin A;:ssé on 14 alkiota ja muissa
joukoissa A; on 13 alkiota. Jos A:n osajoukossa min-
kédn kahden luvun summa ei ole jaollinen 42:lla, jou-
kossa ei ole kahta lukua, joista toinen kuuluisi joukkoon
A; ja toinen joukkoon A4o_;. Joukossa ei myoskédin ole
kahta lukua, jotka molemmat kuuluisivat joukkoon Ag
tai Agy. Maksimaalisessa ehdot tayttavassi osajoukos-
sa voi siis olla joukot Aj, Ao, ..., Ay ja yksi luku
joukosta Ay ja yksi luku joukosta As;. Maksimaalinen
alkiomé&éra on 14 + 19 - 13 4+ 2 = 263.

6. Ympyrit, joiden sdteet ovat h ja k, sivuavat suoraa ¢
pisteissd A ja B. Ympyriit leikkaavat toisensa pisteissi
C ja D. Todista, ettd kolmioiden ABC' ja ABD ympé-
ri piirrettyjen ympyroiden sédteet ovat samat. Maarita
tadma sade.

Ratkaisu. Ratkaisu perustuu sinilauseen toistuvaan
kdyttoon. Voimme olettaa, ettd D on kolmion ABC
sisipiste. Kehdkulmalauseen perusteella ZCAB =
180° — LADC ja LABC = 180° — ZCDB. Olkoon
Re kolmion ABC ympéri piirretyn ympyrin side. Si-
nilauseen nojalla kolmioista ADC ja ABC saadaan
AC = 2hsin(£LADC) = 2hsin(£LCAB) ja AC =
2R¢ sin(£LABC). Vastaavasti kolmioista CDB ja ABC
saadaan BC = 2ksin(ZCDB) = 2ksin(£LABC) ja
BC = 2R¢ sin(£ZCAB). Kun yhtélot 2hsin(ZCAB) =
2Rc sin(LABC) ja 2ksin(LABC) = 2R¢ sin(ZCAB)

kerrotaan kesken#én, saadaan ch = hk. Olkoon Rp
kolmion ABD ympéri piirretyn ympyrdn sidde. Nyt
/DAB = /DCA ja LZABD = /BCD. Kolmiois-
ta ADC ja ABD saadaan AD = 2hsin(£DCA =
2hsin(£DAC) = 2Rpsin(£LABD), kolmioista DBC
ja ABD puolestaan DB = 2ksin(£/BCD) =
2ksin(ZABD) = 2Rpsin(£DAB). Kun yhtilot ker-
rotaan keskenéin, saadaan R2D = hk. Séteet Rc ja Rp
ovat samat ja = Vhk.

7. Olkoon positiivisten lukujen aq, as, ..., a, tulo 1.

Osoita, etté

Var+yaz + -+ yag <ar+ag+ -+ ap.

Ratkaisu. Aritmeettis-geometrisen epédyhtélon nojalla

L= (Varvas - van)'"

Cauchy—Schwarzin epédyhtélon nojalla

(Va1 +vaz + -+ an)? <nlag +az + -+ +ay)
< (Var++vaz+ -+ Van)(ar +az + - ap).

Viite saadaan tésté jakolaskulla.

8. Seurueen jokaisen neljdn jdsenen joukossa on yksi,
joka on tuttu kyseisten kolmen muun jésenen kanssa.
Todista, ettd seurueessa on ainakin yksi jdsen, joka on
tuttu seurueen kaikkien muiden jésenten kanssa.

Ratkaisu. Oletetaan, etti seurueessa kukaan ei tunne
kaikkia muita. Olkoon A erds seurueen jidsen. Seuru-
eessa on silloin ainakin yksi jédsen B, joka ei ole tut-
tu A:lle. Olkoot C' ja D kaksi muuta seurueen jisen-
té. Joukossa {A, B, C, D} on ainakin yksi, joka tuntee
muut kolme. Tamé& yksi el ole A eikd B, joten se on
C tai D. Joka tapauksessa C' ja D tuntevat toisensa.
Koska C ja D ovat mielivaltaisia, tiedetdén, ettd jos A
ja B poistetaan seurueesta, kaikki muuta jédsenet tun-
tevat toisensa. Mutta joko C' tai D tunsi sekd A:n ettd
B:n ja niin muodoin kaikki seurueen jésenet. Ristiriita,
joka osoittaa alkuperdisen oletuksen virheelliseksi.

9. Varastossa on 2001 juustonpalaa. Todista, ettd on
mahdollista leikata yksi paloista kahteen osaan niin, et-
td palat voidaan keritéd kahteen sdkkiin, joiden siséltod
painaa yhté paljon ja joissa on kummassakin yhta mon-
ta palaa.

Ratkaisu 1. Olkoot juustonpalojen painot a1 < as <

- < a2001 - Valitaan palat ay, az, ..., a41999 toiseen
sakkiin ja palat as, ag4, ..., asggo toiseen. Sikkien pai-
non erotus on

1000 999

Z(a% — Ggk—1) = 2000 — Z(G%-H — agy) — a1

k=1 k=1

< az2000 — @1 < a2000 < G2001-
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Mutta néin ollen pala aspg; voidaan leikata kahdek-
si palaksi, joiden painojen erotus on sama kuin sédkkien
painojen erotus. Kun raskaampi pala pannaan kevyem-
paan sdkkiin ja kevyempi raskaaseen, molemmat sdkit
tulevat yhta painaviksi.

Ratkaisu 2. (Janne Mansikkaméiki) Todistetaan in-
duktiolla, ettd 2n — 1 juustonpalaa voidaan aina sékit-
tdd vaaditulla tavalla.

1°. Kun n = 1, paloja on yksi, ja se voidaan jakaa kah-
deksi yhté suureksi palaksi.

2°. Oletetaan, ettd kun n = k, jako voidaan tehda. Ol-
koon sitten n = k+ 1. Jaetaan ensin 2k — 1 palaa tehté-
vin mukaisesti kahteen sékkiin. T&lloin on yksi paloista
jaettu kahdeksi osaksi. Olkoon sen paino x;. Kun té-
méan palan osat poistetaan sikeistd, niissd on yha yhtéa
monta palaa. Sikit painavat s; ja ss. Oletetaan, ettd
s1 < so. Huomataan, ettd so — s1 < x1. Nyt sikkei-
hin on laittamatta kolme palaa. Niiden painot ovat x1,
9 ja xz. Voidaan olettaa, ettd x; < xo < x3. Jaetaan
nyt suurin pala osiksi, joiden painot ovat d ja x3 — d.
Osoitetaan, ettd d voidaan valita niin, etté

81+Z2+d282+.’£1+($3—d)

eli
S9 — 51) — (1’2 — 1‘1) +£C3

2
Koska sg—s1 < 1 jaxe—x1 < xo, niin |(s9—s1)— (22—
x1)| < 29 < x3, joten todellakin d < z3. Induktioaskel
voidaan siis ottaa.

L

10. Kokonaislukukertoimisella n:nnen asteen (n > 5)
polynomilla P(z) on n eri kokonaislukunollakohtaa 0,
Ta, T3, ..., Tn. Madritd polynomin P(P(z)) kokonais-
lukunollakohdat.

Ratkaisu. Tehtdvin mukaan P(z) = a,z(x — z2)(z —
x3) -+ (x — ), missd a, on kokonaisluku. Osoitetaan,
ettd P(k) # x; kaikilla ¢ > 2 ja kaikilla kokonais-
luvuilla k. Vastaoletukseksi voidaan asettaa P(k) =
2o jollain kokonaisluvulla k. Silloin k& on z9:n tekija,
eli zo = kt jollain kokonaisluvulla ¢. Edelleen silloin
ank(l —t)(k —x3) - (k —x,) =t, joten 1 — ¢ on t:n
tekijd. Silloin joko t =0 tait = 2. Jos t = 0, 22 = 0,
mik4 ei ole tehtdvin ehtojen mukaan mahdollista. Siis
t=2jaayk(k—x3)(k—x4) - (k—x,) = —2. Luvut k,
k—x3, k—xy4, ..., k— x, ovat kaikki eri lukuja ja lu-
vun —2 tekijoitd. Koska viimeinen ehto toteutuu vain,
kun luvut kuuluvat joukkoon {—2, —1, 1, 2}, on oltava
n =75 ja |apk(k — x3)(k — x4)(k — x5)| > 4. Ristiriita.
Siis P(z) # x;, joten P(P(x)) = 0 vain, kun P(z) =0
eli z on jokin P:n nollakohdista 0, x;.

11. Veljekset moivdt n lammasta hintaan n eu-
roa/lammas. Rahat jaettiin niin, ettd vanhempi veli
otti ensin 10 euroa, sitten nuorempi otti 10 euroa jne.,
kunnes oli nuoremman veljen vuoro ottaa rahaa, jota ei

kuitenkaan enédd ollut kymmenté euroa. T&lloin sovit-
tiin, ettd nuorempi veli saa loput rahat sekd vanhem-
man linkkuveitsen, ja jako menee tasan. Mink& arvoi-
nen oli linkkuveitsi?

Ratkaisu. Veljekset saivat n? dollaria. Olkoon n =
10a + b. Silloin n? = 100a? + 20ab + b%. Kertomuk-
sen mukaan n? = (2k + 1) - 10 + y. Luvun b? on oltava
muotoa (2m+1)-10+y. Mutta kymmenté pienempien
lukujen nelidistd tatd muotoa ovat vain 16 ja 36. Koska
viimeisesséd jakovaiheessa vanhempi veli sai 10 dollaria
ja nuorempi siis 6, taytyy linkkuveitsen arvon olla 2
dollaria.

12. Reaaliluvut a ja b toteuttavat yhtalot
a® —3ab® =20, b — 3ab = 40.

Miééritd a® 4 b2.

Ratkaisu.

2000 = 400 + 1600 = 20% + 402

(a® — 3ab*)* + (b® — 3a?b)?

= a® — 6a*V? + 9a%b* + b5 — 6a%b* + 9a*V?
=a% + 3a*b? + 3a%b* + b° = (a® + ).

Siis a? + b% = /2000.
13. Olkoon

e 5] L5 oo 2]

Osoita, ettd a, = 2+ a,—1 silloin ja vain silloin, kun n
on alkuluku.

Ratkaisu. Kirjoitetaan yhtélo a,, = 2 4+ a,,_1 muotoon
21+ 3]+ 12
1 2 n
_o n—1 n—1 + + n—1
N 1 2 n—1

5+ 5+ [
o -

Selviisti kaikilla k, 2 < k <n — 1 on L%J > {” IJ,

+

eli

k
joten

N i e R e

-1
Josn:ab,2§a<n7niinLEJ:b>{n J
a a

T&llsin (2):ssa on aito erisuuruus, joten (1) ei toteudu.
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Mutta jos n on alkuluku, on kaikilla & n = ¢k + r, mis-

1
si 1< r < k. Silloin kaikilla k on H —g= V - J

k
14. Todista, ettd kaikilla luonnollisilla luvuilla n luku
2" +n? on jaollinen 5:114 silloin ja vain silloin, kuin luku
n?-2" + 1 on jaollinen 5:11.

ja (1) toteutuu.

Ratkaisu. Jos n = 5k, niin kumpikaan luvuista 2" + n?
ja n? - 2" 4+ 1 ei ole jaollinen 5:14. Jos n = 5k + 1,
niin (n — 1)(n + 1) = n? — 1 on jaollinen 5:1l4. Koska
n?2"+1 = (2"—1)(n?—1)+2"+n?, jan?2"+1 ja 2" +n?
ovat samanaikaisesti 5:114 jaollisia. Jos n = 5k + 2,
n? + 1 = 25k? 4+ 20k + 4 + 1, joten n? + 1 on jaolli-
nen 5:114. Mutta n?2" +1 = (2" +1)(n? +1) — 2" —n?,
ja n?2"™ 41 ja 2" +n? ovat jilleen samanaikaisesti 5:114
jaollisia.

15. Maarita kaikki alkuluvut n, joiden kymmenjérjes-
telméesitys on n = 10101...01.

Ratkaisu. Tehtavan luvut ovat muotoa
n—1
an =Y 107,
k=0

misséd n > 2 on luvussa olevien ykkosten maéra. Jos n
on parillinen, a, on jaollinen 101:114. 101 on itsessdén
alkuluku. Jos n = 2p + 1, niin

2p 2p
la, =Y 107+ 4> 10%
k=0 k=0

4p+1 2p
=) 108 = (10T 4 1) 10%,
k=0 k=0

Jos p > 1, niin oikean puolen molemmat tekijat ovat
> 11, joten a, ei voi olla alkuluku. Siis 101 on ainoa
vaadittua muotoa oleva alkuluku.



