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Sattuman matematiikkaa 1
— klassinen todennikoisyys

Mika Koskenoja
Assistentti
Matematiikan laitos, Helsingin yliopisto

Johdanto

Aloitan todenn#koisyyslaskennasta kertovan kirjoitus-
sarjan, jonka toinen osa ilmestynee seuraavassa Solmus-
sa syksylld. Inspiraation aiheesta kirjoittamiseen olen
saanut kahdeltakin taholta. Ensinnékin, Ilta-Sanomien
toimittaja soitti minulle muutama kuukausi sitten ja
pyysi kommentoimaan Veijo Wirénin vasta ilmesty-
nyttéd kirjaa Néin voitan lotossa? (Gummerus, 2002).
Kirjassa esitetyt menetelmét ”todennéikoisten” lottori-
vien 16ytdmisestéd on helppo osoittaa holynpolyksi klas-
sisen todennikoisyyslaskennan avulla (Ilta-Sanomat,
9.2.2002). Kirjan kirjoittaja intoutui kuitenkin viel& ar-
vostelemaan toimittajaa — ja siind samalla minuakin
— kirjansa teilaamisesta Ilta-Sanomien yleisénosastolla
16.2.2002. Hénen mielestdéin ”kaavamainen” matema-
tiikka ei lainkaan sovi yhteen hénen luovan ajattelunsa
kanssa; siitd on toki helppo olla samaa mieltd hénen
kanssaan.

Toinen ja edellistd téarkedmpi syy todennékoisyys-

laskennasta  kirjoittamiseen on Solmun lukijoil-
ta tullut toivomus. FErityisesti on toivottu Bert-
randin  paradoksin  késittelyd, johon palaankin

myohemmin. Se on esimerkki klassisen (geometrisen)
todennékoisyyslaskennan tunnetusta ongelmasta.

Téssa kirjoitussarjan ensimmaéisessd osassa késittelen
todennékoisyyslaskennan historiaa sekéd klassista to-
dennidkoisyyttd ja tdmén laajennuksena geometrista
todennékoisyyttd. Naihin liittyen esitédn jo mainitse-
mieni loton ja Bertrandin paradoksin lisdksi muutamia
varsin yksinkertaisia esimerkkeja. Seuraavissa kirjoitus-
sarjan osissa Solmun lukijat on aikomus tutustuttaa
todenniikoisyyden aksioomiin ja perusominaisuuksiin,
satunnaismuuuttujiin seké erilaisiin jakaumiin, jotka
mahdollistavat satunnaisilmitiden kuvaamisen klassi-
sia menetelmid huomattavasti tehokkaammin. Erityi-
sen ilahduttavaa uskoisin lukijoille olevan, etta lukio-
matematiikka — suurelta osin jopa hyvin hallittu pe-
ruskoulumatematiikka — riittdd vallan mainiosti esite-
doiksi kirjoitussarjan seuraamiseen.

Historiaa

Todennékdisyyslaskennan katsotaan saaneen alkunsa
1600-luvun puolivélissi siitd, kun Chevalier de Mérén
nimelld tunnettu ranskalainen aatelismies Antoine
Gombaud (1607-1684) esitti maanmiehelleen Blaise
Pascalille (1623-1662) uhkapeleihin liittyneet kaksi ky-
symysté. Naistd ensimméinen koski pelié, joka koostuu
pelieristé, joiden voittamiseen kummallakin pelaajalla
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on samat mahdollisuudet. Jos ensimméisen& kuusi erds
voittanut saa pelipanoksen, mutta peli keskeytetédan ti-
lanteessa, jossa toinen pelaaja on voittanut viisi ja toi-
nen kolme erdd, niin mikd on oikeudenmukainen ta-
pa jakaa pelipanos? Pascal ja Pierre de Fermat (1601—
1665, hankin Pascalin tavoin ranskalainen matematii-
kan historian suuri nimi) késittelivit ongelmaa kirjeen-
vaihdossaan ja padtyivit samaan ratkaisuun 7 : 1. Toi-
nen de Mérén kysymys koski nopanheittoa, ja siithen pa-
laan tarkemmin klassista todennékoisyyttia koskevassa
luvussa.

Pascal Fermat

Pascalin ja Fermat'n liséiksi klassisen todennékoisyyden
késitteen yksi ensimmaéisid kehittédjia oli 1600-luvun
puolivilissé hollantilainen Christiaan Huygens (1629—
1695), joka vuonna 1657 ilmestyneessé kirjasessaan tar-
kasteli de Mérén nopanheittoon liittynytta kysymysta.
Koska todennékoisyyslaskennan ensimmaéiset ongelmat
versoivat juuri uhkapeleistd, niin teoreettinen tarkas-
telu perustuikin aluksi ldhes yksinomaan aritmetiik-
kaan ja kombinatoriikkaan. Muutamaa vuosikymmenta
myoShemmin saksalainen Jakob Bernoulli (1654-1705)
toi tilastollisen todennékoisyyden kasitteen mukaan
teorian piiriin. Bernoullin Ars Conjectandi (1713) laa-
jensi todennékoisyyskésitystd uhkapeleisté arkitodelli-
suuteen.

Huygens Bernoulli

Vaikka analyysin ensiaskeleita jo otettiinkin 1600-
luvulla, niin todennékoisyyslaskennan varhaisvaiheiden
aikaan analyysi vield odotteli todellista ldpimurtoaan
luonnontieteissa. Kuitenkin jo 1700-luvun puolivélissi
analyysi muodostui luonnontieteiden ja samalla myss

todenn#kdoisyyslaskennan edistyksen perustaksi. Suu-
rimman paineen analyysin kehitykselle loivat fysikaalis-
ten tieteiden tarpeet. Todennékdoisyyslaskennan puolel-
la analyysin voimakas kehitys vauhditti erityisesti nor-
maalijakauman kéyttoonottoa, joka loi pohjan mm. ha-
vaintovirheiden analysoinnille ja vaestotieteelle.

i
-
-

de Moivre

Laplace

Téarkeimmét tuon ajan matemaatikot, joiden nimet
monen muun luonnontieteiden alan liséksi liitetddn
my&s todennékoisyyslaskentaan, olivat ranskalainen, jo
nuorena Englantiin muuttanut Abraham de Moivre
(1667-1745), ranskalaiset Pierre Laplace (1749-1827)
ja Siméon Poisson (1781-1840) sek# saksalainen Carl
Friedrich Gauss (1777-1855).

Poisson Gauss

Todennékoisyysteorian itsendinen kehitys alkoi 1800-
luvun puolivélissd. Venéldisen koulukunnan johdol-
la — etunendssi Pafnuti TSebySev (1821-1894) — se
eli kulta-aikaansa aina 1930-luvulle asti. Satunnais-
muuttujan ja odotusarvon késitteiden katsotaan olevan
peréisin juuri TSebysevilta.

il

Tsebysev Markov
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Teorian kehitykseen 1900-luvun vaihteessa vai-
kuttaneista venéldisistd matemaatikoista mainit-
takoon Andrej Markov (1856-1922), jonka an-
sioksi luetaan stokastisten prosessien tutkimuksen
aloittaminen ns. Markovin ketjujen muodossa. To-
dennékoisyyslaskennan yleisen teorian loivat vahén
my6chemmin 1930-luvulla venéldiset Andrej Kolmogo-
rov (1903-1987) ja Aleksander Hintsin (1894-1959).
Koko teorian perustana pidetdédn Kolmogorovin vuon-
na 1933 julkaisemaa aksiomatiikkaa.

s

Kolmogorov

Hintsin

Téydellisempi esitys todennékoisyyslaskennan histo-
riasta 16ytyy Matti Lehtisen kirjoittamasta Matema-
tiikan historiasta, http://solmu.math.helsinki.fi/
2000/mathist/. Seuraava klassisen todennékdoisyyden
esitys perustuu Pekka Tuomisen ja Pekka Nor-
lamon 2-osaiseen kirjaan Todennékoisyyslaskenta,
jossa  késitellddn  jonkin = verran  my6s  to-
dennikoisyyslaskennan historiaa.

Klassinen todennikoisyys

Klassinen todennikdisyys voidaan maéritella kiyttden
useaa toisistaan hieman poikkeavaa ldhestymistapaa.
Maaritelmén on kuitenkin toteutettava muutamia pe-
rusperiaatteita lahestymistavasta riippumatta. Térkein
néistd on yhtd todennéksoisen periaate, jota voidaan
pitdd klassisen todenn#koisyyden tunnusmerkkina.

Tilannetta tai ilmiotd, jossa esiintyy satunnai-
suutta, kutsutaan satunnaiskokeeksi. Klassisessa to-
dennékoisyydessd on voitava olettaa, ettd koe on mah-
dollista toistaa samoissa olosuhteissa rajattoman mon-
ta kertaa toistojen ollessa riippumattomia. Tama4 ei ai-
van kirjaimellisesti ottaen ole tietenk&in ikind mahdol-
lista muuten kuin periaatteena.

Satunnaiskokeen erilaisia tulosmahdollisuuksia kutsu-
taan alkeistapauksiksi. Klassisessa todennékoisyydessé
alkeistapauksia on aina &déarellinen méaéra. Lisdksi ole-
tetaan, ettéd kaikki alkeistapaukset ovat yhtd mahdolli-
sia eli yhtd todennédkdisida. Tamé olettamus lausutaan

tavallisesti sanomalla, ettd alkeistapaukset ovat sym-
metrisid. Esimerkiksi kolikonheitossa on kaksi symmet-
ristéd alkeistapausta, kruuna ja klaava, ja nopanhei-
tossa on kuusi symmetristé alkeistapausta, pisteluvut
1,2,...,6.

Tapahtumalla tarkoitamme mielivaltaista alkeistapaus-
ten joukkoa, erityisesti se voi olla tyhja tai kaikkien al-
keistapausten joukko. Tapahtumia on tapana merkita
isoilla aakkosilla A, B, C, jne. Esimerkiksi nopanhei-
tossa tapahtuma A voisi olla "nopanheiton tulos on
véhintddn neljd”, siis A = {4,5,6}. Tapahtuman sano-
taan olevan varma, jos se sattuu vélttamétta jokaises-
sa satunnaiskokeessa, ja tapahtuma on mahdoton, jos
se ei voi sattua yhdessidkédédn kokeessa. Nopanheitossa
tapahtuma B = "pisteluku on vahintdén yksi” on var-
ma, kun sen sijaan tapahtuma C' = @ eli ”pisteluvuksi
ei tule mitd4n” on mahdoton.

Merkitsemme kaikkien alkeistapausten lukuméiria
n:lld ja joukon A alkioiden lukumiirdé n(A):lla, jota
on tissd yhteydessi tapana kutsua A:lle suotuisien al-
keistapausten lukuméériksi. Tapahtuman A klassinen
todennédkoisyys méadritelldan nyt lukuna

n(4)

Pp(4) = —

Merkinnéssd Py, kirjain P tulee englannin kielen sanas-
ta ”probability” eli "todennédkéisyys” ja alaindeksi k
osoittaa, ettd kyseessd on ”klassinen” todennékoisyys.
Téamén masdritelmén perusteella edelléd esitetyn tapah-
tuman A = ”"nopanheiton tulos on vihintdédn neljd”
todenn#koisyys on

A) 3 1
P,JA):#:EZQZO,&

Vastaus on tapana antaa desimaalilukuna kahden
tai kolmen merkitsevin numeron tarkkuudella, mutta
myos murtolukuna erityisesti silloin, kun desimaalilu-
kuarvo on likiarvo tarkalle murtolukuarvolle.

Alkeistapausten symmetrisyyttd ei voi perustella
pelkdstadn matemaattisesti, vaan sen tueksi tarvitaan
havainnollinen késite ”umpiméhkéinen valinta”. Misté
yleensd ottaen edes tieddmme, mitkd tarkasteltava-
na olevassa ilmidsséd ovat symmetrisia alkeistapauksia?
Pulman voisi yrittda ratkaista johtamalla alkeistapaus-
ten symmetrisyys fysikaalisesta symmetriasta. Esimer-
kiksi kolikonheitossa kruuna ja klaava ovat symmet-
risid alkeistapauksia edellyttéen, ettd kolikkoa ei ole
mitenkddn painotettu. Symmetriaa ei téssd voi kui-
tenkaan perustella silld, ettd kolikko olisi fysikaalises-
ti tdysin symmetrinen; silloinhan kruunaa ja klaavaa
ei voisi erottaa toisistaan. Fysikaalisesta symmetriasta
voi siis olla hyotyd intuitiivisessa tarkastelussa, mut-
ta on selvii, ettd sitd el voi sisdllyttdd klassisen to-
dennékoisyyden méadritelméaén.
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Frekvenssitulkinta

Klassisen todennikoisyyden merkitystd voidaan ha-
vainnollistaa frekvenssitulkinnan avulla. Itse asiassa ti-
lastollisen todennékoisyyden kisite perustuu juuri frek-
venssitulkintaan. Tarkastelemme satunnaiskoetta, jo-
ta voidaan toistaa samanlaisissa olosuhteissa rajatto-
masti. Olkoon A tdhén kokeeseen liittyvd tapahtuma
ja F,(A) tapahtuman A esiintymiskertojen lukuméira
n:ssé toistossa. Médrittelemme A:n suhteellisen frek-
venssin lukuna

Kokeellisesti on havaittu, ettd toistojen lukumééran n
kasvaessa suhteellinen frekvenssi f,(A) niyttdd yhi
varmemmin keskittyvin tietyn luvun ldheisyyteen.
Frekvenssitulkinnan mukaan tapahtuman A to-
dennékoisyys on  juuri kyseinen luku, jota A:n
suhteellinen frekvenssi néyttdd ldhestyvin toisto-
jen lukuméirdn kasvaessa. Toteamme kuitenkin,
ettd frekvenssitulkinta ei voi olla todennékoisyyden
maéadritelméd matemaattisessa mielessd. Ensinnékin, ky-
seinen "raja-arvo” ei ole raja-arvo matemaattisen ana-
lyysin mielessé, ja toiseksi, dédrettomié toistosarjoja on
mahdoton realisoida.

de Mérén ongelma

Chevalier de Méré oli havainnut kokeellisesti seuraavaa:

Havainto 1. Kannattaa lyoda vetoa siitd, ettd hei-
tettdessd neljd kertaa noppaa saadaan ainakin yksi
kuutonen.

Havainto 2. Ei kannata lyoda vetoa siitéd, ettd hei-
tettédessd kahta noppaa 24 kertaa saadaan ainakin yksi
kuutospari.

Hén ei kuitenkaan kyennyt osoittamaan havaintojaan
teoreettisesti, joten hén kadntyi Pascalin puoleen noin
vuonna 1650.

Ratkaisu. de Mérén ensimmaéisen havainnon se-
littdvan satunnaiskokeen symmetrisiksi alkeistapauk-
siksi voidaan valita 4-jonot

(331,33‘2,1‘2,.734), x; € {1,2,...,6}.

Jokainen z; ilmoittaa siis ¢:nnen heiton pisteluvun, yk-
si mahdollinen tulos on esimerkiksi 4-jono (5,1,3,5).
Kaikkien mahdollisten alkeistapausten lukumé&ara on

n = 6* =1296.

Jos A on tapahtuma ”saadaan ainakin yksi kuutonen”,
niin A:lle suotuisien tapahtumien lukumé#iri on

n(A) = 6* — 5% = 1296 — 625 = 671,

silli A:lle epésuotuisia tapauksia on 5%. Niin ollen

4 _ k4 4
Py = =2 1(2) ~ 0,518,

64

Kahden nopan heiton symmetrisiksi alkeistapauksiksi
valitsemme jérjestetyt parit

(1,1), (1,2), (1,3),...,(6,6),

joiden lukumsésrd on 62 = 36. Koska tarkastelemme
jérjestettyji pareja, niin esimerkiksi tapahtuma (1,2)
on eri tapahtuma kuin (2,1). Tdmé merkitsee, ettd on
eri asia saada ensin ykkonen ja sitten kakkonen kuin
saada ensin kakkonen ja sitten ykkonen. Néin ollen de
Meérén toisen havainnon selittdvéssd satunnaiskokeessa
on yhteensi n = 362* erilaista alkeistapausta. Niistd
tapauksia, joissa ei ole yhtéin kuutosparia, on 35%4.
Jos B on tapahtuma ”saadaan ainakin yksi kuutospa-
ri”, niin

3624 — 3524 35\ 2

Havaitsemme, ettd Pr(A) > 0,5, joten A:n puolesta
kannattaa lyodd vetoa. Sen sijaan Pr(B) < 0,5, joten
B:n puolesta ei kannata ly6da vetoa. Toki kysymysta
siité, milloin jonkin asian puolesta kannattaa lyoda ve-
toa, voi pohtia syvéllisemminkin, mutta puhtaasti klas-
sisen todennékoisyyden kannalta kysymys ei ole tamén
monimutkaisempi.

Lotto

Meidén suomalaisten parhaiten tuntema ja eniten pe-
laama rahapeli on epéilemétté lotto. Luultavasti jokai-
nen meistd on ainakin itse mielessdin pohtinut loton
tdysosuman todennédkoisyyttd. Laskemmekin tdmén
seuraavaksi klassisen todennédkdéisyyden keinoin.

Tarkastelemme ensin hieman kombinatoriikkaa tarvit-
semassamme laajuudessa. Jos E on n-alkioinen joukko
ja k on kokonaisluku, jolle pitee 1 < k < n, niin E:n k-
kombinaatio on E:n k-alkioinen osajoukko. Alkioiden
jarjestykselld kombinaatioissa ei siis ole merkityssa. On
varsin helposti osoitettavissa, ettd n-alkioisella joukolla

F on |
(4) = w5

k-kombinaatiota. Edelld merkintd n! tarkoittaa n:n ker-
tomaa, joka maédritelladn positiiviselle kokonaisluvulle

n'=1-2-3---n.

Lukuja (}) kutsutaan binomikertoimiksi, ja merkint4
luetaan "n alle k" (tai "n yli k7).
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Lotossa joukon E muodostavat kaikki arvottavat nu-
merot, siis
E={1,2,3,...,39}.

Koska (varsinaisia) numeroita arvotaan 7 kappaletta,
niin tutkimme E:n 7-kombinaatioita, jotka voimme va-
lita loton symmetrisiksi alkeistapauksiksi. Naiden lu-
kumaéira on edelld olevan perusteella

39 39!
= = = 1 .
n (7> 71301 5380937

Kaikista mahdollisista riveistd vain yksi on kulloisen-
kin kierroksen taysosumarivi, joten tdmén klassinen to-
dennékdisyys on

Train? 1
Pk(”? oikein ) = m

~6,5-1078.

On syytd huomauttaa, ettd loton muiden — erityi-
sesti lisinumeroja siséltdvien — voittoluokkien to-
denn#koisyyksien madradminen on jonkin verran edelld
esitettyd hankalampaa. Naiden laskeminen jéa téssé
yhteydesséd kuitenkin lukijoiden oman mielenkiinnon
varaan. Voitte miettid mahdollisia ratkaisumalleja ja
ldhettd4 ne Solmun toimitukseen; parhaat ehdotukset
julkaistaan kirjoitussarjan seuraavissa osissa.

Geometrinen todennikdisyys

Heti todennékoisyyslaskennan varhaiskehitysvaihees-
sa huomattiin, ettd symmetrisiin yhta todennékéisiin
tapahtumiin perustuva todennidkéisyyden klassinen
madritelmé oli riittdméton. Yksi ensimmaéisistd yri-
tyksistd laajentaa mééritelmdd oli geometrisen to-
dennékoisyyden idea. Téssékin ldhestymistavassa yhté
todennéakoisen kisite oli vield keskeisessé roolissa, mut-
ta geometrista todennékoisyyttd voidaan kuitenkin
hyvalld syylla pitdd klassisen todennikoisyyden yleis-
tyksend; esimerkiksi alkeistapauksia geometrisessa to-
dennékoisyydesséd on rajaton méaara.

Geometrista todennikoisyyttd on mahdollista sovel-
taa tilanteissa, joissa satunnaiskokeen tulos voidaan
havainnollistaa geometrisella kuviolla ja kiinnostuk-
sen kohteena oleva tapahtuma A tdméin osakuviona.
Téllaisia kuvioita ja niiden osakuvioita voivat olla esi-
merkiksi yksiulotteinen jana, kaksiulotteinen tasoalue
tai kolmiulotteinen kappale. Tilanteen on oltava siiné
mielesséd symmetrinen, ettd A:n mahdollisuus esiintyé
riippuu vain A:n geometrisesta mitasta (janalla pituus,
tasoalueella pinta-ala ja kappaleella tilavuus), eiké lain-
kaan A:n muodosta ja sijainnista. T&lloin voimme
médritelld A:n geometrisen todennékdisyyden lukuna

missid m(A) edustaa osakuvion A ja m koko kuvion
geometrista mittaa; liséksi oletetaan, ettd koko kuvion

mitalle pdtee 0 < m < oo. Kyseisen mééritelmén
tdsmentédminen vaatisi tiettyja rajoituksia koko kuviol-
le ja sen osakuviolle A, mutta se johtaisi euklidisen ava-
ruuden mitan méaérittelyyn, ja tyydymmekin téssé yh-
teydessi pelkéistadn havainnolliseen kisittelyyn.

Esimerkki. Huoneen lattialla on neliéruudukko, jos-
sa nelion sivu = kolikon halkaisija = 2r. Milla to-
dennikoisyydelld lattialle heitetty kolikko peittédéd ne-
lién kérjen?

Ratkaisu. Tutkimme kysytyn geometrisen to-
dennékdisyyden selvittdmiseksi kolikon keskipisteen
sijaintia nelioruudukossa. Koska eri neliot ovat toisiin-
sa ndhden samassa asemassa, voimme tarkastella yhta
nelivtd. Sen pinta-ala on m = (2r)?2 = 4r2. Tarkas-
telemme tapahtumaa A = ”lattialle heitetty kolikko
peittdd nelion kirjen”, jota mallissamme edustaa ko-
likon keskipisteen sijainti nelidssid. Suotuisissa tapauk-
sissa kolikon keskipisteen etdisyys nelion kérjestd on
pienempi kuin 7 (katso kuva). Néin ollen A:n pinta-
ala on m(A) = 4 - ’TTTQ = 7r?, ja kysytty geometrinen
todennékoisyys on siten

7T7"2

:4—72

P,(A) = % ~ 0,785.

On selvdd, ettd geometrisen todennékoisyyden
médrittelyyn liittyy aivan samoja periaatteellisia ongel-
mia kuin klassisenkin todennékoisyyden méarittelyyn.
Vakavin puute kummassakin méiéritelméassd on, ettéd
ne kattavat vain hyvin suppean osan niistd satun-
naiskokeista, joista olemme kiinnostuneet. Kumman-
kaan méaritelmén pohjalta on mahdotonta konstruoi-
da alkeistapauksia, joiden avulla voisimme johtaa to-
dennédkdisyyden, ettd syntyvé lapsi on tyttd tai etta
tietyn radioaktiivisen atomin elinikd on suurempi kuin
1000 vuotta.

Bertrandin paradoksi

Ranskalainen matemaatikko Joseph Bertrand (1822—
1900) esitti todennikoisyyslaskennan kursseillaan usei-
ta geometriseen todennédkoisyyteen liittyvid ongelmia,
joissa tulos riippui ongelman ratkaisutavasta. Bertran-
din esittdmistd ongelmista tunnetuin lienee seuraava
paradoksi, jonka késittely perustuu venéldisen Boris
Gnedenkon (1912-1995) todennékéisyysteorian klassi-
sen teoksen The Theory of Probability esitykseen.
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Gnedenko

Bertrand

Bertrandin paradoksi. Annettuun ympyrdédn piir-
retddn umpimahkéin janne. Mikéd on todennéksisyys,
ettd jdnne on pidempi kuin ympyrén sisddn piirretyn
tasasivuisen kolmion sivu?

Merkitddn totuttuun tapaan kysyttyd tapahtumaa
A:lla. Ympyrén sisdén piirretyn tasasivuisen kolmion
kulmanpuolittajat leikkaavat toisensa samassa pis-
teessd suhteessa 1 : 2. Néin ollen ympyréan keskipisteen

etéisyys kolmion sivuista on § (katso kuva).

Ratkaisu 1. Oletetaan, ettd janteen keskipisteen ja
ympyran keskipisteen etédisyys valitaan umpiméahkéén
véliltd ]0,7[, missd r on ympyrin sdde. Tallin geo-
metrinen mitta m = r. Tapahtumalle A suotuisissa
tapauksissa jdnteen ja ympyréin keskipisteiden vélinen
etdisyys kuuluu vilille |0, 5[, joten m(A) = 7. Néiin
ollen kysytty geometrinen todennékoisyys on

Pg(A) =

= oo
Il
| =
Il
£
ot

Ratkaisu 2. Oletetaan, etté jinteen toinen padtepiste
ajatellaan kiintedksi ja toinen valitaan umpiméahk&ain
ympyran kehéltd. Kehédn pituus on m = 27r. Ta-
pahtumalle A suotuisissa tapauksissa jinteen toinen
padtepiste kuuluu ympyréan kaareen, jonka pituus on
m(A) = 2—%”" Niin ollen kysytty geometrinen to-
dennikdisyys on

27r

Pg(A):i:

1
— =~ 0,333.
2rr 3 ’

Ratkaisu 3. Oletetaan, ettd jdnteen keskipiste vali-
taan umpimahkaan ympyréan sisélté eli kiekosta

{(x,y) e R? : 22 + 92 < r?}.

Tamén r-siteisen kiekon pinta-ala on tunnetusti 7r2,

siis tdmé on m. Tapahtumalle A suotuisissa tapauksis-
sa janteen keskipiste kuuluu kiekkoon

{(z,y) eR?*: 2% 492 < (f)z},

jonka pinta-ala on

Niin ollen kysytty geometrinen todenndkoisyys on

m(A) r 1
P === =171

ISE

=0,25.

Saimme esitettyyn ongelmaan kolme erilaista vastaus-
ta, ja seuraava tehtdvimme onkin yrittdd selvittai,
miksei ongelman ratkaisu ole yksikésitteinen. Onko syy
mahdollisesti jokin perustavaa laatua oleva mahdot-
tomuus méarittds todennakoisyys yksikasitteisesti ti-
lanteissa, joissa on ddreton médrd mahdollisia tuloksia
(jinnehéin voidaan piirtdd ympyrin sisééin dédrettémén
monella eri tavalla)? Vai johtuuko havaintomme kenties
joistakin vaaristd alkuoletuksista ongelman kolmessa
eri ratkaisussa?

On selvid, ettéd edelld esitetyt ratkaisut ovat yhden ja
saman ongelman kolme erilaista ratkaisua, silld ongel-
man asettelu ei méérittele tapaa, jolla jinne tulee sa-
tunnaisesti piirtdda ympyrén sisélle.

Ensimmaéisessd ratkaisussa voidaan ajatella, etté
vahintddn lavistdjin pituinen tanko (ympyrin sisdéin
jA#VA osa vastaa jannettd) ”vierii” kohtisuorasti yhtéd
lavistdjad (siis kahta perdkkiin asetettua samansuun-
taista siddetti) pitkin. Kaikki mahdolliset tangon keski-
pisteen pyséhtymiskohdat muodostavat janan AB (kat-
so kuva), jonka pituus on sama kuin ldvistédjénkin.
Yhta todennékoisid ovat télloin ne tapahtumat, jotka
koostuvat tangon pysédhtymiskohdista h:n pituisella ja-
nalla riippumatta siitd, missd kyseinen jana sijaitsee
lavistéjalla.

Ratkaisun 1 kuva.
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Toisessa ratkaisussa voidaan ajatella, ettd vastaa-
va tanko on kiinnitetty yhteen pisteeseen ympyrén
kehilld, ja tankoa on mahdollista kd#dnnelld korkein-
taan 180° siten, ettd se leikkaa aina ympyrdn kehad
(katso kuva). Tangon liikkumista rajoittaa siis kiinni-
tyspisteeseen ympyriélle piirretty tangentti. Nyt olete-
taan, ettd tangon pyséhtymiskohta h:n pituisella ym-
pyrén kaarella riippuu kaaren pituudesta mutta ei riipu
kaaren paikasta ympyrédn kehélld. Nédin ollen yhtd to-
dennkoisia tapahtumia ovat tangon pysahtymiskohdat
kaarilla, joiden pituudet ovat samat.

Ratkaisun 2 kuva.

Niiden tarkastelujen jédlkeen on varsin selvié,
ettd geometrisen todennédkoéisyyden médritelmét en-
simméisessd ja toisessa ratkaisussa ovat ristiriidas-
sa keskenddn. Ensimméisen ratkaisun mukaan to-
dennékoisyys, ettd jana pysédhtyy vilille | A, z[, on .
Todennakéisyys sille, ettd janan ja ympyrdn kehin
leikkauspisteen kohtisuora projektio lavistdjalle toi-
sessa ratkaisussa osuu samalle vilille, on alkeellisen

geometrisen tarkastelun nojalla

{l arccos =%,
s T

1 — L arccos Z=r,
s T

kun x <r, ja

kun z > r.

Kolmannessa ratkaisussa ”heitdmme” janteen keskipis-
teen umpimahk&in ympyran sisélle. Télloin yhtéa to-

dennékoisid tapahtumia ovat pinta-alaltaan samansuu-
ruiset ympyran sisédlld sijaitsevat tasoalueet. Kysytty
todenniikoisyys saadaan siitd, ettd keskipiste putoaa
tiettyyn pienempiédin samankeskiseen ympyriin (katso
kuva). Erilaiset lopputulokset esittéimissimme kolmes-
sa eri ratkaisussa ovat tdmén jéilkeen varsin ilmeisié.

Ratkaisun 3 kuva.
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