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Onko ympyri aina pyorea?
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Varsin usein matemaattisen ongelman ratkaisun
16ytyminen on kiinni siité, kykenemmek6 mielemme sil-
min ndkeméain ongelmaan liittyvét késitteet ja ndiden
viliset suhteet jonkinlaisena kuvana. Kaytannossa py-
rimme siis luomaan mielikuvituksemme avulla geo-
metrisen mallin ongelmasta ja katselemalla tédtd mal-
lia yritdimme 16ytda ratkaisun. Téll6in on ensisijaisen
tarke#dd kiinnittdd huomiota sithen, miksi ja milla ta-
valla mallimme vastaa késitteita ja ennen kaikkea, voi-
daanko samoista késitteistd laatia useita erinékoisid
malleja.

Jos meitd pyydetddn ajattelemaan ympyrad tai
piirtdmé&dn siitd paperille kuva, tuskinpa monellekaan
tulee mieleen muuta kuin sellainen pyoéredmuotoinen
suljettu viiva, joka voidaan ainakin periaatteessa
piirtda siten, ettéd ensin kiinnitetddn narunpétkéan toi-
seen péadhdn kyné, pidetddn narun toista péadtd pai-
koillaan ja sitten pyoraytetiddn kirednd pidettyéd narua
kiinnitetyn padn ympéri. Téllaisessa tempussa oleellis-
ta on, ettd liikkkuva kynénterd pysyy vakioetdisyyden
péadssa kiinnitetystd pisteestd eli piirtyvdn ympyran
keskipisteesté.

Edelld kuvatussa tempussa narun rooli on toimia jon-
kinlaisena etédisyyden sdédtimené, ja jos etéisyys todel-
la pysyy vakiona pyoraytyksen ajan, syntyy kuvio, jo-
ka vastaa sitd, mitd sanalla ympyrd matematiikassa
yleensé tarkoitetaan: O-keskinen ja r-séteinen ympyra
on tason niiden pisteiden ura, joiden etéiisyys pisteesté

O on tasan r.

Taméa maéadritelméd tuntuu hyvin selkedltd ja yk-
sikésitteiseltd, mutta tarkka lukija voi huomata,
ettd ainakin kahden asian kohdalla voidaan hie-
man spekuloida. Ensinnékin, millainen pinta kelpaa
piirtdmistasoksi? Jos piirrdmme narun ja kynén avul-
la ympyréin reikéiselle taivutetulle paperille tai vaik-
kapa puhalletun Mikki Hiiri -ilmapallon pinnalle, kuva
ympyréstd voi olla erilainen kuin taivuttamattomalle
ehjille paperille piirretty kuva. Me emme kuitenkaan
puutu téssa esityksesséd kysymykseen piirtdmistasosta,
vaan ajattelemme tason olevan ehjén ja taivuttamatto-
man (hyvin ison) paperin kaltainen. Sen sijaan mietim-
me tarkemmin sitd, mitd pisteiden vélisen etédisyyden
mittaamisella oikein tarkoitetaan.
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Pythagoraan lauseeseen perustuva laskukaava

(1) Ad(P,Q) = /(1 — 22)2 + (y1 — y2)?

on luonnollinen valinta kahden koordinaattipisteen
P = (z1,y1) ja Q = (22, y2) vilisen matkan mittaami-
seen sellaisessa tasossa, jossa mika#n lilkkumisen suun-
ta ei ole estetty tai hankampi kuin miké tahansa muu
suunta. TAt4 mittaamistapaa vastaa luonnossa — aina-
kin lyhyehkéillda matkoilla — ns. linnuntie. Kuitenkin
meiddn normaalisti maata pitkin liikkuvien olentojen
yleinen kokemuksemme on, ettemme esimerkiksi suur-
kaupungin ruutukaava-alueella pysty liikkumaan kah-
den kohteen vililld mitd tahansa reittia pitkin, vaan
meidédn on kuljettava toisiinsa nihden enemmén tai
vihemmaén samansuuntaisia tai kohtisuoria katuja pit-
kin. T&lloin herdéd kysymys miké on oikea tai luonnol-
lisin tapa mitata pisteiden vélisid etédisyyksiéd tasoissa
(tai yleisemmin avaruuksissa), joissa litkkumisen han-
kaluus on suuntariippuvaista.
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Ennen kuin etsimme oikean laskukaavan ruutukaa-
vatason pisteiden vélisen etdisyyden laskemiseksi,
on meiddn parasta ensin pohtia mitd kunnolliselta
etdisyyden mittaamiselta yleensé voi ja kannattaa vaa-
tia. Erds téllainen vaatimus on se, ettd kdytetdanpa
etdisyyden mittaamiseen mité tahansa mittaria, matka
mistddn pisteesté itseensd ei saa olla muuta kuin nol-
la. Toisaalta on luontevaa odottaa, ettd kahden pisteen
vélinen etdisyys on aina positiivinen luku. Liséksi kan-
nattaa vaatia, etté pisteiden vélinen etéisyys on riippu-
maton siitd, mitataanko matka pisteestd P pisteeseen
@ vai péinvastoin. Tietenkin my0s se on toivottavaa,
ettd tutkittavana olevan avaruuden jokaisen pisteparin
véilinen etédisyys saadaan yksikésitteisella tavalla mita-
tuksi.

Oikeastaan jokainen etéisyysmittari, joka toteuttaa
edelld kuvatut vaatimukset, on kayttokelpoinen aina-
kin matematiikan maailmassa, mutta reaalimaailman
kokemustemme pohjalta olemme kiinnostuneita erityi-
sesti sellaisista etédisyysmittareista, jotka lisdksi toimi-
vat siten, etteivdt ne koskaan anna kahden pisteen
viliseksi etdisyydeksi suoraan mitattuna suurempaa lu-
kua kuin mutkan eli mink4 tahansa kolmannen pisteen
kautta mitattuna. Kutsumme tésséa esityksessa téllaista
etdisyysmittaria kunnolliseksi.

R

Voimme ilmaista my6s matematiikan kielelld millainen
objekti tason (tai yleisemmin avaruuden) kunnollinen
etédisyysmittari on. Tason pisteparien joukolta positii-
visille reaaliluvuille méa#ritelty funktio § on kunnollinen
tason etdisyysmittari, jos silld on seuraavat ominaisuu-
det:

(i) 6(P,Q) =0, jos ja vain jos P = Q,
(ii) 0(P,Q) > 0 kaikilla P ja Q,
(iii) (P, Q) = 8(Q, P) kaikilla P ja Q,
(iv) 6(P,R) < §(P,Q) + 6(Q, R) kaikilla P, Q ja R.

Jokaista funktiota 4, joka toteuttaa ehdot (i)—(iv), sa-
notaan metriikaksi.

On helpohko laskutehtévid osoittaa, ettd kohdan (1)
luonnollisen etdisyyden laskukaava toteuttaa metriikan
vaatimukset. Mutta on olemassa my6s muita funktioi-
ta, jotka toteuttavat samat vaatimukset. Esimerkiksi
kaavan

(2) di(P,Q) = |z1 — 2| + |y1 — v2l,

missd P = (z1,y1) ja Q@ = (z2,y2), avulla tason piste-
parien joukossa méadritelty funktio d; toteuttaa ndméi
vaatimukset. Viite seuraa siitd, ettd reaalilukujen it-
seisarvolla on seuraavat ominaisuudet: |a| = 0, jos ja
vain jos a = 0, ja muuten |a| > 0. Toisaalta, kaikilla
a,b,ceRon |a—0b=|b—alja

la —c|=1](a—b)+ (b—c)| <|a—bl+|b—c|

Jos katsomme tarkemmin kohdan (2) kaavaa, huo-
maamme, etté d; ilmoittaa tason pisteiden vélisen mat-
kan pitkin koordinaattiakseleiden suuntaisia suoria.
Tamaé vastaa hyvin lilkkkumista ruutukaava-alueella, jo-
ten dy on luonnollinen etdisyysmittari ainakin Manhat-
tanilla asuville. Itse asiassa tasoa varustettuna metrii-
kalla d; sanotaankin usein taksiautotasoksi.

Taksiautotasolla on monia mielenkiintoisia ominai-
suuksia, jotka erottavat sen tavallisesta koulugeomet-
rian tasosta. Huomaamme, ettid jos pisteilld P ja Q
molemmat koordinaatit eroavat toisistaan, lyhin reit-
ti nédiden kahden pisteen vililld ei olekaan endd yk-
sikésitteiselld tavalla madrdytyvi. Seuraavaan kuvaan
on piirretty kaksi mahdollista yhtd pitkédéd (lyhinté)
reittid (a) ja (b) taksiautotason pisteiden P ja @ viilille.
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Millaisia ovat ympyrit taksiautotasossa? Koska pis-
teiden vélinen etdisyys mitataan pitkin koordinaat-
tiakseleiden suuntaisia suoria, saadaan origokeskisen -
siteisen ympyran kuvaksi salmiakkiruutu, jonka kérjet
ovat pisteissid (£r,0) ja (0,£r).

On siis mahdollista laatia kunnollisen etéisyysmittarin
avulla myos sellaisia malleja, joissa ympyréat ovat kul-
mikkaita. Nokkela lukija keksii pian kuinka metriikkaa
dy pitdd muokata, jotta hén saisi toisen metriikan, jon-
ka maardamat ympyrit nayttavit neliciltd, joiden si-
vut ovat koordinaattiakseleiden suuntaiset.

d(OP)=x+y=r

P=(x,y)

o] Y
X

Tasoon voidaan maééritelld myos epajatkuva metriikka.
Esimerkiksi tason pisteparien joukossa mééritelty ku-
vaus dg, jolle

0, jos ja vain jos P = @,
1, jos P #Q,

on metriikka. Nimittiin, dg selvésti toteuttaa metrii-
kan ehdot (i)—(iii). Lisdksi ehto (iv) toteutuu, silld jos
P = R, niin

0= dO(Pa R) < dO(PaQ) + dO(Q7R)7
jajos P # R, niin Q # P tai Q # R ja niin ollen

dO(P7Q) = {

Jos kédytdmme metriikkaa dg etdisyysmittarina, niin
miké tahansa piste keskipisteend piirretty 1-séteinen
ympyra peittdd koko tason paitsi ei kyseisen ympyrén
keskipistetti. Toisaalta, metriikalla dy varustetussa ta-
sossa el ole olemassa r-séiteisid ympyroitéd, jos r # 1.

Tasoon voidaan mééritelld ddrettoméan monta eri met-
riikkaa, silld esimerkiksi kertomalla kaavan (1) juuri-
lauseke jollakin vakiolla saadaan uusi funktio, joka on
metriikka. Toisaalta tason kahden metriikan summa-
funktio on aina tason metriikka. N&in ollen on mah-
dollista laatia lukemattomia erilaisia malleja, joissa
ympyrit voivat kuvioina poiketa toisistaan oleellisesti,
vaikka jokaisessa mallissa ympyran mééritelmé sindnsa
on sama.

Metriikkojen ja niiden avaruuksien, joissa voidaan
maédritelld erilaisia metriikkoja, tarkastelu kuuluu sii-
hen matematiikan alaan, jota sanotaan topologiak-
si. Matematiikan historiassa topologia on varsin uusi
asia, silli sen katsotaan saaneen alkunsa kuuluisas-
ta Konigsbergin siltaongelmasta, jonka Euler ratkaisi
1700-luvulla. Topologian alkeista on kirjoitettu joita-
kin hyvia oppikirjoja myos suomenkielell.

Sivuhuomatus maailmankaikkeu-
den mittaamisesta

Jokaisen sukupolven edustajat lienevét pohtineet sité,
onko maailmankaikkeus ihan oikeasti &dérellinen vai
ddreton. Erilaisten metriikkojen tarkastelu voi johtaa
meiddt tdssd kysymyksessd mielenkiintoisen (ainakin
osittaisen) vastauksen dérelle.

Olkoon d tason luonnollisen metriikan vastine ava-
ruudessa. Mééaritelladn avaruuden pisteparien joukossa
funktio d* seuraavan kaavan avulla:

1+d(P,Q)
Vilittomasti ndhdain, ettd d* toteuttaa metriikan vaa-
timuksista ainakin kohdat (i)—(iii). Pienehkén lasku-
tehtavin jalkeen huomaamme, ettd d* tdyttdd myos
neljannen vaatimuksen. Erikoista téssa metriikassa kui-
tenkin on se, ettd sen arvot ovat aina nollan ja yhden
valilta.

On siis mahdollista mitata samaa avaruutta ar-
voiltaan sekd rajoittamattomilla ettd rajoitetuilla
etdisyysmittareilla. Koska mittarit ovat ominaisuuksil-
taan muuten samanlaisia, emme voi asettaa kumpaa-
kaan mittaamistapaa sinédnsé toista oikeammaksi. Nain
ollen ei ole mielekéstd ottaa ehdotonta kantaa siihen,
onko maailmankaikkeutemme objektiivisesti pieni vai
suuri ns. ulkopuolisen tarkkailijan silmin, silld emme
voi tietdd, mittaako tdma hypoteettis-spekulatiivinen
hahmo maailmaamme rajoitetulla vai rajoittamatto-
malla mittarilla.



