Keskiverto < keskiarvo
Epayhtalon suora todistus tapauksessa n = 3
ja yleisessa tapauksessa.
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Suora todistus, tapaus n = 3.

On todistettava epayhtalo

(1) "$1$2"'90n§$1+x2+”.+xn7
n

missa x1, X, ..., xr, > 0, tapauksessa n = 3 eli
T +2Tog+ X
VT1T2x3 < Rt
3
kun zq,z9,z3 > 0. Voidaan olettaa, etta z; < x9 < x3 seka merkita
_ xitay+a3,
x:#Jaxl—l—xg:c.

Talloin patee, etta x1 <7 < x3.
Yhtalo a+b=c,a > 0jab> 0, esittaa (a,b)-koordinaatiston I neljén-
neksessé sijaitsevaa janaa (kuva 1).

b

Kuva 1:

Pisteet A = (z1,23) ja B = (x3,21) ovat tdmén janan pisteitd. Jos suora-
kulmion kaksi sivua sijaitsevat koordinaattiakseleilla a ja b seka yksi kulma
pisteiden A ja B kautta kulkevalla suoralla, suorakulmion piirin pituus on
2c. Jos valitaan suorakulmion kannaksi Z, niin suorakulmion korkeus on

c—T =z + 15— T



Kuva 2:

Tamén suorakulmion kérki C' sijaitsee pisteiden A ja B viliselld janalla
(katso kuva 2), ja suorakulmion pinta-ala on suurempi kuin x;x3. Silla jos
C = A tai C' = B, niin suorakulmion pinta-ala on tdsmaéalleen xix3. Lisaksi
pidettaessa piirin pituus vakiona suorakulmion pinta-ala kasvaa, kun piste C'
lahestyy koordinaattiakselien valiin jaavan janan keskipistetta. Tamaé tulos
on epéyhtdlo (1) tapauksessa n = 2, joka on todistettu kurssilla (Solmun
lukijoille todistus on liitteessé 1). Pinta-aloja vertaamalla saadaan epéayhtalo

(2) 123 < T($1 + T3 — T)

ja yhtasuuruus péatee, kun z; = xo = 3.
Koska 5 > 0, voidaan epayhtalo (2) kertoa luvulla x,. Téll6in saadaan

(3) T1T9X3 S Ty (Il + T3 — f) .

Koska lisaksi

\/@SCZ;—I)

kaikilla a,b > 0, tai yhtapitavasti 4ab < (a + b)? kaikilla a,b > 0, niin
merkitsemalla a = x5 ja b = x1 + r3 — T saadaan epayhtalo

(4) 4$2(I1+$3—E)§($2+$1+I3—f)2.

Koska
1+ To + T3

3

€T =



eli yhtépitavasti x1 + xo + x3 = 37T, niin epayhtélostd (4) seuraa, etta
41’2 (171 + T3 — f) S (3f - E)Q
eli
44 (331 + T3 — T) < 472,

Jakamalla tama epayhtalo luvulla 4 saadaan
Ty (21 + 23 — T) < 7°.

Siten epayhtélon (3) perusteella péatee

T1X2T3 < TIo (1’1 + T3 — T) <z - Tz

eli
T1X2T3 S fg.

Koska potenssifunktio on aidosti kasvava kun eksponentti on pariton, patee
epayhtalo myos kantaluvuille:

$1+£L'2—|-£C3

1 Toxsy <
VT1T2T3 S 3

kun xy, x9, x5 > 0, ja yhtasuuruus patee, kun x| = zo = x3.
Tapaus n = 3 on nyt todistettu.

Suora todistus, yleinen tapaus n = k,
matemaattinen induktio.

Tiedetdén, etta epayhtélo (1) on voimassa arvoilla n = 2 jan = 3. Oletetaan,
ettd (1) on tosi, kun n = k, ja todistetaan, ettd (1) on tosi, kun n = k + 1.
Olkoon siis

Ti+To+ -+ T

(5) VAZEZRERETIS ’ :
missa x1,Ts,...,x > 0 sekd x; on pienin ja zp suurin luku joukossa
{1, 29,...,2%}. Jos joukkoon lisdtéaan uusi luku, joukko voidaan aina jér-

jestaa niin, etta joukon pienin luku on z; ja suurin luku zy,;. Jos otetaan



yksi luku pois joukosta, niin lukujen jarjestys ei muutu. Silla ei ole merki-
tysta, mika luku joukosta poistetaan, joten poistetaan esimerkiksi luku xy.
Talloin epayhtalo

Ty + T+ o+ Ty + T
k

on voimassa, silld alussa oletettiin, ettd epayhtélo (5) on tosi jokaisella jou-
kolla, jossa on k positiivista lukua.

Tarkastellaan nyt lukujoukkoa {z1,xs,..., Tk, Txy1}, joka on joukkojen
{z1,29, ... 2} ja{x1,29, ... , ) 1,741} yhdiste. Kuten tapauksessa
n = 3 piirretdédn kaksi suorakulmiota, joiden piiri on 2 (z; + z141) ja pinta-
ala 11511 (kuva 3).

T1T T 1T <

XK1

Kuva 3:

Liséksi piirretaan kolmas suorakulmio kayttamalla keskiarvoa

T1+Xg+ -+ Ty
k+1

suorakulmion kantana. Suorakulmion korkeus on talloin

T =

T+ Lhy1 — T.

Suorakulmion pinta-ala
T(l’l + Ik-{-l — f) s

on suurempi tai yhtasuuri kuin kahden muun suorakulmion pinta-ala xixj 1.
Kaannetaan epayhtalo toisin pain:

(6) T1Tkr1 S T(:L’l + Tyl — f) .
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Kertomalla epayhtdlon (6) kumpikin puoli luvulla zozs - - - 2 > 0 saadaan
(7) T1ToTg -+ TpTpy1 < TToT3 -+ Tg (X1 + Ty — T)

Epéyhtélo (5) patee induktio-oletuksen mukaan jokaisella joukolla, jossa on
k positiivista lukua, joten

x2+x3+~--+xk+x1+xk+1—f)k

$2I3"’$k($1+$k+1—f)§( 2

Koska
Tot+ w3+ -+ ap+x+ 3801 = (K+ DT,

niin

E+1z—7\" k7 \
$2$3"'$k($1+$k+1—f)§(%) :(%) _ =k

Nyt epayhtélo (7) voidaan kirjoittaa muotoon

T1ToT3 Tkl < T - 7h = F

Kuten tapauksessa n = 3 epayhtalo voidaan kirjoittaa muotoon

.’L'1+$2+.’L'3+"'+£L'k+$k+1
kE+1

MY/ T1T223 - Tl <

ja yhtasuuruus patee, kun vy =29 =23 =+ = T = Tpy1-

Nyt on todistettu, ettd epayhtdlo (1) pitee tapauksessa n = 2, tapauk-
sessa n = 3 (el valttAméatonté todistaa) seké jos (1) pétee tapauksessa n = k,
niin se patee myos tapauksessa n = k + 1. Siten epayhtélo (1) on voimassa
kaikilla n € N, n > 2, ja yleinen tapaus on todistettu.



Liite 1: Tapaus n = 2.

Oletus:
120, 72 >0

Vaitos:
T+ X2

VI1Tg < 5

Todistus: Seuraavat epayhtalot ovat ekvivalentteja.

T+ T2

5 > /X122
T1+ To 2 2\/1129

x% + 2x129 + x% > 4x120

xf — 2x120 + x% >0
(171 - IL‘Q)2 Z 0.

Koska alin epayhtédlo on aina tosi, ja yhtdsuuruus on voimassa vain kun
T1 = X9, vaite on tosi.



