Diofantoksen yhtalot

Katariina Hemmo

Tama osa lukuteoriasta kuuluu matematiikan laajan oppimaaran valin-
naisiin kursseihin. Kurssi kasittelee matemaattisen logiikan ja lukuteorian
perusteita.

Esimerkki. Jos sinulla on kaksi tikkua, joiden pituudet ovat 5 m ja 3 m,
niin kuinka voit mitata 1 m pituuden?

I 5 m 5 m
.5 |
3 m 3 m 3 m 2:5—-3-3=1.

11 3 m 3 m
.5 |
5 m 2-3—-1-5=1.

Harjoitus. Enta jos sinulla on tikut, joiden pituudet ovat

8 m ja 5 m,
10 m ja 6 m,
voitko mitata 2 m pituuden samoilla tikuilla? Mita pituuksia voit mitata?
Ratkaisu. Oletetaan, ettd on kaytossa x kpl 8 m tikkuja ja y kpl 5 m
tikkuja. Onko seuraavilla yhtalolla ratkaisuja?
I 2-84y-5=1 (m),
II z-10+y-6=1 (m),
I z-84y-5=2 (m),
IV z2-10+y-6 =2 (m),
missa z,y € Z.
Yhtalotyyppia xa + yb = ¢ kutsutaan Diofantoksen yhtdloksi, ja se on
nimetty kreikkalaisen matemaatikon Diofantoksen mukaan. Han tutki yhta-

loiden ratkaisumenetelmia ja oli ensimmainen, joka kaytti algebrallisia merk-
keja. Han ei kuitenkaan tutkinut Diofantoksen yhtaloita.
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[ z-84y-5 = 1. Suurin yhteinen tekija (8,5) = 1. Eukleideen algoritmilla

jaettava jakaja
8 = 1-5+3
5 = 1-3+2
3 = 1-2+1 jakojaannos
2 = 1-2 suurin yhteinen tekija (8,5) = 1.
Kaantaen:

1=3-2-12=5—-1-3
1=3-(5-1-3)-13=8—1-5
1=8—1-5—(5—8+41-5)-1
1=8—5—-5-8—5
1=2-8-3-5

r =2
y=-3
I z-8+y-5=2. Kayttamalla hyvaksi I yhtaloa saadaan

2.8-3-5=1 |-2
4.8-6-5=2

r=4
y=—6

II z-104y-6 = 1. Suurin yhteinen tekija (10,6) = 2.

100=1-6+14
6=1-4+42 jakojaannos
4=2-2
tai
10=2-5
6 =2-3 alkulukutekijat
Kaantaen:

2=6-1-44=10—-1-6
2=6-—(10—1-6)

2=6-10+6

2=—-10+2-6 |:2
1

l=—=-10+6
510+



r=—-1¢Z
y=1

Ei ole olemassa ratkaisua z,y € Z.

IV 2-10+y -6 = 2. Tama tapaus on selvd vertaamalla edella olevaan
ratkaisuun (yhtalo II):
—10+4+2-6=2

r=—1
y=—2
Edelliset ratkaisut x,y olivat yksittaisia. Yleiset ratkaisut ovat:

I {aj:2+n~ 2=2+5n (toistuva)

—|co ||

y=-3—-n-7=-3-8n
o x:4+n~%n:4+5n

y:—6—n-%n:—6—8n
v x:—l—I—n-gn:—l—i-Bn

yzZ—n-%an—Sn

Pituudet, jotka voit mitata:
I 2-10+y-5=1 (m). Kaikki kokonaislukupituudet voidaan mitata.
IT Ei ratkaisuja.

IV 2-10+y -6 = 2. Voidaan mitata kaikki kokonaislukupituudet, jotka
ovat kahdella jaollisia.

Harjoitus. Perttu osti muutaman omenan ja appelsiinin, ja ne maksoivat
yhteensa 16,80. Kuinka monta omenaa ja appelsiinia han osti, jos yksi omena
maksoi 1,40 ja yksi appelsiini maksoi 1,207

Ratkaisu. 1,40x + 1,20y = 16,80 |- 10

r = omenoiden lukumaara
y = appelsiinien lukumaara

14,07 + 12,0y = 168,0



14 = 1-1242

12 = 6-2
2 = 14-1-12 |- 84
168 = 84-14—84-12
{x:84+12—2n:84+6n >0
y:—84—134n:—84—7n >0
84 +6n >0 A —84—Tn >0

T =81+6-(—13)=6 y=-84—7-(-13)=7

Vastaus:
{x = 6 = omenoiden lukuméara

y = 7 = appelsiinien lukumaara
Harjoitus. Kasper, Jesper ja Joonatan olivat varastaneet kekseja, jotka
on pakattu 14 ja 21 kappaleen laatikoihin. Pojat jaivat kiinni, ja heilta loytyi
295 keksia. He vaittivat, etteivat olleet syoneet yhtaan keksia. Etsiva Marvola
tiesi heti, etta pojat valehtelivat. Miten han tiesi taméan?

Ratkaisu.
4z +21y =295

Onko talla yhtalolla ratkaisua?

21 =1-14+47
14=2-7
7=21-1-14 71295

Seuraus: Pikkuleipia puuttui.



