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Paakirjoitus

Suomi siirtyy vuodenvaihteessa euro-aikaan yhdessa 11
muun Euroopan maan kanssa.

On tietysti selvdd, ettd virallisen tuntuisissa esitteis-
sd euron ja markan muuntokertoimeksi esitetdén lu-
ku 5,94573. Tavallisella kauppareissulla tésté ei pitéisi
tulla ongelmaa, koska hinnat on ainakin aluksi ilmoi-
tettava molemmissa rahayksiko6issé, ja kun markkahin-
noista sitten kokonaan luovutaan, olemme toivottavas-
ti jo oppineet vertailemaan hintatasoa suoraan eurojen
avulla.

Mutta rahamé&éarid on pystyttédva vertailemaan muu-
allakin kuin kaupassa. Toivon hartaasti, ettemme saa
kuulla julistuksia siitd, ettd tédsmallistd muuntoker-
rointa on aina kaytettdva; nayttdisihdn selvalta, et-
td useimmissa tapauksissa voi aivan hyvin kayttaa lu-
kua 6. Jos valttdmattd haluaa kiyttdd tarkkaa muun-
tokerrointa, voi tietysti kantaa mukanaan taskulaskin-
ta. Toivon seuraavien esimerkkien tuovan esille sen, et-
tei se todellakaan ole vélttamétonta, jos vain kertotau-
lu on vield hyvéassad muistissa. Liséksi kertolaskun vaih-
dannaisuus ja liitdnnéisyys yhtéldiden 6-a = 2-(3-a) =
3 - (2-a) muodossa saa aivan uutta arvoa.

Aloitetaan yksinkertaisilla vaateostoksilla; hyvien ta-
pojen vastaisesti laskemme seuraavassa pelkilld lukuar-
voilla. Jos housut maksavat 45 euroa, niin paljonko se
on markoissa? Kéytdmme nyt tietoa 6 = 3 - 2, joten
padssilaskuna 6 - 45 = 3 - (2-45) = 3-90 = 270. Tark-
ka arvo on 267,56. Takki puolestaan maksaa 53 euroa.
Nyt on helpompi kiyttéaa yhtéloa 6 = 2-3, jolloin aluksi
3-53 = 159 & 160 ja lopullinen hinta-arvio on 2-160 =

Pekka Alestalo

320. Tarkka arvo on tdssd tapauksessa 315,12, ja osa
erosta selittyy kahden markan pyoristysvirheen avulla.
Sen sijaan 22 euron arvoisten hansikkaiden kohdalla
on mukavampaa kiyttad yhtalod a(b+c) = ab+ ac, jo-
ka on nimeltdén osittelulaki. Taméan avulla laskemme
suoraan 6-22 = 6-(20+2) = 6-20+6-2 = 120+12 = 132,
joka poikkeaa tarkasta arvosta 130,81 vain vahéan. Han-
kalissa tapauksissa voi vield yhdistelld molempia ylla
kuvattuja menetelmié.

Entdpd  suuremmat  hankinnat?  Tutkikaamme
100 000 euron asuntolainaa, jonka maksuaika on
10 vuotta. Jos unohdamme koron merkityksen, niin
tarkalla kertoimella ja kuutossddnnolla laskettujen
lainan loppusummien ero on 5 427 markkaa. Tama
on paljon rahaa, mutta koko laina-aikana se vastaa
n. 45 markkaa kuukaudessa. Ainakaan itse en osaa
suunnitella talouttani niin tarkasti, ettd summa vai-
kuttaisi esimerkiksi paatokseeni lainan ottamisesta.

Jos oma pééassilaskutaito tuntuu valilla puutteelliselta,
ei tietenkédn ole mikdéan hiped tarkistaa laskelmia tas-
kulaskimen avulla. Toisaalta kehotan myo6s laskimen
kayttajia tarkistamaan tuloksensa péassdlaskuna, ai-
nakin sen varmistamiseksi, ettd desimaalipilkku on ol-
lut oikeassa kohdassa!

Solmun tilaushinnan muuttaminen euroiksi on puoles-
taan hyvin helppoa; se on markkamé&ardisend tdsmal-
leen sama, kuin euroina! Kaiken lisaksi muuntokertoi-
mena voidaan kdyttdd mitd tahansa reaali- tai jopa
kompleksilukua.
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Toimitussihteerin palsta

On ehké paikallaan muistuttaa Solmua paperilla lu-
kevia siitd, ettd lehti ilmestyy myos verkossa osoit-
teessa http://solmu.math.helsinki.fi. Vaikka tie-
tokoneen ruudulta lukeminen on usein hankalampaa
kuin paperilta, Solmun verkkoversiolla on joitakin hy-
vié puolia.

Téassd numerossa ilmestyvd Simo K. Kiveldn artik-
keli Frégier'n lauseesta on kirjoitettu Mathematica-
nimiselld ohjelmalla, ja jos koulullasi on sama ohjelma,
voit hakea tiedoston verkko-Solmusta ja kokeilla lasku-
ja itse. Ilmankin Mathematicaa voit katsoa Frégier'n
lausetta havainnollistavaa animaatiota, joka luonnol-
lisesti puuttuu lehden paperiversiosta. Samoin Maija
Salmelan matkakertomukseen siséltyva luokkakuva ja
pari yliméaaraista kuvaa loytyvat vérillisind verkosta.

Jouni Seppénen

Artikkelien liitteiden liséksi verkossa on yldasteen ope-
tusta tukeva linkkikokoelma, jonka on koonnut ja luo-
kitellut Riitta Snellman. Kokonaan oma osasto on
varattu unkarilaiseen matematiikanopetukseen liitty-
vélle materiaalille. Harjoitusarkkeja alkuopetukseen
on ensimméisen opetusvuoden tarpeisiin; toinen vuo-
si on tekeilld. Verkko-Solmu sisdltdd myos unkarista
kidannettyja esiopetusta késittelevid kirjoituksia. Un-
karin kielen harrastajia voi kiinnostaa pieni unkarilais-
suomalainen matematiikkasanasto.

Verkko mahdollistaa myds jonkin verran helpomman
keskustelun lukijoiden ja kirjoittajien valilld. Solmun
keskustelupalstalla voit esittdd kysymyksid ja toivo-
muksia tulevien artikkelien aiheiksi.
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Descartesin merkillinen saanto

Matti Lehtinen

Historia tuntee René Descartesin (1596-1650) sind filosofina, joka totesi cogito, ergo sum, ajattelen, olen siis
olemassa, ja rakensi tistd vastaansanomattomasta totuudesta ldhtien rationaalisen filosofian jérjestelmén. Huo-
mionarvoista on myos, ettd Descartes ei arvostanut aikaista ylosnousua. Hén arveli saaneensa kaikki merkit-
tévit ajatuksensa aamupéivisin sdngyssi loikoillessaan. Matemaatikoille Descartes eli Cartesius on arkipaivaéd
suorakulmaisen, karteesisen koordinaatiston ja joukkojen karteesisen tulon myd&ta.

Descartes ei tiettévisti koskaan esittdnyt tai kdyttanyt suorakulmaista xy-koordinaatistoa, vaikka hénen ma-
temaattista padteostaan La Géométrie syystd pidetdédn analyyttisen geometrian perustajana. Samasta kirjasta
on peréisin my0s tdmén kirjoituksen aihe, Descartesin merkkisdédnté. Suppea kysely osoitti, ettd tdma saanto ei
ole kovin monelle tuttu.

Descartesin merkkisaénto koskee yhtd matematiikan keskeisimmistad ongelmista, polynomiyht&lon ratkaisemista.
n:nnen asteen yhtélé voidaan aina kirjoittaa muotoon

P(x)=2" +ap, 12" ' 4+ +a1x +ag=0. (1)

Jos n = 1 tai n = 2, yhtélon ratkaisu on hyvin tunnettu, ja jos n = 3 tai n = 4, ratkaisu voidaan, joskin
tyolaasti, aina 10ytad. Mutta yleisessa tapauksessa ei pelkéstadn yhtalod katsomalla usein edes pysty sanomaan,
toteutuuko yhtdlo millaén reaaliluvulla saati kertomaan, milld x:n arvoilla yhtélo ehké toteutuu. Descartesin
sadnto ei sekddn kerro yhtdlon ratkaisuja edes likiméarin. Mutta se antaa hyvin yksinkertaisen keinon, jonka
avulla voi péaatelld jotain yhtélon ratkaisuista.

Yhtalon (1) polynomin kertoimet muodostavat reaalilukujonon (1, an—1, ap—2, ..., ag). Jonon luvuista osa voi
olla nollia. Unohdetaan ne. Loput ovat joko positiivisia tai negatiivisia. Taten yht&loon liittyy yksikésitteinen
symbolien + ja — jono:

(+, &, &, ..., ). (2)

Descartesin merkkisiént6 sanoo, ettd yhtélolld (1) on enintdédn niin monta positiivista ratkaisua, kuin jonossa
(2) on merkin vaihtoja, siis (+, —) tai (—, +) -tyyppisid kohtia. Jos kaikki kertoimet aj ovat nollasta eroavia,
niin negatiivisia ratkaisuja on enintdén niin monta kuin jonossa (2) on perdkkéisid samoja merkkejé, siis tyyppid
(4, +) tai (—, —) olevia kohtia.
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Descartes antaa esimerkiksi yhtalon
z* — 42% — 1922 + 106z — 120 = 0.

Sen merkkijono on (4, —, —, +, —). Merkinvaihtoja on kolme ja yksi merkin sdilyminen. Yhtélslld onkin kol-
me positiivista ratkaisua: 2, 3 ja 4, ja yksi negatiivinen ratkaisu, x = —5. Descartes muuten kutsui yhtalon
negatiivisia ratkaisuja vaériksi.

Jotkin s&dnnon erikoistapaukset ovat selvid. Jos kertoimet ay ovat positiivisia, ei yhtédan positiivista juurta
voi olla. Jos kertoimet a,_1, ap—2, ..., a1, ag ovat kaikki negatiivisia, merkinvaihtoja on 1. Té&ll6in myos
P(0) = ap < 0, mutta P(x) — oo, kun z — oo. Nollakohtia on oltava ainakin yksi. Mutta merkkisdéannon
mukaan niitd ei voi olla mydské&n enempéé. Siis niitd on tasan yksi.

Yleisesséa tapauksessa Descartesin sdanto tarvitsee perustelun. Sité ei kannata etsid Descartesin teoksesta, koska
tdméa kertoo sddntonsd vain faktana, ilman todistusta. Mutta onneksi meilld on kdytossd keino, jota Descarte-
silla ei vield ollut: differentiaalilaskenta. Hyotyd on myos polynomifunktioiden kuvaajia koskevasta intuitiosta.
Seuraavassa malliksi pari kuvaajaa:

2 ; ; ; ; ; ; ; ; ;
15 .
| A
0.5 4
0
0.5 q
4l A
15 F 4
2k i
25, i > 3 s 5 b 7 P 9
1 1 53 57 17849 1189 2537 77
P(x):mx8—40m7+mx6—2—0x5 1440 zt — 10 x4 = x2—€x+1
2 ; ; ; ; ; ; ; ; ;
15 4
1 i
05
0
0.5 H
p A
1.5 H q
2 b A
25, i > 3 s 5 6 7 5 9
Oy = 13 gs 13 7 DL o 25 391, 2L, 16051, 219
20160 560 1440 8 2880 80 560 28

Nojaudumme Descartesin merkkisddnnon perustelussamme polynomin ja sen derivaatan nollakohtien vuoro-
vaikutukseen, joka ndkyy edellisissé kuvissakin. Oletamme seuraavassa, ettd f on polynomifunktio. f:n deri-
vaatta f/ on myoOs polynomifunktio. Jos a ja b, a < b, ovat f:n kaksi perdkkiista positiivista 0-kohtaa, siis
fla) = f(b) =0, mutta f(x) # 0, kun a < & < b, niin f saa valilli [a, b] joko positiivisen maksimiarvon jossain
pisteessi ¢ tai negatiivisen minimiarvon jossain pisteessi ¢. Kummassakin tapauksessa f’(c) = 0. Polynomin
kahden nollakohdan vélissd on siis ainakin yksi derivaatan nollakohta. Jos f:n kaikki positiiviset nollakohdat
ovat x1, Xa, ..., Tm, niin f":lla on ainakin m — 1 nollakohtaa véleilld (x1, z3), (22, 3), ..., (Tm-1, Tm).
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Enta vili [0, z1]? Jos f(0) > 0 ja f'(0) < 0, el f"lla tarvitse olla yhtd4n nollakohtaa vililld [0, x]. Tastd on
esimerkki polynomi P yll4. Mutta jos f(0) > 0 ja f/(0) > 0, f saa pienilld positiivisilla arvoilla suurempia
arvoja kuin f(0). T&lloin f saa valttdméattd myos positiivisen maksimiarvon vililla (0, z1). Silloin f’:lla on
nollakohta myos valilla (0, z1). Vastaavasti, jos f(0) < 0 ja f/(z) > 0, ei f":lla tarvitse olla nollakohtaa vélilla
(0, 21), mutta jos f(0) < 0 ja f/(0) < 0, téllainen nollakohta on olemassa. Esimerkkind polynomi @ ylla. Jos
f'(0) = 0, derivoidaan lisii#, kunnes tullaan nollasta eroavaan derivaatan arvoon f*)(0). Samat johtop#itokset,
jotka edelli tehtiin f(0):n ja f’(0): merkeisté voidaan nyt johtaa f(0):mn ja f*)(0):n merkeisté.

Jos edellinen pééttely luetaan toisin, se merkitsee, ettd polynomin derivaatan positiivisten nollakohtien luku-
médrd antaa yldrajan itse polynomin positiivisten nollakohtien lukuméérélle. Ja tdma ylaraja riippuu siité,
ovatko f(0) ja f’(0) (tai f(0) ja pieninti kertalukua k oleva f(*)(0)) erimerkkisié vai ei. Jos f(0) ja f'(0) eiviit
ole erimerkkisié, jokaisen kahden nollakohdan ja 0:n ja pienimmé&n positiivisen nollakohdan vilissd on ainakin
yksi derivaatan nollakohta. Funktion positiivisten nollakohtien maéré ei siis voi ainakaan ylittada derivaatan
positiivisten nollakohtien maaras. Mutta jos f(0) ja f/(0) ovat erimerkkiset, tiedetddn vain, ettd jokaisen kah-
den funktion positiivisen nollakohdan vilisséd on derivaatan nollakohta, mutta tédllaista ei vélttdmétta ole 0:n
ja funktion pienimmén positiivisen nollakohdan vélissad. Téssd tapauksessa funktiolla voi olla yksi positiivinen
nollakohta enemmaén kuin derivaatalla.

Mutta miten tdmaé liittyy Descartesin merkkisé&ntoon eli polynomin P kertoimien merkeisté koostuvaan jonoon?
Lasketaan P:n ja sen derivaattojen arvot nollassa: ilmeisesti P(0) = ag, P'(0) = a1, P"(0) = 2a5 ja yleisesti

PO0) =k(k—1)(k—2)---2-1-ap = klag.

Erityisesti P (z) = P(™(0) = n! kaikilla . P:n kertoimien merkit ovat siis samat kuin P:n nollassa laskettujen
eri kertaluvun derivaattojen merkit. Mutta nyt voidaan soveltaa edellistd pdattelyd. Olkoot mq, mo, ..., my
ne indeksit m, joilla a,, # 0. Nyt siis n —1 > my > mg > .-+ > my > 0. Funktiolla P(”)(x) ei ole yhtaan
nollakohtaa. Ensinnikin P (0) > 0. Jos a,,, > 0 eli P(™)(0) > 0, niin funktiolla P(™1) ei ole yht#in
positiivista nollakohtaa, mutta jos a,,, < 0 eli P("1)(0) < 0, niin funktiolla P(™1) voi olla yksi positiivinen
nollakohta. Samoin, jos am, ja @, ovat samanmerkkiset, P(m2).qy positiivisten nollakohtien méi&ra on enintéin
sama kuin P("1):n positiivisten nollakohtien mé&érd, kun taas Gy D ja G, erimerkkisyys sallii P(m2) e
mahdollisesti yhden nollakohdan enemmén kuin mitd P("1):114 on. Mutta ndmé havainnot on helppo muuttaa
induktiotodistukseksi sille, ettd merkinvaihtojen mééré jonossa (1, am,, Gmys - - -, Gm, ) antaa enimmaismadran
polynomin P positiivisten nollakohtien mééralle. Descartesin merkkisadnnon positiivisia nollakohtia koskevalle
osalle on saatu perustelu.

Negatiivisten juurien lukuméaéréé koskevasta osuudesta selvidmme helpommin. Polynomin P(x) negatiiviset
juuret ovat polynomin Q(z) = P(—x) positiivisia juuria. Siitd, miten etumerkki kiyttaytyy parillisessa ja pa-
rittomassa potenssissa seuraa, etté jos kaikki kertoimet aj ovat # 0, niin jokaisesta kahdesta perdkkaisestd P:n
samanmerkkisestd kertoimesta tulee kaksi perdkkaista erimerkkistd (:n kerrointa ja jokaisesta perédkkéisesta eri-
merkkisestd P:n kertoimesta tulee kaksi perakkéistd samanmerkkistd ):n kerrointa. Néin ollen @):n kertoimien
jonossa on merkinvaihto aina silloin, kun P:n kertoimien jonossa ei ole. Mutta ta&mé merkitsee, ettd Q:n positii-
visten nollakohtien lukumaéra on enintdédn yhtd suuri kuin P:n kertoimien merkkijonossa olevien perakkiisten
samojen merkkien parien lukumééréd. Tamé perustelee Descartesin merkkisddnnon negatiivisia juuria koskevan
osan.

Muistutetaan vield, ettd merkkisddnté antaa juurten lukuméarille vain yldrajan. Juuria voi olla vihemmaén.
Merkkisaénto sallisi esimerkiksi polynomille

Pla)=a%—a* +23 -2 +2 -1

viisi positiivista juurta, mutta koska P(x) = (z — 1)(2* 4+ 22 + 1), tillaisia juuria ei ole kuin yksi.
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Frégier’n lause

Simo K. Kiveld

Kevaan 2001 ylioppilaskirjoitusten pitkdn matematiikan kokeessa oli seuraava tehtéva:

Suorakulmaisen kolmion kaikki kiirjet sijaitsevat paraabelilla y = 22; suoran kulman kirki on pa-

raabelin huipussa. Osoita, ettd jokaisen téllaisen kolmion hypotenuusa leikkaa paraabelin akselin
samassa pisteessd. Maaritd tama piste.

Kyseessd on yleisemminkin voimassa oleva tulos, jota kutsutaan Frégier’n lauseeksi. Suoran kulman kirjen ei
tarvitse olla paraabelin huipussa eikd kdyrankéén tarvitse olla paraabeli. Se voi olla mikd tahansa toisen asteen
kayra — ellipsi, paraabeli tai hyperbeli — ja suoran kulman kérki voi olla mika tahansa sen piste. Talldin kolmion
hypotenuusa kulkee aina saman pisteen kautta. Paraabelin akselia vastaa t&lloin sellainen kdyrén normaali, joka
kulkee suoran kulman kérkipisteen kautta. Yleinen Frégier'n lause kuuluu siten seuraavasti:

Olkoon P toisen asteen kdyralld sijaitseva piste ja olkoot PA ja PB kaksi tdmén pisteen kautta
kulkevaa toisiaan vastaan kohtisuoraa kiyrén jannettd. T&lloin on olemassa kiinted piste @), jonka
kautta suora AB kulkee riippumatta siité, missé asennossa janteet PA ja PB ovat. Piste @Q sijaitsee
pisteeseen P asetetulla kiyrian normaalilla.

Kuva tilanteesta ellipsitapauksessa on edempéné.

Frégier'n lauseen todistus voi perustua analyyttiseen geometriaan. Ylioppilastehtdvéssd tdméa on hyvinkin yk-
sinkertainen, mutta esimerkiksi ellipsitapauksessa laskuista tulee jonkin verran hankalia. Tdmé&n johdosta on
luontevaa kiyttaa hyviksi jotakin symbolisen laskennan ohjelmaa, jolloin ei tarvitse huolehtia monimutkaisista
sievennyksisté ja néissd herkésti syntyvistd virheistd. Ei symbolisten ohjelmienkaan kiytté ongelmatonta ole:
niilla on omat heikkoutensa, joita on opittava varomaan.

Seuraavassa esitetdén Frégier'n lauseen todistus ellipsitapauksessa Mathematica-nimistd symbolista ohjelmaa
kayttden, jolloin mekaaniset laskut voidaan antaa ohjelman tehtéviksi. Itse asiassa tdmaé kirjoitus on koko-
naisuudesaan laadittu Mathematican avulla; se nimittdin sisdltdd myos ainakin jonkintasoiset mahdollisuudet
tekstinkésittelyyn ja matemaattisten kaavojen kirjoittamiseen.
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Todistus

Tarkasteltavana oleva ellipsi voidaan sijoittaa origokeskiseksi, ilman ettd probeemaa mitenkddn rajoitetaan.
Muodostetaan siis aluksi origokeskisen ellipsin yht&l6 ja talletetaan tdmé nimelle ellipsi:

ellipsi= x"2/a*2 + y*2/b"*2 ==1
X2 y2
2z tpr ot

Lauseessa esiintyvé piste P valitaan ellipsin kehélta. Jokainen kehépiste voidaan esittda muodossa (a cost, bsint).
Té&ssé ¢ on ns. parametri, joka voi saada arvot valiltd 0 < t < 27; télléin jokainen kehépiste tulee huomioiduksi.
Annetaan pisteen koordinaateille lyhyemmét nimet x0 ja yO, jolloin niihin on helpompi myShemmin viitata.

{x0, y0} = {aCos[t], bSin[t]}

{aCos[t], bSin[t]}

Pisteen koordinaatit voidaan sijoittaa ellipsin yhtaloon, jolloin se todellakin toteutuu:

ellipsi /. {x->x0, y->y0} // Simplify

True

Tamén pisteen kautta asetetaan kaksi toisiaan vastaan kohtisuoraa suoraa. Annetaan néiden yhtalot vektori-
muodossa, jolloin niitd on nadpparaa kisitelld. Vektorit esitetddin Mathematicassa kahden alkion listoina, esi-
merkiksi 27 + 37 muodossa {2,3}. Koska suorat ovat kohtisuoria, tulee niiden suuntavektoreiden skalaaritulon
olla = 0. Jos suuntavektorit kirjoitetaan muotoon {p,q} ja {-q,p} tdmé ehto tayttyy, mutta muulla tavoin ei
suorien suuntia ole rajoitettu. Vektoriesityksessa tarvittava parametri olkoon wu:

suoral = {x, y} == {x0, y0} +u {p, g}
{(x, vy} == {pu+aCos[t], gu+bsSin[t]}
suora2 = {x, y} == {x0, y0} + u{-q, p}

{x, v} == {-gu+aCosft], pu+bSin[t]}

Etsitddn erikseen kummankin suoran ja ellipsin leikkauspisteet. Naitd on kummassakin tapauksessa kaksi ja
niistd toinen on luonnollisesti ellipsilla oleva piste P eli {x0,y0}, jonka kautta suorat asetettiin. Ratkaisujen
sieventdminen edellyttdd useampaa sievennyskaskya peridkkéin aseteltuina:
//FullSimplify//PowerExpand//FullSimplify :

ratkl = Solve[{ellipsi, suoral}, {x, y, u}] // FullSimplify //
PowerExpand // FullSimplify

4

{{u%— 2ab (bpCos[t] +agsSin[t])
b2 p? +al g2
a ((-b>p?+a®g®) Cos[t] -2abpqgsSin[t])
b2 pZ + a2 g2
b(-2abpgCos[t] + (bp-aq) (bp+aq) Sin[t]) }
b2 p? + a2 g2 ’

X =

I3

y =

{u->0, x>acCos[t], yebSin[t]}}
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ratk2 = Solve[{ellipsi, suora2}, {x, y, u}] // FullSimplify//
PowerExpand // FullSimplify

2ab (bgCos[t] —apsSin[t])

{{u—)O, x >aCos[t], y>bSin[t]}, {u—>

aZ p2 + b? 2 ’
a((ap-bqg) (ap+bqg) Cos[t] +2abpgSin[t])
x = 252 2 2 ’
a‘ p? +b? g
L b (2abpgCos[t] + (-a?2 p? +b? g?) Sin[t]) H
y aZ p? + b? g2

Edellisessa tapauksessa edellinen ratkaisu antaa etsityn pisteen. Jalkimmaisesséd tapauksessa tdmé on jalkim-
méinen. Talletetaan saatujen toisten leikkauspisteiden A ja B koordinaatit omille nimilleen:

{x1, y1} = {x, y} /. First[ratkl]

{a ((-b?p?+a%®g?) Cos[t] -2abpgsSin[t])
b2 p? + aZ 2

r

b(-2abpgCos[t]+(bp-aq) (bp+aq) Sin[t])
b2 p? +aZ 2 }

{x2, y2} = {x, y} /. Last[ratk2]

’

{a ((ap-bqg) (ap+bqg) Cos[t]+2abpgSin([t])
aZp? +b?2 2

b (2abpgCos[t] + (-a? p? +b? g) Sin[t]) }
2’ p? 02 O

Saatujen pisteiden kautta kulkeva suora on kolmion hypotenuusan méardaméa suora. Muodostetaan sille tavan-
omainen z- ja y-koordinaatit sitova yhtalo:

hypo=y - yl== (y2-yl)/ (x2-x1) (x - x1)

b (-2abpgCos[t] + (bp-aq) (bp+agqg) Sin[t])
y b2 p? +al g2 ==
(( a((—b2p2+a2q2)Cos[t}—2abpqsin[t]))
% -
b2 p? + a2 2

(7b (-2abpgCos[t] + (bp-aq) (bp+agq) Sin[t])
b2 p? +aZ g2

b (2abpgCos[t] + (-a%?p? +b? g%) Sin[t]) ))/
aZ p? + b2 2
(_a ((-b?2p?+a?qg?) Cos[t] ~2abpgsSin(t])
b2 p? + a2 2
a((ap-bqg) (ap+bqg) Cos[t]+2abpgsSin[t]) )
aZp? + b2 g2

Lukija saattaa ihmetelld, miksi toisinaan suoralle kiytetdan vektorimuotoista, toisinaan xy-muotoista yhtaloa.
Molemmat ovat periaatteessa yhta hyvia. Edelld olevat valinnat on tehty tavoitteena mahdollisimman yksinker-
taiset ja toisaalta symbolisen ohjelman kiyttomahdollisuuksia mahdollisimman hyvin valaisevat laskut.
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On ehké aika piirtéd tilanteesta kuvio. Tatéa varten on aluksi ladattava Mathematican lisdpaketti:

Needs["Graphics ‘ImplicitPlot ‘"]

Piirtamisté varten muodostetaan suorille PA ja PB xy-muotoiset yhtdlot eliminoimalla vektoriesityksestéa pa-
rametri:

suoralxy = Eliminate[suoral, u]
py+aqgCos[t] —bpSin[t] ==gx
suora2xy = Eliminate[suora2, u]

-gy+apCos[t] +bgSin[t] ==p:

Kuvio piirretdéan seuraavilla lukuarvoilla:
lukuarvot = {a->3, b-> 2, t->1.2, p->2, g->3}
{a->3,b>2,t->1.2, p>2, g- 3}

Léahtokohtana oleva piste P on talldin

{x0, y0} /. lukuarvot

{1.08707, 1.86408}

Taman jélkeen voidaan piirtaé itse kuva:

kuval = ImplicitPlot]
Evaluate[{ellipsi, suoralxy, suora2xy, hypo} /. lukuarvot],
{xl _51 5]’! {YI _51 5}]

Frégier'n lause vaittaé, ettd hypotenuusasuora kulkee aina saman pisteen kautta riippumatta kohtisuorien suo-
rien asennosta. Miten tdmé piste voidaan 16ytaa?
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Yhtend mahdollisuutena on toistaa edellé oleva lasku siten, ettd suorien PA ja PB suunnat ovat erilaiset (mutta
edelleen toisiaan vastaan kohtisuorat), jolloin saadaan jokin toinen hypotenuusasuora. Kahden hypotenuusasuo-
ran leikkauspisteestd saadaan ainakin sopiva ehdokas etsityksi pisteeksi.

Uudet suuntavektorit olkoot {r,s} ja {-s,r}. Uusi hypotenuusasuora saadaan hyvin yksinkertaisesti: korvataan
alemmassa hypotenuusasuorassa vanhat suuntavektorin komponentit uusilla:

hypo2 = hypo /. {p->r, q->s}

b(-2abrsCos[t]+ (br-as) (br+as) Sin[t])
b? r? + a? s?
((x— a ((-b?>r?+a?s?)Cos[t] -2abrssin[t]) )
b2 r2 + a? g2
(7b (-2abrsCos[t]+ (br-as) (br+as) Sin[t])
b2 r2 + a2 g2
b (2abrsCos[t] + (-a%? r> +b? s?) Sin[t]) ))/
a? r? +b? s?
(_a ((-b? r? +a%s?) Cos[t] -2abrssSin[t])
b? r2 +a? s?
a((ar-bs) (ar+bs)Cos[t]+2abrsSin[t])
a? r2 + b2 g2 )

Tamén jilkeen voidaan ratkaista hypotenuusasuorien leikkauspiste ja sievennetéén se:

ratk = Solve[{hypo, hypo2}, {x, y}]

piste = {x, y} /. ratk[[1]] // Simplify

{a(az—bZ)Cos[t} b (-a® +b?) Sin[t] }
a? +b? ! a? + b2

Sieventdmittomini tulos on monimutkainen!, mutta se sievenee yllittien sangen yksinkertaiseen muotoon.

Lopputulos nayttaa lisdksi olevan riippumaton suuntavektoreiden komponenteista p, q, r ja s. Mutta tamaéa
merkitsee, ettd Frégier'n lause on tullut todistetuksi: On 16ytynyt kahdella hypotenuusasuoralla sijait-
seva piste, joka ei riipu ldhtokohtana olleista suuntavektoreista; se siis sijaitsee hypotenuusasuoralla valittiinpa
suuntavektorit miten tahansa!

Ratkaisu ei luonnollisestikaan mene edelld esitetylla tavalla, jos p = r jaq = s. Taté ei laskussa ole mitenkdan
suljettu pois. Mathematica kuitenkin késittelee téllaisessa tilanteessa ns. geneeristé tapausta, ts. tapausta, missé
mitddn rajoittavia erikoisehtoja ei vallitse. Itse asiassa oletetaan siisp = r, q "= s.

Lukija miettik66n, mistéd seuraa, ettd 10ydetty piste on pisteen P kautta kulkevalla ellipsin normaalilla. Solmun
verkkoversiossa oleva animaatio antanee ainakin viitteita.

Esimerkkitapauksessa hypotenuusasuorien leikkauspiste on

numpiste = piste /. lukuarvot

{0.418105, -0.716953}

L Tamén voi todeta Solmun verkkoversiosta.
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Tilanteesta saadaan havainnollisempi kuva piirtdmélla kaksi keskendén kohtisuoraa suoraparia, néité vastaavat
hypotenuusasuorat ja hypotenuusasuorien leikkauspiste:

lukuarvot2= {a->3, b-> 2, t-> 1.2, p->3, q->1}
{fa-»3,b>2,t->1.2, p>3, g->1}

kuva2 = ImplicitPlot]
Evaluate[{ellipsi, suoralxy, suora2xy, hypo} /. lukuarvot2],
{x, -5, 5}, {y, -5, 5}, DisplayFunction - Identity];
Show[kuval, kuva2, Graphics[{PointSize[0.03], Point [numpiste]}]]

Solmun verkkoversiossa asiaa havainnollistetaan my0s animaatiolla.



Solmu 3,/2001

15

Sairaanhoitajatkin tarvitsevat

matematiikkaa

Marjatta Naatanen
Dosentti, matematiikan laitos, Helsingin yliopisto

Hoitoalalle aikovat tytét — samoin kuin pojatkin — luu-
levat, ettei matematiikan tietoja tarvita endd koulun
jilkeen ja saattavat siksi laiminly6d& koulussa mate-
matiikan opiskelun. Ammattikorkeakoulussa he ovat
h&mmaéstyneitd, kun matematiikka tuleekin heita vas-
taan. Vaikeudet voivat silloin olla niin suuret, etta val-
mistuminen jaa kiinni lddkelaskuista.

Viime aikoina on ammattikorkeakouluille tullut sairaa-
loista yhé enemman viesteja tyyliin: "Millaisia hoitajia
te oikein koulutatte?! Tehostakaa ldékelaskujen oppi-
mista, hoitajat eivat osaa niitd!" Téassa vaiheessa opin-
toja ei kuitenkaan endé voida alkaa kdyda lapi koulu-
kurssia, vaan sen oppimisen aika oli jo koulussa.

Esimerkiksi kirurgisen osaston hoitaja vastaa laakityk-
sen jakamisesta. Potilaita voi olla kymmeniéa, 1adkitys
on annettava nopeasti ja tdsmallisesti. Laskutulosten
virheettomyytta ei ennété eiké voi tarkistuttaa muilla,
vaan siitd on hoitajan itse vastattava. Teho-osastolla
on kyse potilaan hengestd. Ladkelaimennukset ja ti-
putuksen nopeus on osattava laskea padssa akkia ja
oikein. My6s oikean tuloksen suuruusluokka olisi osat-
tava vaikka puoliunessa — tiputettavan nesteen mééi-
rd ei voi olla litroja eikd vahvan lddkkeen grammoja —
muuten menee potilaalta henki.

Laakelaskuissa tulee osata soveltaa erilaisia laskemisen
tapoja nopeasti ja oikein. Potilaan henki voi olla vaa-
rassa, jos ladkkeen annostelussa tapahtuu virhe. Kii-
vaassa tyorytmissa ei ole juuri aikaa kdytettaviksi var-
sinaisiin laskutoimituksiin. La&kelaskuissa tarvittavat
laskutaidot eivit vaadi matemaattista erityisosaamis-
ta, vaan tietoja ja taitoja, joita jokaisella koulutetul-
la kansalaisella on térkeéd olla. Korkeakouluopiskeli-
joiden osaamiseen tulisi myos hoitoalalla liittyd mate-
maattista osaamista sekd matemaattista "lukutaitoa",
jotta he pystyvit ymmaéartaméaan ladkitysta ja suoritta-
vat ladkkeiden annosteluun liittyvat laskutehtévit oi-
kein.

Myos opiskelijat ovat huomanneet puutteen, ja jotkut
heistéd ovat toivoneet lisdd matematiikkaa koulutuk-
seen. Koulukurssin tietojen oppimisen paikka ja aika
oli kuitenkin jo koulussa. Jos matematiikan pohja on
alusta alkaen hatara, ei "tdsmépaikkaus" myohemmin
onnistu, vaan tulosten saamiseksi tulisi aloittaa alusta
jotta saadaan kestéva pohja, jolle voi rakentaa jatkoa.
Téassé suhteessa matematiikka eroaa monista muista
aineista: asiat perustuvat aikaisemmin opittujen ym-
martadmiseen.
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Matemaattis-luonnontieteelliset aineet
ovat nyt ymparistooppimime

Nokian tutkimusjohtaja Juhani Kuusi kertoi Solmulle kdsityksiddn matematiikan merkityksesté, niita kirjasi

Marjatta Néadtanen:

On aivan virheellinen Kkisitys, ettd vain jotkut pit-
kélle erikoistuneet ammattilaiset tai tutkijat tarvit-
sisivat matemaattis-luonnontieteellistéd pohjakoulutus-
ta. Painvastoin, nykyisin kaikki tarvitsevat néaiden
alojen perustietoja. Niilld on samantapainen asema
kuin aikaisemmin ympéristéopilla: ne ymparoivéit mei-
td nyky-yhteiskunnassa kaikilla tahoilla, vaikka emme
sitd aina selvésti huomaisikaan.

Matematiikka on opittava nuorena, asenne siihen on
hyvin tarked. Koneet eivit tee matematiikan opiske-
lua tarpeettomaksi, silld matematiikka ei ole lasken-
toa, vaan paremminkin loogisen ajattelun oppimista.
Koulun alkuopetuksessa rakennetaan perusta ja muo-
dostetaan asenteet, samoin varsinaisen opiskelun alku-
vuodet ovat tirkeité ja silloin on téarkedd saada hyvaa
opetusta — ja mielellddn vaikuttavilta opettajapersoo-
nallisuuksilta.

Koulussa tehddan peruuttamattomia péaatoksia, joilla
tytot sulkevat pois monia aloja mychemmisté opiskelu-
mahdollisuuksistaan. Esimerkiksi tietotekniikan kehit-
tdminen sopisi erittdin hyvin tytoille; nyt he ajautu-
vat valitsemillaan naisvaltaisilla aloilla tietotekniikan
kayttéjiksi, mutta eivit tietotekniikka-alan kehittéjik-
si. Naiset sopisivat erittdin hyvin alalle, jolla etuja oli-
sivat sellaiset ominaisuudet kuin &dly, tarkkaavaisuus,
sitkeys ja kiinnostus arkieldmén tasolla toimimiseen.

Nokian tutkimuskeskuksissa on toissd 1200 henkiloa
ympéri maailman. Heista 55 % on Helsingissa, 20 %
Tampereella ja 25 % ulkomailla seuraavissa kaupun-
geissa: Dallas, Boston, Mountain View Kaliforniassa,
Peking, Tokio, Bochum ja Budapest. Télla hetkelld
Suomessa Nokian tutkimuslaitoksissa tyoskentelevisté
on ulkolaisia neljasosa. Kansallisuuksia on 37, néis-
td suurimmat ryhmét ovat kiinalaiset ja intialaiset.
Rekrytointi on erittdin valikoivaa; ympéri maailmaa
tulee tarjouksia nuorilta tohtoritasoisilta henkil6ilta,
jotka ovat lukeneet nokialaisten tutkimuksia ja kirjoi-
tuksia. Nokialla voi tutkijana toiminut siirtyd yhtion
sisdlld myos liiketoimintayksikéihin. Néin tekeekin 5-
10 %, ja aina firman huipulle asti on mahdollista ede-
td. Hyvd matemaattinen pohja ei suinkaan sulje pois
liikke-elamén puolella etenemisté, pédinvastoin. Nykyi-
sin asiat tapahtuvat liike-elaméssa hyvin nopeasti, sa-
manaikaisesti on tehtéva sekd paatoksia ettd perustyo-
td. Loogista ajattelua ja ndkemystd tarvitaan entis-
td enemman. Historiasta tunnettuja esimerkkeja laaja-
alaisesti toimivista tiedemiehistéd ovat vaikka Sokrates
ja Pythagoras, aikansa merkittavid valtiomiehia.

On  d&rettomén  térkedd saada  matemaattis-
luonnontieteelliset perustiedot. Ne takaavat pohjan,
jolta kyvykds henkilé voi tehdd mitéd vain. Jos taas
perustiedot puuttuvat, on jo yhteiskunnan yleisella ta-
solla suuri mé&ara asioita, joihin ei voi ottaa kantaa.
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Nokian johto korostaakin julkisuudessa esiintyesséain
opetustoimen merkitysta, se tulisi saada jélleen kun-
niaan. Koulu on oppilaan tyopaikka eikéd viihdyttaja;
kuten Marimekon Kirsti Paakkanen napakasti totesi:
"Tyopaikka ei ole mikéddn klubi".

Koululaisten harteille ei voida sélyttda paatoksia, joi-
hin he eivét ole vield kypsié, silla he eivét voi tehdé va-
lintoja asioista, joita eivit tiedd. Paédttaminen on luo-
vutettava niille, joilla on tarpeellinen tieto ja joihin voi
luottaa. Térkeitd perusaineita on useita, mutta erilai-

set harrastukset olisi erotettava perusaineista. Mate-
matiikka oli vield 1950-luvulla ylioppilaskirjoituksissa
pakollinen aine, eikd se ollut mitenkdédn huono asia.
Kunnon pohjakoulutuksen saaminen on tarkeinté, ja
juuri se on koulun tehtévi. Koulussa olisi my6s opit-
tava tyonteko. Presidentti Kekkonen puhui aikanaan
askeesin nautinnosta, matematiikan suhteen voisi pu-
hua oivaltamisen onnesta. Taté olisi hyvé padsta mais-
tamaan koulussa niin paljon, ettd oppisi kaipaamaan
oppimisen iloa. Tdmé& kannustaisi ponnistelemaan.
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Suomalaisryhma matematiikkaleirilla

Balatonin rannalla

Viime kesdkuussa onnistui suomalaisen koululaisryhmén osallistuminen unkarilaisten jokavuotiseen matematiik-
kaleiriin Balatonin rannalla. Leiri pidettiin Balatonberényissd 18.-23. 6. Unkarilaisten puolelta olivat ohjaajina
suomalaisille jo tutut professorit Istvan Hortobagyi ja Andras Ambrus Budapestin ELTE-yliopistosta. Suoma-
laiset oppilaat olivat Maunulan matematiikkalukiosta, heidén opettajanaan oli lehtori Maija Salmela, joka myG6s
osallistui leirin jarjestelyihin. Téssd on Maija Salmelan lyhyt kertomus matkan annista:

Terveisia Balatonberényista! Meilld oli hieno leiri. Op-
pilaat viihtyivéat hyvin, kehuivat oppitunteja ja koko
leirié jéarjestelyineen (ihan jees reissu, matikka oli tor-
keen paljon hauskempaa kuin Suomessa, ldhtisin mie-
lelléni uudestaan vastaavanlaiselle matkalle, kiva kun
oli niin paljon vapaata aikaa). Tosiasiassa matematiik-
kaa opiskeltiin reilusti yli 30 oppituntia eli yhden lukio-
kurssin verran, mutta jdihén sitd vapaa-aikaakin. Op-
pilaat tyoskentelivéit innolla, tekivit parhaansa ja oppi-
vat uskoakseni aika paljon hienoa matematiikkaa. Ai-
heet oli etukiteen sovittu ensimmaisen vuoden lukio-
kursseja tukeviksi, mutta késitellyt ratkaisutavat olivat
oppilaille uusia.

Suomalaisoppilaiden tytskentelymenetelma tuntui ole-
van hiukan vieras Istvan Hortobagyille ja Andras Am-
brusille: Kun opettaja antoi tehtévéan, alkoi kauhea p6-
lind, koska oppilaat pohtivat tehtdvda yhdessa. Nain-
han ndma minun oppilaani ovat tottuneet tyoskente-
lem&dn. Unkarilaiset opettajat ilmeisesti olettivat, et-
td kukin alkaisi heti laskea itsekseen. "Oh, they are
discussing the problem", totesi Andras Ambrus eréélla
tunnilla tehtdvén annettuaan, kun hén erotti suomen-
kielisestéd puheesta jonkin tehtévaan liittyneen termin.
Polindvaiheen jélkeen tuli sitten hiljaista, kun jokainen

jatkoi tehtavén tyostamistd omaan paperiinsa.

Itse toimin oppitunneilla tarvittaessa tulkkina. Kési-
tellyt asiat olivat péddosin samoja aihepiirejé, joista
Istvan Hortobagyi luennoi toukokuussa Suomessa, jo-
ten olinpa tyytyvéinen, etta tuli se kevaan kurssi kuun-
neltua kunnolla. Olin yhden askeleen verran edelld op-
pilaitani eli osasin my6s hiukan neuvoa, en pelkistdan
tulkata.

Unkarilaisiin oppilaisiin tutustuminen jai vahaiseksi,
syyné olivat kielivaikeudet (kumpikaan osapuoli kun
ei osannut oikein kunnolla englantia) ja myoskin yhtei-
sen tekemisen puute. Kun Unkariin toiste lahdetééan,
tama puoli pitda miettia ja suunnitella etukiteen. Nyt-
hén se ei ollut mahdollista, koska minulla ei ollut tietoa
leirin péiviohjelmista etukéteen. Samoin leirille olen-
naisena osana kuuluneet matematiikka- ja urheilukil-
pailut jdivat suomalaisryhmélle etéisiksi, mikéd johtui
osittain siitd, etten osannut niisté tarpeeksi kertoa hy-
vissé ajoin ennen ilmoittautumista. Niita taytyy myos
mainostaa jo ennen ldhtod, koska tdméntapainen kil-
pailutoiminta on suomalaisille melko vierasta.

Itse parjasin opettajien kanssa ihan mukavasti, vaikka
yhteisen kielen 16ytdminen oli vililld vaikeaa. Oma sak-
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san kielitaitoni on melko olematon ja englantia eivit
opettajista osanneet juuri muut kuin Istvan Hortobé-
gyl ja Andras Ambrus sekd englanninopettajat (jot-
ka kaikki parhaansa mukaan selittivat minulle opetta-
jainhuoneessa ollessamme englanniksi, mista keskustel-
tiin). Monta hauskaa juttua ja mielenkiintoista keskus-
telua jai silti ymmartamatta, koska ne kdytiin unkarik-
si.

Balatonissa oli mukava uida (vaikka ranta oli kylld ko-
vin matala), joskin unkarilaiset olivat sitd mielté, et-
ta vesi on lilan kylmaa. Kolme péaivéa oli lisdksi aivan
kisittdmaton myrsky ja sateista (melkoinen kokemus),

Maija Salmela
lehtori
Helsingin matematiikkalukio

o W ¥ N

—

leirin alku ja loppuaika leiristd puolestaan lamminté ja
aurinkoista. Istvan Hortobagyi oli meité vastassa tulo-
paiviana ja oli jarjestdnyt kaiken sille péivélle ja seu-
raavan paivian junamatkan aivan loistavasti. Juna oli
tupaten taynné viikonlopuksi Balatonille 1dhtevia bu-
dapestilaisia ja jaljessd aikataulusta, mutta saimme sil-
ti jokainen istumapaikan. Andras Ambrus puolestaan
matkusti kanssamme Balatonberényista takaisin Bu-
dapestiin ja saattoi meiddt edelleen lentokentélle. Olin
todella kiitollinen téstd huolenpidosta, olinhan itsekin
ensimmadistéd kertaa Unkarissa. Ensi kesénd menemme
jélleen.

Luokkakuvassa ryhmémme opettajat professorit Andras Ambrus ja Istvan Hortobagyi, leirin johtaja pro-
fessori Ferenc Pintér, toinen leirin englannin opettajista ja matematiikkalukion ryhma.
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Nailsten

matematiikan opiskelusta

Ranskassa vuosina 1801-2001

Marjatta Naatdnen
Dosentti, matematiikan laitos, Helsingin yliopisto

Napoleon suoritti Ranskan lyseoreformin vuonna 1801.
Lopputuloksena oli, ettd pojat saivat lyseoita, tytot
vain uskonnollista opetusta. Vuonna 1881 Jules Fer-
ry perusti tytoille koulun, Ecole Normale Supérieure
de Jeunes Filles, jossa koulutettiin naisopettajia tytto-
jen kouluihin. Sisd&npéadsykoe oli vaativa. Naisopiskeli-
joista tuli siis opettajia, eivitkd he saaneet esimerkiksi
kuunnella luentoja Pariisin yliopistossa. Naisten kou-
lu sijaitsi Sévresissé, ei Pariisin keskustassa. Matema-
tiikasta kiinnostuneet lahjakkaimmat naiset saattoivat
kuitenkin pyrkié vaativan padsykokeen kautta miehil-
le tarkoitettuun rue d’Ulmin kouluun, Ecole Norma-
le Supérieure rue d’Ulm. T&ta mahdollisuutta jotkut
naiset myo6s kayttivat.

Vuonna 1938 sosialistihallitus p#itti, ettd Ecole Nor-
male Supérieure de Jeunes Filles tulisi tarjoamaan ty-
toille samantasoisen tieteellisen koulutuksen kuin rue
d’Ulmin koulu siithen asti pdéosin miehille, eivatka ty-
tot en#dd voisi péadstd rue d’Ulmin kouluun. Tytto-
jen koulun rehtoriksi nimitettiin huomattava fyysikko
(nainen) ja hén valitsi matematiikan opettajaksi rue
d’Ulmin k#iyneen matemaatikon, Jacqueline Ferrandin
(jonka kvasikonformikuvausten alalla tekemé&d tutki-
musty6té monet suomalaisetkin tuntevat). Reformi al-
koi heti, mutta sota keskeytti sen. Sodan jilkeen 1945
uudistettu naisten koulu péaasi tdyteen vauhtiin. Kou-
luun péési vain naisia ja opiskelupaikkoja oli rajoitettu

méird. Tamé koulu oli siis rinnakkainen miesten Ecole
Normale Supérieure (rue d’Ulm):ille. Naiden virallinen
asema oli tdsmilleen sama. Sisddnpéasytutkinto oli yli-
opiston toisen vuoden tasolla, tehtévit ja aineet olivat
samat molemmille oppilaitoksille, taso erittdin vaativa.
Opintojen sisélté oli sama: yliopistotutkinto, erityisié
kursseja ja seminaareja jotka valmistivat matematiikan
eri aloihin, valmistuminen vaativaan tutkintoon, joka
avasi parhaat opetusvirat ja antoi jatkomahdollisuu-
den tutkimuksesta kiinnostuneille. Tahan tutkintoon
saattoivat osallistua my6s muut naiset, nekin, jotka ei-
vat olleet koulun kasvatteja.

Saatuaan oman, yhtd korkeatasoisen koulunsa kuin
miehilla oli, naiset olivat tyytyvéisid. He sanoivat, et-
td rue d’Ulmin koulun opiskelijoiden tuli ndyttaa hy-
vin itsevarmoilta, nopeilta ja oppineilta, eivitka useim-
mat nuoret naiset pitdneet téllaisesta ilmapiirista. Saa-
tuaan oman koulunsa he osallistuivat mieluummin
omiin matematiikan seminaareihinsa, vaikka olisivat
voineet osallistua miesten seminaareihin. Toinen huo-
miota kiinnittdva seikka Ranskan naismatemaatikko-
jen suhteen on, ettd paljon yli puolet niisté, jotka paa-
tyivat yliopiston opettajatasolle, menivét naimisiin sa-
mantasoisen miesmatematikon kanssa. Viime aikoina
on myo6s naimattomien tai eronneiden naisten maéré
lisdantynyt.
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Sodan aikana tuli matemaatikon yliopistovirkoja avoi-
meksi miesten ollessa sotavankeina, sotaa paossa tai
taistelemassa. T&ll6in muutamat naiset aloittivat yli-
opistouransa. Myohemmin yliopistot laajenivat. Sil-
loin, kun tyontekijoitd tarvitaan, yhteiskunta varvaa
my0s naisia. Ranskassa on kansainvilisesti katsottuna
melko paljon naisia yliopistoissa. Seuraavat seikat on
kuitenkin huomattava: naisten osuus suurissa laitok-
sissa on pienempi kuin pienissé (joissa matemaattinen
eldm4 ei ole yhté mielenkiintoista); naisia on enemmén
alemmissa tehtévissa yliopistoissa; kun yliopistot eivét
endd laajenneet, oli naisten miehid vaikeampi vaikea
16ytad yliopisto- tai tutkimustyota.

Vuonna 1986 lopetettiin tasa-arvokeskustelun jélkeen
poliittisista syistéi naisten oma Ecole Normale Supé-
rieure. Nais- ja miesopiskelijoiden tuli osallistua sa-
maan sisddnpadsykokeeseen yhdessd ja opiskella sa-
massa Ecole Normale Supérieuressa. Kokemukset ovat
kuitenkin olleet odottamattomia: Matematiikassa si-
sddnpassseiden naisten méa#drd romahti. Kymmenen
vuoden aikana pédsi tdhan eliittikouluun matematiik-
kaa opiskelemaan keskimé&érin 40 miesté, naisten kes-
kiarvo oli 4. (Aikaisemmat luvut olivat olleet 15 naista,
30 miestd).

Téamén epdonnistumisen syistd keskustellaan, mutta
niisté ei ole yksimielisyytta.
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Kompleksiluvuista ja kvaternioista

Jorma Merikoski
Matematiikan, tilastotieteen ja filosofian laitos, Tampereen yliopisto

1 Johdanto

Nykyisessi koulumatematiikassa kompleksiluvut vain mainitaan ohimennen jos sitenkéién. (Analyysin syventé-
valld kurssilla niitd saatetaan késitelld enemmén, ks. [MVLS]|.) Niille Solmun lukijoille, jotka eivét ollenkaan
tunne kompleksilukuja, riittad tdmén kirjoituksen ymmaértdmiseksi seuraava esitieto. Kuvitellaan, ettd on ole-
massa imaginaariyksikké i (imaginaarinen = kuviteltu, ndennéinen < lat. imaginarius < imago = kuva), jolla
on kummallinen ominaisuus i2 = —1, ja, miké on ehki vieldkin kummallisempaa, ettd luvun i ja reaalilukujen
valilla voidaan suorittaa laskutoimituksia. Néin syntyy kompleksiluku z = x + yi, missé x ja y ovat reaalilukuja.

2 "Vaarat" ja "mahdottomat" luvut

Matematiikan historiassa jokainen lukukésitteen laajennus on vaatinut vuosisatoja aikaa ja aiheuttanut paljon
himmennysti ja kritiikkid. Descartesin! mielesté [EHH, s. 19] negatiiviluvut olivat "viiirid lukuja", kun taas
Stifelin? mielestd [EHH, s. 33| irrationaaliluku ei ollut "oikea luku". Kompleksilukuja kutsuttiin alunperin
"mahdottomiksi luvuiksi" (quantitates impossibiles) [EHH, s. 55|. Cardano® kiytti negatiiviluvun neliéjuurelle
nimitystd "muodollinen luku" (quantitas sophistica) [EHH, s. 57].

Klinen [KI, s. 253] mukaan Cardano piti kirjassaan Ars Magna kompleksiluvuilla laskemista jopa "henkisend
kidutuksena" kirjoittamalla: "Kiinnittaméttad huomiota asian vaatimaan henkiseen kidutukseen, kerro keske-
nddn 5+ +/—15 ja 5 —+/—15; tulos on 25 — (—15) eli 40". Ebbinghaus ja kumppanit [EHH, s. 57] ovat kuitenkin
eri mieltd Klinen kddnnoksestd. Heiddn mukaansa alkuperaistekstin "dismissis incruciationibus" tarkoittaakin
vain sitd, ettd imaginaariset termit kumoutuvat. He jatkavat (erittdin vapaasti suomennettuna ja lyhennettyna):
"Olisi houkuttelevaa lukea ndmé sanat sanaleikkiné, jolla olisi my6s "henkisen kidutuksen huomiotta jattémisen’
merkitys, mutta tamé tulkinta ei todennékoisesti ole oikeutettu".
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Cardano piti negatiivilukujen nelidjuuria koskevia tutkimuksiaan "yht& hienostuneina kuin hyodyttomind" [Bo,
s. 405, K1, s. 253|, mutta jo Leibniz? oli jilkimméisesti eri mielti kirjoittamalla [EHH, s. 55]: "Ex irrationalibus
oriuntur quantitates impossibiles seu imaginarie, quarum mira est natura, et tamen non contemnenda utilitas"
(Irrationaaliluvuista ovat syntyneet mahdottomat eli kuvitellut luvut, joiden luonne on hyvin omituinen, mutta
joiden hyodyllisyytta ei pidd viheksyd).

(Cardano oli monessa mukana [Bo, EHH, Ev, K1, Lel, Le2, Sa]. Hin mm. joutui vankilaan laadittuaan Jeesuksen
horoskoopin [EHH, s. 57; Ev, s. 221]. Stifelkin oli monessa mukana ja hinkin kivi vankilassa. Han oli nimittdin
"askenut", ettd maailmanloppu tulee 3. 10. 1533, ja kun se ei tullutkaan, hénen oli paettava vankilaan niita
talonpoikia, jotka hén oli saanut luopumaan omaisuudestaan taivaaseenpaésyn takia [Ev, s. 217].)

3 "Oikeat" luvut

Kompleksilukujen haltuunotto ei siis ehké vaatinutkaan "henkistd kidutusta", mutta sitdkin enemmén tyota.
TAméin tyon tirkedin vilivaiheen toteutti Hamilton®, kun hin 1835 mééritteli "oikeat" kompleksiluvut tismél-
lisesti jérjestettyind reaalilukupareina. Lukija voi nyt tehdd samoin. Ajattele sinulla olevan epdmé&éréista tietoa
kompleksiluvuista sen verran kuin johdannossa on sanottu. Laske summa (x+yi)+ (z+ui) ja tulo (x+yi)(z+ui)
kuvittelemalla, ettéd kaikki tavanomaiset laskusdannét ovat voimassa. Samasta reaaliluku x "reaalisen komplek-
siluvun" (z,0) kanssa ja "puhdas imaginaariluku" yi "puhtaasti imaginaarisen kompleksiluvun" (0,y) kanssa.
Niin voit Hamiltonin tapaan maéaritelld kompleksiluvut jarjestettyind reaalilukupareina, joille méaaritelldan yh-
teenlasku
(z,y) + (u,v) = (x +u,y +v)

ja kertolasku
(z,y)(u,v) = (2u —yv, 20 + yu).

Padset kompleksiluvun tavanomaiseen esitysmuotoon huomaamalla, etta
(z,y) = (2,0)(1,0) + (y,0)(0,1) = 21 + yi = x + yi,
missé 1 = (1,0) ja i = (0,1).

Kompleksiluvut, tason pisteet ja tason vektorit vastaavat siis tdysin toisiaan. On selvdd, ettd kompleksilukujen
yvhteenlasku vastaa vektorien yhteenlaskua, ja on helppo osoittaa, ettd kompleksiluvun kertominen kompleksi-
luvulla cos 6 4 i sin 6 vastaa vektorin kiertdmistéd kulman 6 verran.

Voidaan todistaa, ettd kaikki reaalilukujen yhteen- ja kertolaskun perusominaisuudet (vaihdantalait, liitdntélait,
osittelulaki, nollan ominaisuus yhteenlaskussa, vastaluvun olemassaolo, ykkdsen ominaisuus kertolaskussa, nol-
lasta eroavan luvun kiénteisluvun olemassaolo) ovat voimassa my6s kompleksilukujen yhteen- ja kertolaskulle.
Toisin sanoen kompleksiluvut (kuten myos rationaaliluvut ja reaaliluvut) muodostavat kunnan.

Mutta voidaanko jérjestettyjen reaalilukuparien joukossa R? méiéritelld kertolasku jollakin muulla tavalla niin,
ettd saadaan kunta, kun yhteenlasku on méaritelty vektorien yhteenlaskuna?

Ei voida milldén olennaisesti erilaisella tavalla [EHH, s. 68; NP, s. 16]. Yksinkertainen tapa (x, y)(u, v) = (zu, yv)
el onnistu. Nimittdin téalloin ykkosalkio (siis se, jolla kerrottaessa luku ei muutu) on (1,1), joten esimerkiksi
alkiolla (1,0) ei ole kidnteisalkiota, sillé (1,0)(x,y) = (1,1) ei ole koskaan voimassa.

4 Miten jatketaan

Luonnollisten lukujen joukko N laajennettiin kokonaislukujen joukoksi Z, jotta yhtélolla a + x = b olisi aina
ratkaisu. Joukko Z laajennettiin rationaalilukujen joukoksi Q, jotta yhtalolla ax = b (a # 0) olisi aina ratkaisu.
Eriis syy laajentaa joukko Q reaalilukujen joukoksi R oli, ettd yhtilolld 22 = a (a > 0) olisi aina ratkaisu.
Joukko R laajennettiin kompleksilukujen joukoksi C, jotta yht#lolla 22 = —1 olisi ratkaisu.
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Kaikkien laajennusten N — Z — Q — R — C motiivina on siis ollut tarve saada tietyt yhtélot ratkeaviksi. Siksi
on johdonmukaista kysyé&, mitkd kompleksialueella ratkeamattomat yhtalot kannattaa ottaa uuden laajennuksen
lahtokohdiksi, mutta téillaisia yht&loita ei ole. Nimittédin laajennus R — C onnistui yli odotusten sikali, etta
Jjokaisella n. asteen kompleksikertoimisella polynomiyhtalélla (n > 1) on ratkaisu. Tamén térkedn algebran
peruslauseen [EHH, luku 4; NP, s. 39, 156] todisti Gauss® viitoskirjassaan 1799. Ratkaisuja on tiismiélleen n,
kun kukin ratkaisu otetaan mukaan niin monta kertaa kuin sen kertaluku osoittaa.

Monet muutkin yhtéalot kiyttaytyvat kompleksialueella miellyttavasti. Nimittdin mielenkiintoisen ja syvallisen
Picardin lauseen |[NP, s. 167, 373] mukaan jokainen kaikkialla mééritelty ja derivoituva kompleksimuuttujan
kompleksifunktio, joka ei ole vakio, saa kaikki arvot paitsi mahdollisesti yhtd. Esimerkiksi kompleksinen ekspo-
nenttifunktio e* = e”(cosy + isiny), missd z = = + yi, saa kaikki muut arvot paitsi arvon 0. Ei kuitenkaan ole
jarkevaa marssittaa matemaattiselle nayttamolle jotakin kummallista uutta otusta, joka tekee tdmén funktion
nollaksi. Siksi laajennus C — ? tdytyy tehdd muulla perusteella.

Koska kompleksiluvut maéritelladn jérjestettyiné reaalilukupareina, niin tuntuu luonnolliselta tutkia seuraavak-
si jérjestettyjd reaalilukukolmikkoja eli geometrisesti ajatellen kolmiulotteisen avaruuden pisteitd tai sen vek-
toreita. Tarkastelemme siis kysymysté, voidaanko jérjestettyjen reaalilukukolmikkojen joukossa R® médritelld
kertolasku niin, ettd saadaan kunta, kun yhteenlasku on mééritelty vektorien yhteenlaskuna. (Yksinkertaisesti
alkioittain kertomalla sité ei voida tehdé, vrt. kohdan 3 loppu.)

5 Mita Hamilton kaiversi siltaan 16. 10. 1843

Hamilton mietti viisitoista vuotta kysymysté siitd, miten kolmiulotteisille vektoreille voitaisiin méaaritelld ker-
tolasku, jolla olisi yhteys vektorin kiertoon. MyShemmin hén kirjoitti pojalleen [EHH, s. 189]: "Joka aamu, kun
tulin aamiaiselle, sinulla oli tapana kysyé: 'Isé, joko siné osaat kertoa kolmikoita?’. Minun oli aina pudistettava

surullisesti paéténi ja sanottava: 'En osaa; mind osaan vain laskea niitd yhteen ja vihentda".

Vihdoin Hamilton onnistui. Hén kuvaa ratkaisun 18ytdmisen kokemusta [EHH, s. 191-192] (erittdin vapaasti
suomennettuna ja lyhennettyn):

Huomenna on kvaternioiden viisitoistavuotispaiva. Ne syntyivét taysikasvuisina 16. lokakuuta 1843,
kun olin Lady Hamiltonin kanssa kivelemissé Dubliniin ja kun tulimme Broughamin sillalle. Silloin
minusta tuntui ikddnkuin ajatuksen sdhkovirta olisi kulkenut ldvitseni ja sen kipindissé olivat i:n,
jm ja k:n perusyhtilot. .. En voinut vastustaa kiusausta — niin epéfilosofinen kuin se ehké olikin —
kaivertaa veitselld sillan erddseen kiveen peruskaavaa

i =% =k? =ijk = —1.
Kiertéessddn maailmaa juttu alkaa tavallisesti muuttua, ja niin kdvi Hamiltonin kaiverrustenkin. Esimerkiksi

Boyerin |Bo, s. 814] mukaan Hamilton piirsi kiveen vain i? = j2 = k? = ijk, kun taas Evesin |Ev, s. 391] mukaan
hén piirsi "peruskvaternioiden" 1, i, j ja k kertotaulun, joka seuraa helposti peruskaavasta.

1 ik
11 & 5 &k
ili -1 k —j
ili -k -1 i
k|l k j - —1

Yhtakaikki, Hamilton varmaan kaiversi jotakin. Hénelld on taytynyt olla mukanaan melkoinen lapinleuku, kun
héan sai piirretyksi kiveen kaavoja. Vai oliko silta tehty hiekkakivesté, joka ei tunnu kovin luotettavalta materi-
aalilta.
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6 Kvaterniot

Hamilton ei kylldkdan ratkaissut ongelmaansa aivan alkuperiisessd muodossaan. Hén ei siis méaaritellyt ava-
ruudessa R? kertolaskua, joka vastaa vektorin kiertoa. Nimittdin nykyisin jokainen tutkijankoulutuksen saanut
matemaatikko pystyy parissa tunnissa tai ainakin parissa péivissi (tai ainakin hdnen pitiisi pystyd) osoitta-
maan, ettd tuollaista kertolaskua ei voida madritella. (Talld en suinkaan vahéttele Hamiltonin neroutta, vaan
péinvastoin, silld on paljon helpompaa tyoskennelld valmiissa systeemissd kuin keskeneriisessi.) Osoitamme
tamén mahdottomuuden [EHH, s. 189-190].

Teemme vastaoletuksen, ettdi avaruudessa R3, jossa alkiot (x,y,0) vastaavat kompleksilukuja (z,y), on mii-
ritelty kertolasku niin, ettd liitdnta- ja osittelulaki sekd vaihdantalaki reaalisen tekijan kanssa ovat voimassa.
Merkitsemme 1 = (1,0,0),i = (0,1,0) ja 5 = (0,0,1). Olkoon ij = (x,y,2) = x1 + yi + zj. Koska i®> = —1,
niin (i) = i2j = —j, joten

(-)j=—j=i(ij)=i(zl+yi+zj) =wi—yl+zij=ai —yl + 2z(xl + yi+ zj) =
(zx —y)1 + (2y + x)i + 2%5.

Vertaamalla j:n kertoimia saamme 22 = —1, miki siséltéé ristiriidan, koska z on reaalinen.
bl b

Hamiltonin hieno oivallus oli, ettd haluttaessa kertoa kolmiulotteisia vektoreita niin, ettd kertolasku vastaa
kiertoa, tdytyy siirtyd neliulotteiseen avaruuteen. Siksi hin mééritteli kvaterniot jarjestettyinéd reaalilukune-
likkoind (t,x,y,z), joiden yhteenlaskun hén mééritteli vektorien yhteenlaskuna. Kertolaskun hén mééritteli
merkitsemélld (¢, x,y, z) = t14+zi+yj + zk ja vaatimalla, ettd edelld esitetty peruskvaternioiden 1 = (1,0,0,0),

1 = (0,1,0,0), 7 = (0,0,1,0) ja k = (0,0,0,1) kertotaulu sekd tavanomaiset laskusddnnot ovat kertolaskun
vaihdantalakia lukuunottamatta voimassa.

7 "Algebran vapautuminen"

Kertolaskun vaihdantalakia Hamilton ei siis saanut laajennuksessaan toimimaan eiki sitd saa kukaan muukaan.
Mutta taisi olla pikemminkin voitto kuin tappio huomata, ettd kannattaa tutkia myos sellaisia algebrallisia
jarjestelmid, joissa kertolasku ei ole vaihdannainen. Monet historioitsijat, esimerkiksi Eves [Ev, luku 13.8] ja
Lehtinen [Lel, luku 11.1; Le2, luku 13.1], kutsuvat tdtd huomiota "algebran vapautumiseksi" ja vertaavat sitd
epéeuklidisen geometrian aikaansaamaan "geometrian vapautumiseen".

8 Kvaterniot ja vektorialgebra

Samastamme nyt peruskvaternion 1 reaaliluvun 1 kanssa sekd peruskvaterniot ¢, j ja k kolmiulotteisen avaruuden
perusvektorien 4, j ja k kanssa. Talloin voimme ajatella kvaterniota u = (¢, z, y, z) kummallisena summana

u=t+xi+yj+ zk,

jossa skalaari t ja kolmiulotteinen vektori r = xi 4 yj + zk lasketaan yhteen. Jos r = 0, niin u on skalaa-
ri(kvaternio), ja jos t = 0, niin u on vektori(kvaternio). Voidaan melko helposti osoittaa, ettd vektorikvater-
nioiden u ja v tulolla uv on néiden vektorien skalaaritulon u - v ja vektoritulon u x v kanssa mielenkiintoinen
yhteys

uv=uxv-—u-v,

joka on voimassa myos toisin péin,
1 1
uxv:i(uv—vu), u-v:—g(uv—kvu).

Téaten kvaternioalgebraa voidaan soveltaa kolmiulotteiseen vektorialgebraan [EHH, s. 198-199].
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Hamiltonin tavoite maéritelld kolmiulotteisessa avaruudessa tulo, joka vastaa vektorin kiertoa, toteutuu ta-
vallaan vektorikvaternioiden tulona, silld nehdn muodostavat kolmiulotteisen avaruuden (mutta kertolasku on
suoritettava neliulotteisessa avaruudessa). Taméa kiertotulkinta on pitké ja ehké vaikeakin [EHH, § 7.3], joten
emme kisittele sitd téssa.

9 Pietari, Herodes ja kvaterniot

"Quaternion" tarkoittaa "neljin ryhm&&a". Hamilton oli (toisaalta melkoinen ryyppyveikko [Be, luku XIX], mut-
ta toisaalta) syviisti uskonnollinen, joten hén on saattanut ottaa tuon termin Raamatusta. Nimittdin, kun He-
rodes vangitsi Pietarin (Ap. t. 12:4), niin (erdén kddnnoksen mukaan [EHH, s. 194]) "he put him in prison, and
delivered him to four quaternions of soldiers to keep him". (Toisaalta sanan "quaternion" sijasta on joissakin
kdannoksisséd kdytetty jotakin muuta sanaa, esimerkiksi "squad", enké tiedéd, mikd sana oli Hamiltonin raama-
tussa.) Suomenkielinen kid&annos on "Herodes pani Pietarin telkien taakse ja médrdsi hdntd vartioimaan nelja
nelimiehisté sotilasvartiostoa".

100 N-Z—-Q—R—-C—-H-—>7?

Kvaternioiden joukkoa merkitééin tavallisesti H:lla Hamiltonin kunniaksi. Hamilton uskoi [Be, s. 357], ettd kva-
ternioalgebra tekisi "kuolemattomaksi sekd hénet itsenséd ettd hénen rakkaan Irlantinsa ja tulisi sdilymé&an ikui-
sesti suurimpana matemaattisena saavutuksena sitten Newtonin Principian". Han oli vaédrassa, silla se osoittau-
tui vain yhdeksi kompleksialkioisten 2 x 2-matriisien algebraksi muiden joukossa vailla kovin suurta merkitysté
[EHH, s. 193]. Hamilton kuuluu matematiikan historian suurmiehiin aivan muiden todidensé takia.

Myoskédan lukukésitettd ei kannata laajentaa H:sta eteenpéin, silld seuraavassa laajennuksessa, jolloin taytyy
operoida R¥:ssa, menetetiin kertolaskun liiténtilakikin. On siis parasta lopettaa tihin ja todeta, etts komplek-
siluvut ovat sittenkin "se oikea lopullinen" lukualue.

Kvaternioalgebra pysyy kuitenkin edelleen kiinnostavana tutkimuskohteena. Népyteltydni 17. 10. 2001 — kva-
ternioiden 173-vuotispaivinéd — Zentralblatt fiir Mathematik -lehden séhkéiseen tietokantaan hakusanan "qua-
ternion" sain 707 viitetté. Siis vuodesta 1931 alkaen on julkaistu noin monta matemaattista tutkimusta, joiden
otsikossa esiintyy tdmé sana. (Hakusana "complex" antoi peréiti 15598 viitettd, joten matemaattista tietoa on
maailmalla suorastaan hirvittdvd mééra, ja lisdd tulee koko ajan.) Mindkin olen ollut tekemisissd kvaternioi-
den kanssa sikéli, ettéd olen joutunut miettimééin kvaternioalkioisen matriisin determinantin méaéritelmaéd. Kun
kertolasku ei ole vaihdannainen, niin determinantin tavanomainen maéritelma ei toimi kunnolla.
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Osataanko matematiikkaa?

Yliopisto-lehdessd on kdyty numeroissa 9/01, 10/01 ja 11/01 Puheenvuoro-palstalla keskustelua matematiikan
osaamisesta. Lehden luvalla julkaisemme téssd prof. Olli Martion ja prof. Peter Lindqvistin puheenvuorot.

Osataanko matematiikkaa sittenkaan?

Yliopisto-lehden numerossa 9/2001 opetusneuvos Eero
Nurminen kehuu suomalaisten koululaisten matematii-
kan ja luonnontieteiden osaamista ainakin osittaisena
menestystarinana. Hénen késityksensé perustuvat vuo-
den 1999 TIMSS-raporttiin.

Tason paranemista on monenlaista. Vertaileva tilas-
tollinen tutkimus selvittdd vain suhteellisen parem-
muuden. Tilanteen ymmartamiseksi pitda katsoa his-
toriaan. Viimeisten kolmenkymmenen vuoden aikana
on matematiikan opetuksessa koettu useita kansalli-
sia ja kansainvilisid muutoksia. 1970-luvulla tyontyi
muutos koulukirjoihin "uuden matematiikan" nimik-
keelld. Pddmoottorina oli muutos muutoksen vuoksi
ja aalto kohtasi koko ldntisen Euroopan. Sen alullepa-
nosta syytetién, aiheettomasti, ranskalaista Bourbaki-
ryhmaéa, joka edusti akateemista ranskalaista ensyklo-
pedia perinnettd. Koulukirjojen kirjoittajat ja kasva-
tustieteilijit luulivat, ettd "uusi matematiikka" rat-
kaisee my0s matematiikan opetuksen ongelmat. Van-
hojen kulttuurimaiden koululaitokset eivét kuitenkaan
omaksuneet tiatd linjaa kovin yhtendisesti, mika joh-
tui nditten maitten koulutusjarjestelmien monimuotoi-
suudesta. Suuria muutoksia ei myoskddn tapahtunut
itdisen Euroopan maissa. Pahimmin nadmé virtaukset
vaikuttivat pienissd maissa ja erityisesti Skandinavias-
sa, missd koululaitos oli hallinnollisesti pitkélle yhden-
suuntaistettu. Tamén seurauksena varsin pitkdédn nau-

rettiin joukkoviivalle, jolla lehmié erotettiin lampaista.
Ensimmaéisend havahduttiin USA:ssa avaruuden kil-
pajuoksun yhteydessd, mutta useista muistakin mais-
ta alkoi kuulua varottavia #é&nid. Yliopistojen ja tek-
nillisten korkeakoulujen painostus johti suuntauksen
hylkd&miseen. Suomessa toimi Leikolan komitea, joka
suositteli muutoksia matematiikan ja luonnontieteiden
oppikursseihin. Samaan aikaan oli kuitenkin keksitty
ns. probleemanratkaisu, jonka painoarvo nousi uudis-
tuksessa aivan suhteettomaksi, vaikka Leikolan komi-
tea suositteli varsin varovaisia muutoksia. Samat piirit
kuin aikaisemminkin innostuivat jélleen.

Matematiikassa on aina ratkaistu probleemoja. Yli 45-
vuotiaat muistavat vield kouluajoiltaan ongelmat, mis-
sé tarhassa oli lampaita ja kanoja ja yhteensd 32 jal-
kaa. Kuinka monta kanaa ja lammasta tarhassa, kun
lampaita oli 77 Ongelman tarkoituksena oli harjoittaa
yhtdlon muodostamista ja sen ratkaisemista. Téllaiset
probleemat eivéit kelvanneet uusille probleemanratkai-
sijoille. Koko opetuksen pitdd perustua "kidytdnnon"
ongelmiin. Matematiikalle pyrittiin antamaan vain va-
linearvo, vaikka kauan on tiedetty matematiikan mer-
kitys ajattelun kehittdjana. Suomalaisena sovelluksena
koulukursseihin ilmestyi mm. talousmatematiikka, ko-
koelma alkeismatematiikkaa, ldhinnd prosenttilaskua,
ja pinnallista tilastotiedettd. Naista ei kehity yhtenéis-
td matemaattista kokonaisuutta. Vaikka talouseldméa
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ja sen problematiikka tarjoavat hyvid matematiikan
ongelmia, on virhe luulla, ettd tdmé& lahestymistapa
olisi tehokas matematiikan opetuksessa.

Prosessi kohtasi samat maat kuin "uusi matematiik-
kakin". Koulukirjoja ja oppimé&érié rustattiin uuteen
uskoon ja seminaareja pidettiin. Matematiikan op-
pimédristd muodostui tilkkutdkkejd. Useassa Euroo-
pan maassa, mutta ei kaikissa, suuntauksen kannat-
tajat ovat miehittdneet matematiikan kouluopetukses-
ta maarddvan tason. Tama ndkyy selvasti TIMSS-
raportissa: raportin paatekijat ovat aatteen kannatta-
jia. Tehtiin jalleen erehdys, silld ongelmaratkaisu ei rii-
td rakentamaan systemaattista pohjaa matematiikas-
sa. Matematiikan opetuksen antamat tyokalut jadvat
olemattomiksi. Kirjainsymbolit ovat kauhistus. Kaa-
voja ei osata johtaa ja kasitteitd ei ymmarretd. Mate-
matiikan opetus katkeaa TIMSS-tasolle, jossa tyypil-
listd probleemanratkaisua edustaa pallojen paillekkéin
asettelu. Aatteen perillemeno ilmenee selvésti, kun tut-
kii suomalaisten koululaisten suoritustasoa TIMSS:in
yksittédisten tehtdvien kohdalla. Monilla tehtévilla on
hyvin vdhan tekemistd matematiikan tai sen sovellus-
ten kanssa. Kyseessd on opetuksen vinosuuntaus sa-
malla tavalla kuin "uuden matematiikan" tapauksessa.
TIMSS raporttia pitdd tulkita oikein ja kysyé, mitka
ovat téllaisen opetuksen evédat tulevaisuuteen. Ei ole
ihme, ettd monet Euroopan maat tahyévat siirtolaisia
maista, joissa matematiikkaa opetetaan kunnolla. Ra-
porttiin perehtyminen paljastaa, ettd matematiikan ja
sen keskeisten sovellusalueiden kannalta tulokset vas-
taavat Suomen osalta melko tarkasti Kassel-projektin
tuloksia.

TIMSS-raportista kiy selville, ettd keskihajonnat suo-
malaisten osaamisessa matematiikassa ovat poikkeuk-
sellisen pienié. Osaamishaitari ei levid ylospéin. Ma-
tematiikan oppituntien lukumé&érissd Suomen alapuo-
lella ovat vain Makedonia ja Kypros. Maita on mu-
kana 38. Tilastollisesti téstd voitaisiin vetdéd johto-
padtos, ettd matematiikan opetusta kannattaa Suo-
messa edelleen vahentédd, koska néin vaatimattomal-
la opetuksella saadaan tuloksia, jotka riittdvat kes-
kivaiheille. Keskivaiheille pddseminen ei ole vaikeaa,
silld itdisen Furoopan koululaitos on romahtanut ja
TIMSS-raportissa on mukana monia ylla kuvatun pro-
sessin lapikdyneitd maita. Artikkelissaan "Matematii-
kan osaaminen TIMSS-tutkimuksen perusteella" (Di-
mensio 3/01) P. Kupari ja P. Reinikainen mainitsevat,
ettd TIMSS-selvityksen perusteella ei voi havaita, et-
td4 matematiikan oppimisen taso Itd-Euroopan maissa

Olli Martio
professori, esimies
Matematiikan laitos, Helsingin yliopisto

on pudonnut. Niiden maiden (Unkari, Slovenia, Vené-
ja, Slovakia, Tshekin tasavalta, Bulgaria, Latvia, Ro-
mania, Liettua, Moldovia) opetustilanteeseen perehty-
neet tietdvat, ettd useimmissa néistd maista koulutus-
jarjestelmé on romahtanut. Oppimistulokset eivit ole
huonontuneet samassa suhteessa, koska vanhan jarjes-
telmén arvostamia alansa hallitsevia opettajia on vie-
14 kaytettavissd. Taméa yhdistettynd monissa Keski-
Euroopan maissa tapahtuneeseen taantumiseen pitaé
ndma maat yha keskikastissa ja auttaa myds Suomea
sijoittumaan keskivilille. Jos Suomessa olisi véltetty
matematiikan oppimé&érien em. poukkoilut, keskitetty
koulujen matematiikan opetus olennaiseen ja matema-
tiikan tuntiméarat olisivat 1ahelld kansainvélisté tasoa,
niin Suomi sijoittuisi TIMSS-selvityksessa ldhelle kér-
ked. Taméan skenaarion toteuttaminen ei olisi maksa-
nut yhtddn enempéd kuin toteutuneenkin skenaarion.
Jossittelu on tietysti turhaa ja Suomessa on havahdut-
tu tilanteen korjaamiseen. Samanlaista poliittista tah-
toa kuin esimerkiksi Englannissa ei kuitenkaan nayta
16y tyvan.

Suomessa ei koululaisille tarjota vaihtoehtoja ja eviit
jatkoon eivit riitd matematiikasta ja sen sovelluksis-
ta kiinnostuneille. Tdmén ovat lukion matematiikan
opettajat todenneet monessa yhteydessad. Vaativam-
paa teoreettista matematiikkaa ei pida tuputtaa kaikil-
le, mutta perusteet kolminaisuuden "reading, writing,
arithmetic" hallintaan koulun pitéisi tarjota.

Olen seurannut matematiikan osaamistason vaihte-
lua 34 vuoden ajan. Korkeakoulut ovat perinteises-
ti saaneet parhaan aineksen. Osallistuin Vaasassa
16. 3. 2001 seminaariin, jonka olivat jirjestdneet am-
mattikorkeakoulut aiheena matematiikka ja luonnon-
tieteet ammattikorkeakouluissa. Kasitykset matema-
tiikan kouluopetuksen nykytasosta olivat vield pessi-
mistisemmét kuin korkeakoulujen piirissé. Usealla am-
mattikorkeakoulun linjalla ei TIMSS-testitehtévien ta-
so luotaa sitd pohjaa, jolle opinnot voidaan perustaa.

LUMA-hankkeen hy6dyllisyydestéd olen samaa mielté
opetusneuvos Eero Nurmisen kanssa. Hankkeessa ase-
tettuihin maéarillisiin tavoitteisiin ei tulla paddsemadn,
mutta laatu on toki aina ma#raa tarkeAmpéad. Opetta-
jien taydennyskoulutus on tarpeellista, mutta sen pi-
téisi suuntautua enemmaén aineen hallintaan. Uusien
matematiikan opettajien koulutukseen ei myoskian ole
panostettu riittavésti. Toimenpiteitd ja rahoituksen
suuntaamista on jatkossa harkittava huolellisesti.
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Norjassa viela surkeampaa

Luettuani professori Olli Martion puheenvuoron
Osataanko matematiikkaa sittenkdén? (Yliopisto-
lehti 10/01) tahdon kertoa, kuinka huonoksi tilanne
voi menna.

T&alla Norjassa matematiikan opettajatilanne on
ajautunut umpikujaan, eikd nyt tiedetd, miten taméa
huolestuttava tilanne voitaisiin korjata. Norjalaiset he-

Peter Lindqvist
Matematiikan professori
Trondheim, Norja

résivit lilan myohdan. Tané vuonna koko valtakunnas-
sa valmistui kolme (!) opettajaa, joilla on matematiik-
ka pdaaineena. Lukumé&éra on ollut katastrofaalisen al-
hainen jo yli kymmenen vuoden ajan. Onneksi vanhoja
alansa hallitsevia opettajia on toistaiseksi ollut kaytos-
sé. "Pedagogit" ovat Norjassa miehittédneet vahvasti
yvhdensuuntaistetun koulujérjestelmén. Onneksi Suo-
messa on vield mahdollisuus estéé tallainen kehitys.
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