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Kompleksiluvuista ja kvaternioista

Jorma Merikoski
Matematiikan, tilastotieteen ja filosofian laitos, Tampereen yliopisto

1 Johdanto

Nykyisessi koulumatematiikassa kompleksiluvut vain mainitaan ohimennen jos sitenkéiéin. (Analyysin syventi-
valld kurssilla niitd saatetaan kisitelld enemmén, ks. [MVLS].) Niille Solmun lukijoille, jotka eivét ollenkaan
tunne kompleksilukuja, riittdd tdmén kirjoituksen ymmaéartédmiseksi seuraava esitieto. Kuvitellaan, ettd on ole-
massa imaginaariyvksikko i (imaginaarinen = kuviteltu, ndennéinen < lat. imaginarius < imago = kuva), jolla
on kummallinen ominaisuus i2 = —1, ja, miké on ehki vieldkin kummallisempaa, ettd luvun 4 ja reaalilukujen

vélilla voidaan suorittaa laskutoimituksia. Nain syntyy kompleksiluku z = x + yi, missd x ja y ovat reaalilukuja.

2 "Vaarat" ja "mahdottomat" luvut

Matematiikan historiassa jokainen lukukasitteen laajennus on vaatinut vuosisatoja aikaa ja aiheuttanut paljon
himmennysti ja kritiikkid. Descartesin! mielestéd [EHH, s. 19] negatiiviluvut olivat "viirii lukuja", kun taas
Stifelin? mielestd [EHH, s. 33] irrationaaliluku ei ollut "oikea luku". Kompleksilukuja kutsuttiin alunperin
"mahdottomiksi luvuiksi" (quantitates impossibiles) [EHH, s. 55]. Cardano® kiytti negatiiviluvun nelidjuurelle
nimitystd "muodollinen luku" (quantitas sophistica) [EHH, s. 57].

Klinen [KI, s. 253] mukaan Cardano piti kirjassaan Ars Magna kompleksiluvuilla laskemista jopa "henkiseni
kidutuksena" kirjoittamalla: "Kiinnittaméttd huomiota asian vaatimaan henkiseen kidutukseen, kerro keske-
nddn 5++/—15 ja 5 —/—15; tulos on 25 — (—15) eli 40". Ebbinghaus ja kumppanit [EHH, s. 57] ovat kuitenkin
eri mieltd Klinen kddnnoksestd. Heiddn mukaansa alkuperiistekstin "dismissis incruciationibus" tarkoittaakin
vain sitd, ettd imaginaariset termit kumoutuvat. He jatkavat (erittdin vapaasti suomennettuna ja lyhennettyni):
"Olisi houkuttelevaa lukea ndmé sanat sanaleikkiné, jolla olisi my6s "henkisen kidutuksen huomiotta jattdmisen’
merkitys, mutta tamé tulkinta ei todennakoisesti ole oikeutettu".
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Cardano piti negatiivilukujen neligjuuria koskevia tutkimuksiaan "yhté hienostuneina kuin hyodyttomind" [Bo,
s. 405, K1, s. 253], mutta jo Leibniz* oli jilkimméisest# eri mieltd kirjoittamalla [EHH, s. 55]: "Ex irrationalibus
oriuntur quantitates impossibiles seu imaginarie, quarum mira est natura, et tamen non contemnenda utilitas"
(Irrationaaliluvuista ovat syntyneet mahdottomat eli kuvitellut luvut, joiden luonne on hyvin omituinen, mutta
joiden hyodyllisyytté ei pidéa vaheksya).

(Cardano oli monessa mukana [Bo, EHH, Ev, K1, Lel, Le2, Sa]. Hin mm. joutui vankilaan laadittuaan Jeesuksen
horoskoopin [EHH, s. 57; Ev, s. 221]. Stifelkin oli monessa mukana ja hinkin kiivi vankilassa. Han oli nimitt4in
"laskenut", ettd maailmanloppu tulee 3. 10. 1533, ja kun se ei tullutkaan, hénen oli paettava vankilaan niita
talonpoikia, jotka hén oli saanut luopumaan omaisuudestaan taivaaseenpaisyn takia [Ev, s. 217].)

3 "Oikeat" luvut

Kompleksilukujen haltuunotto ei siis ehkd vaatinutkaan "henkistd kidutusta", mutta sitdkin enemmén tyota.
Taméin tyon térkein villivaiheen toteutti Hamilton®, kun hin 1835 mééritteli "oikeat" kompleksiluvut tismil-
lisesti jérjestettyind reaalilukupareina. Lukija voi nyt tehdd samoin. Ajattele sinulla olevan epdmé&iraisti tietoa
kompleksiluvuista sen verran kuin johdannossa on sanottu. Laske summa (x+yi)+ (z+ui) ja tulo (x+yi)(z+ui)
kuvittelemalla, ettéd kaikki tavanomaiset laskusdannét ovat voimassa. Samasta reaaliluku x "reaalisen komplek-
siluvun" (z,0) kanssa ja "puhdas imaginaariluku" yi "puhtaasti imaginaarisen kompleksiluvun" (0,y) kanssa.
Naiin voit Hamiltonin tapaan maéaritella kompleksiluvut jarjestettyind reaalilukupareina, joille méaritelldan yh-
teenlasku
(z,y) + (u,v) = (z +u,y +v)

ja kertolasku
(.’E, y)(uv U) = (.’EU —Yyv, v + yu)

Paaset kompleksiluvun tavanomaiseen esitysmuotoon huomaamalla, etta
(z,y) = (2,0)(1,0) + (y,0)(0,1) = z1 + yi = x + yi,
missé 1 = (1,0) ja i = (0,1).

Kompleksiluvut, tason pisteet ja tason vektorit vastaavat siis tdysin toisiaan. On selvéé, ettd kompleksilukujen
yvhteenlasku vastaa vektorien yhteenlaskua, ja on helppo osoittaa, ettd kompleksiluvun kertominen kompleksi-
luvulla cos @ + i sin § vastaa vektorin kiertdmistd kulman 6 verran.

Voidaan todistaa, ettd kaikki reaalilukujen yhteen- ja kertolaskun perusominaisuudet (vaihdantalait, liitdntalait,
osittelulaki, nollan ominaisuus yhteenlaskussa, vastaluvun olemassaolo, ykkdsen ominaisuus kertolaskussa, nol-
lasta eroavan luvun kddnteisluvun olemassaolo) ovat voimassa myos kompleksilukujen yhteen- ja kertolaskulle.
Toisin sanoen kompleksiluvut (kuten myos rationaaliluvut ja reaaliluvut) muodostavat kunnan.

Mutta voidaanko jérjestettyjen reaalilukuparien joukossa R? maiéritelld kertolasku jollakin muulla tavalla niin,
ettd saadaan kunta, kun yhteenlasku on mééaritelty vektorien yhteenlaskuna?

Ei voida mill&d&n olennaisesti erilaisella tavalla [EHH, s. 68; NP, s. 16]. Yksinkertainen tapa (z,y)(u,v) = (zu, yv)
el onnistu. Nimittdin tdlloin ykkosalkio (siis se, jolla kerrottaessa luku ei muutu) on (1,1), joten esimerkiksi
alkiolla (1,0) ei ole kddnteisalkiota, silld (1,0)(x,y) = (1,1) ei ole koskaan voimassa.

4 Miten jatketaan

Luonnollisten lukujen joukko N laajennettiin kokonaislukujen joukoksi Z, jotta yhtalolla a + x = b olisi aina
ratkaisu. Joukko Z laajennettiin rationaalilukujen joukoksi Q, jotta yhtalolld ax = b (a # 0) olisi aina ratkaisu.
Eréis syy laajentaa joukko Q reaalilukujen joukoksi R oli, ettd yht#lolld 22 = a (a > 0) olisi aina ratkaisu.
Joukko R laajennettiin kompleksilukujen joukoksi C, jotta yht#lolld 22 = —1 olisi ratkaisu.
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Kaikkien laajennusten N — Z — Q — R — C motiivina on siis ollut tarve saada tietyt yhtdlot ratkeaviksi. Siksi
on johdonmukaista kysyé, mitkd kompleksialueella ratkeamattomat yhtélot kannattaa ottaa uuden laajennuksen
lahtokohdiksi, mutta tallaisia yht&loitd ei ole. Nimittdin laajennus R — C onnistui yli odotusten sikili, etta
jokaisella n. asteen kompleksikertoimisella polynomiyhtalolld (n > 1) on ratkaisu. Tadmén térkedn algebran
peruslauseen [EHH, luku 4; NP, s. 39, 156] todisti Gauss® viitoskirjassaan 1799. Ratkaisuja on tismiélleen n,
kun kukin ratkaisu otetaan mukaan niin monta kertaa kuin sen kertaluku osoittaa.

Monet muutkin yhtalot kayttaytyvat kompleksialueella miellyttévasti. Nimittdin mielenkiintoisen ja syvéllisen
Picardin lauseen |[NP, s. 167, 373] mukaan jokainen kaikkialla mééritelty ja derivoituva kompleksimuuttujan
kompleksifunktio, joka ei ole vakio, saa kaikki arvot paitsi mahdollisesti yhtd. Esimerkiksi kompleksinen ekspo-
nenttifunktio e* = e®(cosy + isiny), missd z = = + yi, saa kaikki muut arvot paitsi arvon 0. Ei kuitenkaan ole
jarkevad marssittaa matemaattiselle ndyttdmolle jotakin kummallista uutta otusta, joka tekee tdméan funktion
nollaksi. Siksi laajennus C — ? taytyy tehdd muulla perusteella.

Koska kompleksiluvut mééaritellaan jarjestettyiné reaalilukupareina, niin tuntuu luonnolliselta tutkia seuraavak-
si jérjestettyjd reaalilukukolmikkoja eli geometrisesti ajatellen kolmiulotteisen avaruuden pisteitéd tai sen vek-
toreita. Tarkastelemme siis kysymysté, voidaanko jérjestettyjen reaalilukukolmikkojen joukossa R? miaritelld
kertolasku niin, ettd saadaan kunta, kun yhteenlasku on mééritelty vektorien yhteenlaskuna. (Yksinkertaisesti
alkioittain kertomalla sité ei voida tehdé, vrt. kohdan 3 loppu.)

5 Mita Hamilton kaiversi siltaan 16. 10. 1843

Hamilton mietti viisitoista vuotta kysymystéa siitd, miten kolmiulotteisille vektoreille voitaisiin maéritelld ker-
tolasku, jolla olisi yhteys vektorin kiertoon. MyShemmin hén kirjoitti pojalleen [EHH, s. 189]: "Joka aamu, kun
tulin aamiaiselle, sinulla oli tapana kysyé: 'Isé, joko siné osaat kertoa kolmikoita?’. Minun oli aina pudistettava

surullisesti paétéani ja sanottava: "En osaa; miné osaan vain laskea niitd yhteen ja vihentda’".

Vihdoin Hamilton onnistui. Hin kuvaa ratkaisun 16ytamisen kokemusta [EHH, s. 191-192] (erittdin vapaasti
suomennettuna ja lyhennettyné):

Huomenna on kvaternioiden viisitoistavuotispéivé. Ne syntyivat tdysikasvuisina 16. lokakuuta 1843,
kun olin Lady Hamiltonin kanssa kiveleméssd Dubliniin ja kun tulimme Broughamin sillalle. Silloin
minusta tuntui ikd&nkuin ajatuksen sdhkovirta olisi kulkenut lavitseni ja sen kipindissé olivat i:n,
jm ja k:n perusyhtélot. .. En voinut vastustaa kiusausta — niin epéfilosofinen kuin se ehké olikin —
kaivertaa veitsella sillan erdédseen kiveen peruskaavaa

i? =52 =k? =ijk = —1.
Kiertdessddn maailmaa juttu alkaa tavallisesti muuttua, ja niin kivi Hamiltonin kaiverrustenkin. Esimerkiksi

Boyerin |Bo, s. 814] mukaan Hamilton piirsi kiveen vain i? = j2 = k? = ijk, kun taas Evesin |[Ev, s. 391] mukaan
hén piirsi "peruskvaternioiden" 1, 7, j ja k kertotaulun, joka seuraa helposti peruskaavasta.

|1 ik
L1 4 j ok
ili -1k —j
ili -k -1 i
k|l k - -1

Yhtéakaikki, Hamilton varmaan kaiversi jotakin. Hanelld on taytynyt olla mukanaan melkoinen lapinleuku, kun
hén sai piirretyksi kiveen kaavoja. Vai oliko silta tehty hiekkakivesté, joka ei tunnu kovin luotettavalta materi-
aalilta.
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6 Kvaterniot

Hamilton ei kyllakdan ratkaissut ongelmaansa aivan alkuperiisessd muodossaan. Han ei siis mééritellyt ava-
ruudessa R? kertolaskua, joka vastaa vektorin kiertoa. Nimittdin nykyisin jokainen tutkijankoulutuksen saanut
matemaatikko pystyy parissa tunnissa tai ainakin parissa péivissd (tai ainakin hdnen pitéisi pystyd) osoitta-
maan, ettd tuollaista kertolaskua ei voida madritella. (Talld en suinkaan vihéttele Hamiltonin neroutta, vaan
péinvastoin, silld on paljon helpompaa tyoskennelld valmiissa systeemissé kuin keskenerdisessi.) Osoitamme
tamén mahdottomuuden [EHH, s. 189-190].

Teemme vastaoletuksen, ettdi avaruudessa R3, jossa alkiot (x,%,0) vastaavat kompleksilukuja (z,y), on mii-
ritelty kertolasku niin, ettd liitdntd- ja osittelulaki sekd vaihdantalaki reaalisen tekijin kanssa ovat voimassa.
Merkitsemme 1 = (1,0,0),i = (0,1,0) ja j = (0,0,1). Olkoon ij = (z,y,2) = x1 + yi + zj. Koska i®> = —1,
niin (i) = i2j = —j, joten

(-)j=—j=i(ij)=i(zl+yi+zj)=wi—yl+zij=xi —yl + z(zl + yi + zj) =
(zx — y)1 + (2y + x)i + 225

2 = —1, miks siséltdd ristiriidan, koska z on reaalinen.

Vertaamalla j:n kertoimia saamme z
Hamiltonin hieno oivallus oli, ettd haluttaessa kertoa kolmiulotteisia vektoreita niin, ettd kertolasku vastaa
kiertoa, tdytyy siirtyd neliulotteiseen avaruuteen. Siksi hdn méaritteli kvaterniot jarjestettyind reaalilukune-
likk6ind (t,x,y,z), joiden yhteenlaskun hén mééritteli vektorien yhteenlaskuna. Kertolaskun hén maééritteli
merkitsemélla (¢, x,y, z) = t14+zi+yj + zk ja vaatimalla, etté edelld esitetty peruskvaternioiden 1 = (1,0,0,0),
i = (0,1,0,0), 7 = (0,0,1,0) ja k = (0,0,0,1) kertotaulu seké tavanomaiset laskusddnnot ovat kertolaskun
vaihdantalakia lukuunottamatta voimassa.

7 "Algebran vapautuminen"

Kertolaskun vaihdantalakia Hamilton ei siis saanut laajennuksessaan toimimaan eika sita saa kukaan muukaan.
Mutta taisi olla pikemminkin voitto kuin tappio huomata, ettd kannattaa tutkia myoGs sellaisia algebrallisia
jérjestelmid, joissa kertolasku ei ole vaihdannainen. Monet historioitsijat, esimerkiksi Eves [Ev, luku 13.8] ja
Lehtinen [Lel, luku 11.1; Le2, luku 13.1], kutsuvat tétd huomiota "algebran vapautumiseksi" ja vertaavat sité
epaeuklidisen geometrian aikaansaamaan "geometrian vapautumiseen".

8 Kvaterniot ja vektorialgebra

Samastamme nyt peruskvaternion 1 reaaliluvun 1 kanssa seké peruskvaterniot ¢, j ja k kolmiulotteisen avaruuden
perusvektorien i, j ja k kanssa. Télloin voimme ajatella kvaterniota u = (¢, z, y, z) kummallisena summana

u=t+zi+yj+ 2k,

jossa skalaari t ja kolmiulotteinen vektori r = xi + yj 4+ zk lasketaan yhteen. Jos r = 0, niin u on skalaa-
ri(kvaternio), ja jos t = 0, niin u on vektori(kvaternio). Voidaan melko helposti osoittaa, ettd vektorikvater-
nioiden u ja v tulolla uv on néiden vektorien skalaaritulon u - v ja vektoritulon u x v kanssa mielenkiintoinen
vhteys

uv=uxv-—u-v,

joka on voimassa myo0s toisin péin,
1
uxv:i(uv—vu), u~v:—§(uv+vu).

Téten kvaternioalgebraa voidaan soveltaa kolmiulotteiseen vektorialgebraan [EHH, s. 198-199].
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Hamiltonin tavoite mé&éritelld kolmiulotteisessa avaruudessa tulo, joka vastaa vektorin kiertoa, toteutuu ta-
vallaan vektorikvaternioiden tulona, silld nehdn muodostavat kolmiulotteisen avaruuden (mutta kertolasku on
suoritettava neliulotteisessa avaruudessa). Tdmé& kiertotulkinta on pitké ja ehké vaikeakin [EHH, § 7.3], joten
emme kisittele sitd téssa.

9 Pietari, Herodes ja kvaterniot

"Quaternion" tarkoittaa "neljin ryhméa". Hamilton oli (toisaalta melkoinen ryyppyveikko [Be, luku XIX], mut-
ta toisaalta) syvisti uskonnollinen, joten hén on saattanut ottaa tuon termin Raamatusta. Nimittdin, kun He-
rodes vangitsi Pietarin (Ap. t. 12:4), niin (erdén kddnnoksen mukaan [EHH, s. 194]) "he put him in prison, and
delivered him to four quaternions of soldiers to keep him". (Toisaalta sanan "quaternion" sijasta on joissakin
kdannoksisséd kdytetty jotakin muuta sanaa, esimerkiksi "squad", enké tied&, mikd sana oli Hamiltonin raama-
tussa.) Suomenkielinen kiinnos on "Herodes pani Pietarin telkien taakse ja méirisi hintd vartioimaan nelji
nelimiehisté sotilasvartiostoa".

100 N—-Z—-Q—-R—-C—-H-—>7?

Kvaternioiden joukkoa merkitaén tavallisesti H:lla Hamiltonin kunniaksi. Hamilton uskoi [Be, s. 357], ettd kva-
ternioalgebra tekisi "kuolemattomaksi sekéd hinet itsensé ettd hianen rakkaan Irlantinsa ja tulisi sdilym&an ikui-
sesti suurimpana matemaattisena saavutuksena sitten Newtonin Principian". Hén oli védrissé, silla se osoittau-
tui vain yhdeksi kompleksialkioisten 2 x 2-matriisien algebraksi muiden joukossa vailla kovin suurta merkitysta
[EHH, s. 193]. Hamilton kuuluu matematiikan historian suurmiehiin aivan muiden téidensé takia.

Myoskadan lukukésitettd ei kannata laajentaa H:sta eteenpéin, silld seuraavassa laajennuksessa, jolloin taytyy
operoida R¥:ssa, menetetiin kertolaskun liiténtilakikin. On siis parasta lopettaa tihiin ja todeta, etts komplek-
siluvut ovat sittenkin "se oikea lopullinen" lukualue.

Kvaternioalgebra pysyy kuitenkin edelleen kiinnostavana tutkimuskohteena. Népyteltyéni 17. 10. 2001 — kva-
ternioiden 173-vuotispéivind — Zentralblatt fiir Mathematik -lehden séhkdiseen tietokantaan hakusanan "qua-
ternion" sain 707 viitettd. Siis vuodesta 1931 alkaen on julkaistu noin monta matemaattista tutkimusta, joiden
otsikossa esiintyy tdmé sana. (Hakusana "complex" antoi peréti 15598 viitettd, joten matemaattista tietoa on
maailmalla suorastaan hirvittdva mééra, ja lisdd tulee koko ajan.) Mindkin olen ollut tekemisissé kvaternioi-
den kanssa sikéli, ettd olen joutunut miettimééan kvaternioalkioisen matriisin determinantin maaritelmas. Kun
kertolasku ei ole vaihdannainen, niin determinantin tavanomainen maéaritelma ei toimi kunnolla.
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