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Descartesin merkillinen saanto

Matti Lehtinen

Historia tuntee René Descartesin (1596-1650) sini filosofina, joka totesi cogito, ergo sum, ajattelen, olen siis
olemassa, ja rakensi téstd vastaansanomattomasta totuudesta lahtien rationaalisen filosofian jérjestelmén. Huo-
mionarvoista on myos, ettd Descartes ei arvostanut aikaista ylosnousua. Hén arveli saaneensa kaikki merkit-
tavit ajatuksensa aamupéivisin séngyssé loikoillessaan. Matemaatikoille Descartes eli Cartesius on arkipdivaa
suorakulmaisen, karteesisen koordinaatiston ja joukkojen karteesisen tulon myGta.

Descartes ei tiettavasti koskaan esittdnyt tai kiyttdnyt suorakulmaista xy-koordinaatistoa, vaikka hénen ma-
temaattista padteostaan La Géométrie syystd pidetdédn analyyttisen geometrian perustajana. Samasta kirjasta
on peréisin my06s tdmén kirjoituksen aihe, Descartesin merkkisdédnté. Suppea kysely osoitti, ettd t&méa sddnto ei
ole kovin monelle tuttu.

Descartesin merkkisaénto koskee yhté matematiikan keskeisimmista ongelmista, polynomiyhtélon ratkaisemista.
n:nnen asteen yhtélé voidaan aina kirjoittaa muotoon

Px)=2"+ap 12" '+ + a1z +ag=0. (1)

Jos n = 1 tai n = 2, yhtélon ratkaisu on hyvin tunnettu, ja jos n = 3 tai n = 4, ratkaisu voidaan, joskin
tyoladsti, aina l0ytad. Mutta yleisessé tapauksessa ei pelkéstadn yhtaloa katsomalla usein edes pysty sanomaan,
toteutuuko yhtalé millaén reaaliluvulla saati kertomaan, milld x:n arvoilla yhtéalo ehké toteutuu. Descartesin
sdanto ei sekddn kerro yhtéalon ratkaisuja edes likimadrin. Mutta se antaa hyvin yksinkertaisen keinon, jonka
avulla voi péaatelld jotain yhtédlon ratkaisuista.

Yhtélon (1) polynomin kertoimet muodostavat reaalilukujonon (1, a1, an_2, ..., ag). Jonon luvuista osa voi
olla nollia. Unohdetaan ne. Loput ovat joko positiivisia tai negatiivisia. Téten yht&loon liittyy yksikésitteinen
symbolien + ja — jono:

(+, 4, %, ..., 4). (2)

Descartesin merkkisaént6 sanoo, ettd yhtdldlld (1) on enintddn niin monta positiivista ratkaisua, kuin jonossa
(2) on merkin vaihtoja, siis (+, —) tai (—, 4+) -tyyppisid kohtia. Jos kaikki kertoimet aj ovat nollasta eroavia,
niin negatiivisia ratkaisuja on enintdén niin monta kuin jonossa (2) on peréakkaisid samoja merkkejé, siis tyyppid
(+, +) tai (—, —) olevia kohtia.
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Descartes antaa esimerkiksi yhtalon
a* —42® — 192° + 1062 — 120 = 0.

Sen merkkijono on (+, —, —, +, —). Merkinvaihtoja on kolme ja yksi merkin sdilyminen. Yht#lolla onkin kol-
me positiivista ratkaisua: 2, 3 ja 4, ja yksi negatiivinen ratkaisu, x = —5. Descartes muuten kutsui yhtalon
negatiivisia ratkaisuja vaériksi.

Jotkin s&dnnon erikoistapaukset ovat selvid. Jos kertoimet aj ovat positiivisia, ei yhtdan positiivista juurta
voi olla. Jos kertoimet a,_1, an,_2, ..., a1, ag ovat kaikki negatiivisia, merkinvaihtoja on 1. T&lloin myds
P(0) = ag < 0, mutta P(z) — oo, kun 2 — oo. Nollakohtia on oltava ainakin yksi. Mutta merkkisaannén
mukaan niitd ei voi olla my6ské&n enempéé. Siis niitéd on tasan yksi.

Yleisessé tapauksessa Descartesin sdanto tarvitsee perustelun. Sité ei kannata etsid Descartesin teoksesta, koska
tdma kertoo sdantonsé vain faktana, ilman todistusta. Mutta onneksi meilld on kiytossd keino, jota Descarte-
silla ei vield ollut: differentiaalilaskenta. Hyotya on myos polynomifunktioiden kuvaajia koskevasta intuitiosta.
Seuraavassa malliksi pari kuvaajaa:
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Nojaudumme Descartesin merkkisddnnén perustelussamme polynomin ja sen derivaatan nollakohtien vuoro-
vaikutukseen, joka ndkyy edellisissé kuvissakin. Oletamme seuraavassa, ettd f on polynomifunktio. f:n deri-
vaatta f’/ on myos polynomifunktio. Jos a ja b, a < b, ovat f:n kaksi perakkiista positiivista 0-kohtaa, siis
fla) = f(b) =0, mutta f(x) # 0, kun a < x < b, niin f saa valilli [a, b] joko positiivisen maksimiarvon jossain
pisteessd ¢ tai negatiivisen minimiarvon jossain pisteessid ¢. Kummassakin tapauksessa f’(c) = 0. Polynomin
kahden nollakohdan vilissd on siis ainakin yksi derivaatan nollakohta. Jos f:n kaikki positiiviset nollakohdat
ovat x1, xa, ..., Tm, niin f:lla on ainakin m — 1 nollakohtaa vileilla (21, z2), (22, ©3), .-, (Tm—1, Tm)-
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Enta vali [0, 21]? Jos f(0) > 0 ja f'(0) < 0, ei f":lla tarvitse olla yht&&n nollakohtaa vélilla [0, x;]. Téstd on
esimerkki polynomi P ylld. Mutta jos f(0) > 0 ja f/(0) > 0, f saa pienilld positiivisilla arvoilla suurempia
arvoja kuin f(0). Talloin f saa vilttAméttd myos positiivisen maksimiarvon valilla (0, z1). Silloin f’:lla on
nollakohta myos valilla (0, z1). Vastaavasti, jos f(0) < 0 ja f'(z) > 0, ei f":lla tarvitse olla nollakohtaa vélilla
(0, 21), mutta jos f(0) < 0 ja f/(0) < 0, téllainen nollakohta on olemassa. Esimerkkind polynomi @ ylla. Jos
f'(0) = 0, derivoidaan lisi#, kunnes tullaan nollasta eroavaan derivaatan arvoon f*)(0). Samat johtop#stokset,
jotka edells tehtiin f(0):n ja f’(0):n merkeistd voidaan nyt johtaa f(0)m ja f*)(0):n merkeisté.

Jos edellinen péaéttely luetaan toisin, se merkitsee, ettd polynomin derivaatan positiivisten nollakohtien luku-
méard antaa yldrajan itse polynomin positiivisten nollakohtien lukuméarélle. Ja tdméa yldraja riippuu siité,
ovatko f(0) ja f'(0) (tai f(0) ja pieninti kertalukua k oleva f(*)(0)) erimerkkisié vai ei. Jos f(0) ja f'(0) eiviit
ole erimerkkisié, jokaisen kahden nollakohdan ja 0:n ja pienimmé&n positiivisen nollakohdan vélissd on ainakin
yksi derivaatan nollakohta. Funktion positiivisten nollakohtien méaara ei siis voi ainakaan ylittda derivaatan
positiivisten nollakohtien méaarad. Mutta jos f(0) ja f/(0) ovat erimerkkiset, tiedetddn vain, ettd jokaisen kah-
den funktion positiivisen nollakohdan vélissd on derivaatan nollakohta, mutta téllaista ei valttdmatta ole O:n
ja funktion pienimmén positiivisen nollakohdan vélissd. Téassd tapauksessa funktiolla voi olla yksi positiivinen
nollakohta enemmén kuin derivaatalla.

Mutta miten tdma liittyy Descartesin merkkisdant6on eli polynomin P kertoimien merkeisté koostuvaan jonoon?
Lasketaan P:n ja sen derivaattojen arvot nollassa: ilmeisesti P(0) = ag, P'(0) = a1, P”(0) = 2as ja yleisesti

P®0) = k(k —1)(k—2)---2-1-a; = klag.

Erityisesti P(") (z) = P(™(0) = n! kaikilla . P:n kertoimien merkit ovat siis samat kuin P:n nollassa laskettujen
eri kertaluvun derivaattojen merkit. Mutta nyt voidaan soveltaa edellistd paattelyd. Olkoot mq, mo, ..., myg
ne indeksit m, joilla a,, # 0. Nyt siis n — 1 > my > mg > --- > my, > 0. Funktiolla P(") (z) el ole yhtaén
nollakohtaa. Ensinnikin P (0) > 0. Jos a,,, > 0 eli P(™1)(0) > 0, niin funktiolla P(™1) ei ole yhtiin
positiivista nollakohtaa, mutta jos am,, < 0 eli P(™1)(0) < 0, niin funktiolla P(™) voi olla yksi positiivinen
nollakohta. Samoin, jos @, ja an,, ovat samanmerkkiset, P("2):n positiivisten nollakohtien m#sira on enintéin
sama kuin P("1):n positiivisten nollakohtien méird, kun taas G, D ja Qm,m erimerkkisyys sallii P(m2)]]e
mahdollisesti yhden nollakohdan enemmén kuin mitd P(™1):114 on. Mutta ndmé havainnot on helppo muuttaa
induktiotodistukseksi sille, ettd merkinvaihtojen mééra jonossa (1, am,, Gmy, - - -5 Gm, ) antaa enimméaismadran
polynomin P positiivisten nollakohtien mééarille. Descartesin merkkisadnnon positiivisia nollakohtia koskevalle
osalle on saatu perustelu.

Negatiivisten juurien lukumédrdé koskevasta osuudesta selviimme helpommin. Polynomin P(z) negatiiviset
juuret ovat polynomin Q(x) = P(—z) positiivisia juuria. Siitd, miten etumerkki kiyttaytyy parillisessa ja pa-
rittomassa potenssissa seuraa, etté jos kaikki kertoimet ay ovat # 0, niin jokaisesta kahdesta perdkkaisestd P:n
samanmerkkisestd kertoimesta tulee kaksi perdkkaistd erimerkkistd (:n kerrointa ja jokaisesta perdkkiisesta eri-
merkkisestd P:n kertoimesta tulee kaksi peridkkéistd samanmerkkistd ():n kerrointa. Néin ollen ():n kertoimien
jonossa on merkinvaihto aina silloin, kun P:n kertoimien jonossa ei ole. Mutta tdmé& merkitsee, ettd Q:n positii-
visten nollakohtien lukumééré on enintdédn yhtd suuri kuin P:n kertoimien merkkijonossa olevien perdkkaisten
samojen merkkien parien lukumé&ard. Tadmé perustelee Descartesin merkkisd&nnon negatiivisia juuria koskevan
osan.

Muistutetaan vield, ettd merkkisdantd antaa juurten lukuméérélle vain yldrajan. Juuria voi olla vihemmén.
Merkkisaénto sallisi esimerkiksi polynomille

Pla)=a2°—2* +2% -2 +2 -1

viisi positiivista juurta, mutta koska P(x) = (z — 1)(2* + 22 + 1), tillaisia juuria ei ole kuin yksi.
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