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Frégier’n lause

Simo K. Kiveld

Kevaan 2001 ylioppilaskirjoitusten pitkdn matematiikan kokeessa oli seuraava tehtéva:

Suorakulmaisen kolmion kaikki kiirjet sijaitsevat paraabelilla y = 22; suoran kulman kirki on pa-

raabelin huipussa. Osoita, ettd jokaisen téllaisen kolmion hypotenuusa leikkaa paraabelin akselin
samassa pisteessd. Maaritd tama piste.

Kyseessd on yleisemminkin voimassa oleva tulos, jota kutsutaan Frégier’n lauseeksi. Suoran kulman kirjen ei
tarvitse olla paraabelin huipussa eikd kdyrankéén tarvitse olla paraabeli. Se voi olla mikd tahansa toisen asteen
kayra — ellipsi, paraabeli tai hyperbeli — ja suoran kulman kérki voi olla mika tahansa sen piste. Talldin kolmion
hypotenuusa kulkee aina saman pisteen kautta. Paraabelin akselia vastaa t&lloin sellainen kdyrén normaali, joka
kulkee suoran kulman kérkipisteen kautta. Yleinen Frégier'n lause kuuluu siten seuraavasti:

Olkoon P toisen asteen kdyralld sijaitseva piste ja olkoot PA ja PB kaksi tdmén pisteen kautta
kulkevaa toisiaan vastaan kohtisuoraa kiyrén jannettd. T&lloin on olemassa kiinted piste @), jonka
kautta suora AB kulkee riippumatta siité, missé asennossa janteet PA ja PB ovat. Piste @Q sijaitsee
pisteeseen P asetetulla kiyrian normaalilla.

Kuva tilanteesta ellipsitapauksessa on edempéné.

Frégier'n lauseen todistus voi perustua analyyttiseen geometriaan. Ylioppilastehtdvéssd tdméa on hyvinkin yk-
sinkertainen, mutta esimerkiksi ellipsitapauksessa laskuista tulee jonkin verran hankalia. Tdmé&n johdosta on
luontevaa kiyttaa hyviksi jotakin symbolisen laskennan ohjelmaa, jolloin ei tarvitse huolehtia monimutkaisista
sievennyksisté ja néissd herkésti syntyvistd virheistd. Ei symbolisten ohjelmienkaan kiytté ongelmatonta ole:
niilla on omat heikkoutensa, joita on opittava varomaan.

Seuraavassa esitetdén Frégier'n lauseen todistus ellipsitapauksessa Mathematica-nimistd symbolista ohjelmaa
kayttden, jolloin mekaaniset laskut voidaan antaa ohjelman tehtéviksi. Itse asiassa tdmaé kirjoitus on koko-
naisuudesaan laadittu Mathematican avulla; se nimittdin sisdltdd myos ainakin jonkintasoiset mahdollisuudet
tekstinkésittelyyn ja matemaattisten kaavojen kirjoittamiseen.
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Todistus

Tarkasteltavana oleva ellipsi voidaan sijoittaa origokeskiseksi, ilman ettd probeemaa mitenkddn rajoitetaan.
Muodostetaan siis aluksi origokeskisen ellipsin yht&l6 ja talletetaan tdmé nimelle ellipsi:

ellipsi= x"2/a*2 + y*2/b"*2 ==1
X2 y2
2z tpr ot

Lauseessa esiintyvé piste P valitaan ellipsin kehélta. Jokainen kehépiste voidaan esittda muodossa (a cost, bsint).
Té&ssé ¢ on ns. parametri, joka voi saada arvot valiltd 0 < t < 27; télléin jokainen kehépiste tulee huomioiduksi.
Annetaan pisteen koordinaateille lyhyemmét nimet x0 ja yO, jolloin niihin on helpompi myShemmin viitata.

{x0, y0} = {aCos[t], bSin[t]}

{aCos[t], bSin[t]}

Pisteen koordinaatit voidaan sijoittaa ellipsin yhtaloon, jolloin se todellakin toteutuu:

ellipsi /. {x->x0, y->y0} // Simplify

True

Tamén pisteen kautta asetetaan kaksi toisiaan vastaan kohtisuoraa suoraa. Annetaan néiden yhtalot vektori-
muodossa, jolloin niitd on nadpparaa kisitelld. Vektorit esitetddin Mathematicassa kahden alkion listoina, esi-
merkiksi 27 + 37 muodossa {2,3}. Koska suorat ovat kohtisuoria, tulee niiden suuntavektoreiden skalaaritulon
olla = 0. Jos suuntavektorit kirjoitetaan muotoon {p,q} ja {-q,p} tdmé ehto tayttyy, mutta muulla tavoin ei
suorien suuntia ole rajoitettu. Vektoriesityksessa tarvittava parametri olkoon wu:

suoral = {x, y} == {x0, y0} +u {p, g}
{(x, vy} == {pu+aCos[t], gu+bsSin[t]}
suora2 = {x, y} == {x0, y0} + u{-q, p}

{x, v} == {-gu+aCosft], pu+bSin[t]}

Etsitddn erikseen kummankin suoran ja ellipsin leikkauspisteet. Naitd on kummassakin tapauksessa kaksi ja
niistd toinen on luonnollisesti ellipsilla oleva piste P eli {x0,y0}, jonka kautta suorat asetettiin. Ratkaisujen
sieventdminen edellyttdd useampaa sievennyskaskya peridkkéin aseteltuina:
//FullSimplify//PowerExpand//FullSimplify :

ratkl = Solve[{ellipsi, suoral}, {x, y, u}] // FullSimplify //
PowerExpand // FullSimplify

{{u%— 2ab (bpCos[t] +agsSin[t])
b? p? + a2 2
a ((-b>p?+a®g®) Cos[t] -2abpqgsSin[t])

4

x= bZ p? + aZ g2 ’
b(-2abpgCos[t] + (bp-aq) (bp+aq) Sin[t])
y= 2 2 2 o2 }’
b2 p? +as g

{u->0, x>acCos[t], yebSin[t]}}
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ratk2 = Solve[{ellipsi, suora2}, {x, y, u}] // FullSimplify//
PowerExpand // FullSimplify

2ab (bgCos[t] —apsSin[t])

{{u—)O, x >aCos[t], y>bSin[t]}, {u—>

aZ p2 + b? 2 ’
a((ap-bqg) (ap+bqg) Cos[t] +2abpgSin[t])
x = 252 2 2 ’
a‘ p? +b? g
L b (2abpgCos[t] + (-a?2 p? +b? g?) Sin[t]) H
y aZ p? + b? g2

Edellisessa tapauksessa edellinen ratkaisu antaa etsityn pisteen. Jalkimmaisesséd tapauksessa tdmé on jalkim-
méinen. Talletetaan saatujen toisten leikkauspisteiden A ja B koordinaatit omille nimilleen:

{x1, y1} = {x, y} /. First[ratkl]

{a ((-b?p?+a%®g?) Cos[t] -2abpgsSin[t])
b2 p? + aZ 2

r

b(-2abpgCos[t]+(bp-aq) (bp+aq) Sin[t])
b2 p? +aZ 2 }

{x2, y2} = {x, y} /. Last[ratk2]

’

{a ((ap-bqg) (ap+bqg) Cos[t]+2abpgSin([t])
aZp? +b?2 2

b (2abpgCos[t] + (-a? p? +b? g) Sin[t]) }
2’ p? 02 O

Saatujen pisteiden kautta kulkeva suora on kolmion hypotenuusan méardaméa suora. Muodostetaan sille tavan-
omainen z- ja y-koordinaatit sitova yhtalo:

hypo=y - yl== (y2-yl)/ (x2-x1) (x - x1)

b (-2abpgCos[t] + (bp-aq) (bp+agqg) Sin[t])
y b2 p? +al g2 ==
(( a((—b2p2+a2q2)Cos[t}—2abpqsin[t]))
% -
b2 p? + a2 2

(7b (-2abpgCos[t] + (bp-aq) (bp+agq) Sin[t])
b2 p? +aZ g2

b (2abpgCos[t] + (-a%?p? +b? g%) Sin[t]) ))/
aZ p? + b2 2
(_a ((-b?2p?+a?qg?) Cos[t] ~2abpgsSin(t])
b2 p? + a2 2
a((ap-bqg) (ap+bqg) Cos[t]+2abpgsSin[t]) )
aZp? + b2 g2

Lukija saattaa ihmetelld, miksi toisinaan suoralle kiytetdan vektorimuotoista, toisinaan xy-muotoista yhtaloa.
Molemmat ovat periaatteessa yhta hyvia. Edelld olevat valinnat on tehty tavoitteena mahdollisimman yksinker-
taiset ja toisaalta symbolisen ohjelman kiyttomahdollisuuksia mahdollisimman hyvin valaisevat laskut.
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On ehké aika piirtéd tilanteesta kuvio. Tatéa varten on aluksi ladattava Mathematican lisdpaketti:

Needs["Graphics ‘ImplicitPlot ‘"]

Piirtamisté varten muodostetaan suorille PA ja PB xy-muotoiset yhtdlot eliminoimalla vektoriesityksestéa pa-
rametri:

suoralxy = Eliminate[suoral, u]
py+aqgCos[t] —bpSin[t] ==gx
suora2xy = Eliminate[suora2, u]

-gy+apCos[t] +bgSin[t] ==p:

Kuvio piirretdéan seuraavilla lukuarvoilla:

lukuarvot = {a->3, b-> 2, t-> 1.2, p->2, q->3}
{a->3,b>2,t->1.2, p>2, g- 3}

Léahtokohtana oleva piste P on talldin

{x0, y0} /. lukuarvot

{1.08707, 1.86408}

Taman jélkeen voidaan piirtaé itse kuva:

kuval = ImplicitPlot]
Evaluate[{ellipsi, suoralxy, suora2xy, hypo} /. lukuarvot],
{xl _51 5]’! {YI _51 5}]

Frégier'n lause vaittaé, ettd hypotenuusasuora kulkee aina saman pisteen kautta riippumatta kohtisuorien suo-
rien asennosta. Miten tdmé piste voidaan 16ytaa?
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Yhtend mahdollisuutena on toistaa edellé oleva lasku siten, ettd suorien PA ja PB suunnat ovat erilaiset (mutta
edelleen toisiaan vastaan kohtisuorat), jolloin saadaan jokin toinen hypotenuusasuora. Kahden hypotenuusasuo-
ran leikkauspisteestd saadaan ainakin sopiva ehdokas etsityksi pisteeksi.

Uudet suuntavektorit olkoot {r,s} ja {-s,r}. Uusi hypotenuusasuora saadaan hyvin yksinkertaisesti: korvataan
alemmassa hypotenuusasuorassa vanhat suuntavektorin komponentit uusilla:

hypo2 = hypo /. {p->r, q->s}

b(-2abrsCos[t]+ (br-as) (br+as) Sin[t])
b? r? + a? s?
((x— a ((-b?>r?+a?s?)Cos[t] -2abrssin[t]) )
b2 r2 + a? g2
(7b (-2abrsCos[t]+ (br-as) (br+as) Sin[t])
b2 r2 + a2 g2
b (2abrsCos[t] + (-a%? r> +b? s?) Sin[t]) ))/
a? r? +b? s?
(_a ((-b? r? +a%s?) Cos[t] -2abrssSin[t])
b? r2 +a? s?
a((ar-bs) (ar+bs)Cos[t]+2abrsSin[t])
a? r2 + b2 g2 )

Tamén jilkeen voidaan ratkaista hypotenuusasuorien leikkauspiste ja sievennetéén se:

ratk = Solve[{hypo, hypo2}, {x, y}]

piste = {x, y} /. ratk[[1]] // Simplify

{a(az—bZ)Cos[t} b (-a® +b?) Sin[t] }
a? +b? ! a? + b2

Sieventdmittomini tulos on monimutkainen!, mutta se sievenee yllittien sangen yksinkertaiseen muotoon.

Lopputulos nayttaa lisdksi olevan riippumaton suuntavektoreiden komponenteista p, q, r ja s. Mutta tamaéa
merkitsee, ettd Frégier'n lause on tullut todistetuksi: On 16ytynyt kahdella hypotenuusasuoralla sijait-
seva piste, joka ei riipu ldhtokohtana olleista suuntavektoreista; se siis sijaitsee hypotenuusasuoralla valittiinpa
suuntavektorit miten tahansa!

Ratkaisu ei luonnollisestikaan mene edelld esitetylla tavalla, jos p = r jaq = s. Taté ei laskussa ole mitenkdan
suljettu pois. Mathematica kuitenkin késittelee téllaisessa tilanteessa ns. geneeristé tapausta, ts. tapausta, missé
mitddn rajoittavia erikoisehtoja ei vallitse. Itse asiassa oletetaan siisp = r, q "= s.

Lukija miettik66n, mistéd seuraa, ettd 10ydetty piste on pisteen P kautta kulkevalla ellipsin normaalilla. Solmun
verkkoversiossa oleva animaatio antanee ainakin viitteita.

Esimerkkitapauksessa hypotenuusasuorien leikkauspiste on

numpiste = piste /. lukuarvot

{0.418105, -0.716953}

L Tamén voi todeta Solmun verkkoversiosta.
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Tilanteesta saadaan havainnollisempi kuva piirtdmélla kaksi keskendén kohtisuoraa suoraparia, néité vastaavat
hypotenuusasuorat ja hypotenuusasuorien leikkauspiste:

lukuarvot2= {a->3, b-> 2, t-> 1.2, p->3, q->1}
{fa-»3,b>2,t->1.2, p>3, g->1}

kuva2 = ImplicitPlot]
Evaluate[{ellipsi, suoralxy, suora2xy, hypo} /. lukuarvot2],
{x, -5, 5}, {y, -5, 5}, DisplayFunction - Identity];
Show[kuval, kuva2, Graphics[{PointSize[0.03], Point [numpiste]}]]

Solmun verkkoversiossa asiaa havainnollistetaan my0s animaatiolla.
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