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4 Antiikin Kreikan matematiikkaa

Matematiikan voidaan katsoa muodostuneen omaksi itsenéiseksi tieteekseen kreik-
kalaisen kulttuurin piirissd noin puoli vuosituhatta ennen ajanlaskumme alkua.
Kreikkalaisen matematiikan ajanjakso ulottuu noin vuoteen 400 jKr. asti. Se
voidaan karkeasti jakaa noin vuonna 300 eKr. paattyneeseen klassiseen kauteen
ja sitd seuranneeseen hellenistiseen kauteen. Kun puhutaan antiikin Kreikan ma-
tematiikasta, ei maantieteellisesti rajoituta nykyiseen tai silloiseen Kreikkaan,
vaan kysymys on paljon laajemmasta alueesta, joka kasitti myos Etela-Italian,
Sisilian, Vdhan-Aasian ja Egyptin. Kaikki huomattavat matemaatikot eivét ol-
leet kansallisuudeltaankaan kreikkalaisia.

Tiedot kreikkalaisen matematiikan varhaiskehityksestd perustuvat etupéaas-
sé lahes tuhat vuotta myShemmin kirjoittaneen Prokluksen (410[?]-485 jKr.)
historiaan. Myohempienkéaan kreikkalaisten matemaatikkojen alkuperiisia ka-
sikirjoituksia ei ole sdilynyt. Luultavasti monien tuntemiemme kreikkalaisten
suurenmoisten matemaattisten saavutusten lisdksi paljon hienoa matematiik-
kaa on aikojen saatossa tuhoutunutkin. Hyvin suuri osa varhempien vuosisa-
tojen kreikkalaisesta matematiikasta on koottu Fukleideen monumentaaliseen
teokseen Alkeet, joka on kirjoitettu noin 300 eKr.

Kreikan perustavaa laatua oleva merkitys matematiikan historialle nakyy
vaikkapa lukuisien matemaattisten termien kreikkalaisesta alkuperésta. Tallai-
sia ovat vaikkapa trigonometria, logaritmi, aritmetiikka, geometria, matematiik-
ka, teoreema, tetraedri, probleema, ellipsi, paraabeli, hyperbeli, aksiooma, ana-
lyysi ... Luetteloa voi jatkaa ldhes rajatta.

4.1 Kreikkalaisten laskento

Kauppaa kayvat kreikkalaiset kaupunkivaltiot tarvitsivat kaytannon aritmetiik-
kaa. Erotukseksi lukujen ominaisuuksia tutkivasta ” oikeasta” aritmetiikasta, ny-
kytermein siis lukuteoriasta, kaytannon laskemista kutsuttiin logistitkaksi.
Kreikkalaiset kayttivat lukujen merkinnassa kahta eri jarjestelmaa. Vanhem-
massa, attikalaisessa eli herodiaanisessa jarjestelmassa esitystapa oli samanlai-
nen kuin egyptildisilla tai roomalaisilla, ts. ykkoselld, kymmenella, sadalla, tu-
hannella ja kymmenelldtuhannella oli oma symbolinsa kullakin. (I =1, ' = 5,
ei iso gamma vaan vanha iso pi kuten pentagoni, A = 10, H = 100 — vrt.
hehtaari — X = 1000 — vrt. kilo — M = 10000). Mychemméssa, joonialaises-

sa jarjestelmassa kutakin luvuista 1, 2, ..., 9, 10, 20, ..., 90, 100, 200, ...,
900 vastasi aakkoston kirjain (1 = A, 2 = B, 3 = T jue., mychemmin 1 = «
jne.), lukuja 1000, ..., 9000 merkittiin vastaavilla ykkosten symboleilla, joita

edelsi pilkku, ja suurempia lukuja kiyttimilli kerrointa M = 10%. Jotta luvut
eivat sekoittuisi sanoihin, lukuja tarkoittavien kirjainten tai kirjainyhdistelmien
ylapuolelle vedettiin vaakasuora viiva. Tavallisten kreikan aakkosten lisdksi nu-
meromerkinnéissa kéytettiin muutamaa sittemmin aakkoskaytosta poistunutta
kirjainta. — Vaikka kreikan kirjaimisto on paljolti lainaa foinikialaisilta, keksinto
kayttaad kirjaimia numeroina on puhtaasti kreikkalainen.

4.2 Joonialaiset numerot

Joonialainen numeromerkinta sailyi tieteellisessa kaytossé lansimaissa vielad pit-
kaan keskiajan lopulle, kauan nykyisen intialais-arabialaisen lukumerkinnan kayt-
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toontulon jalkeenkin. — Joonialaiseen lukumerkintédan ei varsinaisesti kuulunut
murtolukuja; yksikkomurtoluvuista kaytettiin kuitenkin merkintaé, jossa nimit-
tajaa esittavaan symboliin liitettiin murtoluvun merkki, ja myohemmin tulivat
kéyttoon seksagesimaalimurtoluvut (minuutit ja sekunnit).

4.3 Thales — kreikkalaisen matematiikan alku

Perimétiedon mukaan ensimmainen nimeltd tunnettu kreikkalainen matemaa-
tikko (ja matemaatikko yleensikin) oli Vahan-Aasian Miletoksesta kotoisin ol-
lut kauppias Thales (624[?]-547[?] eKr.). Thaleen, joka oli yksi Kreikan perin-
teen seitsemésta viisaasta, kerrottiin saaneen oppinsa Egyptista. Hanen sano-
taan esitténeen tai todistaneen seuraavat viisi geometrian teoreemaa. — Sanan
teoreema, samoin kuin teorian ja teatterin pohjana on kreikan katsomista tar-
koittava verbi.

1. Tasakylkisen kolmion kantakulmat ovat yhta suuret.
2. Ristikulmat ovat yhta suuret.

3. Kaksi kolmiota, joilla on yhta suuret kaksi kulmaa ja niiden valinen sivu,
ovat yhtenevit.

4. Ympyran jokainen halkaisija jakaa ympyran kahteen yhta suureen osaan.

5. Puoliympyran kaaren sisdltaméa kulma on suora.

Naista erityisesti viimeinen kulkee edelleen nimella Thaleen lause.

On huomattava perustavanlaatuinen ero Thaleen ja babylonialaisen tai egyp-
tilaisen geometrian valilla: Thales muotoili yleispéatevia kuvioiden ominaisuuk-
sia koskevia lauseita, jalkimmaiset esittivat laskennollisia ratkaisuja tiettyihin
eksplisiittisesti muotoiltuihin probleemoihin. Epéselvempéaé on, mita tarkoittaa,
ettd Thales todisti ndma — ilmeisesti han esitti vaittdmien tueksi rationaalisia
perusteluja.

4.4 Pythagoras ja pythagoralainen matematiikka

Noin puoli vuosisataa Thalesta nuorempi on Samos-saarelta kotoisin oleva Pyt-
hagoras (572[7]-497 eKr.), niin ik&d&n puoleksi tarunomainen hahmo. Pythago-
raan Eteld-Italian Crotoneen perustamalla matemaattis-mystiselld koulukunnal-
la on ollut suuri merkitys matematiikan kehitykselle itsenéiseksi tieteenalaksi.
Sana ”matematiikka”, pafnua johdoksineen, lienee pythagoralaisten kayttoon
ottama, ja sen alkuperdinen merkitys on ’se, mika tulee tietdd’. Pythagoralais-
ten keskuudessa sanotaan tulleen kiytt6on opetussuunnitelman, jossa geomet-
rialla, aritmetitkalla, astronomialla ja musitkilla, myohemmin latinankielisella
nimelld quadrivium tunnetulla yhdistelmalld, oli keskeinen asema. (Huom. Tri-
viaali tulee seitseméan vapaan taiteen oppijakson alkuosan humanistisemmista
kolmesta aineesta, grammatiikasta, retoriikasta ja logiikasta, jotka muodostivat
triviumin.)

Pythagoralaisten veljeskunnan symboli oli viisikanta eli pentagrammi, sdan-
nollisen viisikulmion lavistajien muodostama viisisakarainen téhti, jonka keskus-
tan muodostaa sadnnéllinen viisikulmio. Symbolin ja kuvioon sisdltyvén mate-
matiikan yhteydestd janojen yhteismitattomuuden keksimiseen on spekuloitu.
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Pythagoralaiset eivat juuri jattdneet kirjallisia lahteitd — veljeskunta siirsi tie-
toa suullisesti ja pyrki salaamaan oppinsa ulkopuolisilta. Turvallisempaa kuin
liittaa asioita suoraan Pythagoraaseen itseensa on sanoa niiden liittyvan pytha-
goralaisiin.

Keskeista pythagoralaisten matematiikassa ja koko filosofiassa oli (luonnol-
linen) luku. Téssd mielessd Pythagoraan koulukuntaa voidaan pitdd babylo-
nialaisen aritmeettis-algebrallisen tradition jatkajana. Aritmetiikka erotettuna
logistiikasta on pythagoralaista lahtoa. Pythagoralaisilta periytyvét paitsi luku-
mystiikkaan liittyvat kasitteet myos useat yha kaytossa olevat lukujen luokit-
telut. Tallainen on mm. luokittelu parilliset ja parittomat luvut. Yhta ja toisi-
naan myos kahta ei pidetty samassa mielessa lukuina kuin nyt. Luokitusta tar-
kennettiin mm. jaolla pariton—pariton, pariton—parillinen, parillinen—parillinen.
Luokittelu alkuluku — yhdistetty luku on myos pythagoralainen. Alkulukuja kut-
suttiin lineaarisiksi luvuiksi, yhdistettyja lukuja tasoluvuiksi. Jako taydellisiksi,
vajatkst ja abundanteikst eli runsatkst luvuiksi on myos vanha, joskaan sita ei
pystyta suoraan kytkemé&an pythagoralaisiin. Luku on vajaa, jos sen tekijoiden
(1 mukana, luku itse ei) summa on pienempi kuin itse luku (1 4+ 2 +4 < 8),
téaydellinen, jos summa on sama kuin luku (1+ 2+ 3 = 6) ja runsas, jos summa
on suurempi kuin luku (1 +2+ 4+ 6 > 12). Antiikin aikana tunnettiin nelja
taydellista lukua: 6, 28, 496 ja 8128. Lisaksi tiedettiin, ettd jos 2P — 1 on alku-
luku, niin 2P~1(2P — 1) on téydellinen luku. — Euler todisti 1700-luvulla, etti
kaikki téydelliset luvut ovat tatd muotoa. Muotoa 2P — 1 olevat alkuluvut ovat
ns. Mersennen alkulukuja; usein uusien ja entistd tehokkaampien tietokoneiden
testiajoissa saavutetut ”suurin tunnettu alkuluku” -muotoiset ennétykset ovat
poikkeuksetta koskeneet Mersennen alkulukuja.

Téaydellisen luvun kasitteen sukulainen on ystdvallisten lukujen kasite: n ja
m ovat ystavallisid, jos n on m:n tekijéiden summa ja m n:n tekijéiden summa.
Pari m = 284, n = 220 on esimerkki téallaisista luvuista.

Tyypillinen pythagoralaisten tuote oli kuviolukujen teoria. Kuviolukuja ovat
kolmioluvut 1, 3, 5, ..., nelicluvut 1, 4, 9, ..., viisikulmioluvut 1, 5, 12, ...
ja pitkanomaiset luvut 2, 6, 12, 20, ... . Yleisesti 1. n-kulmioluku on 1, 2. on
n. Jos k:nnetta lukua m(n, k) edustaa n-kulmio ja siind olevat m(n, k) pis-
tetta, k + 1. saadaan jatkamalla kahta n-kulmion sivua %—osalla pituudestaan,
taydentamalld kuvio n-kulmioksi ja lisddmalla uusille sivuille pisteitd niin, etté
kuvion reunan joka sivulla on sama maéara pisteitd. Prosessissa lisatyt pisteet
muodostavat gnomonin, kuvion, joka edustaa kahden perakkaisen kuvioluvun
erotusta. Kuvioita, erityisesti gnomoneja tarkastelemalla nikee helposti monia
lukurelaatioita, mm.

14345+ +(2n—1)=n?
tai
2-(1424+3+---4+n)=n(n+1)

(kaksi n:ttd kolmiolukua muodostavat pitkdnomaisen luvun n(n 4 1)) tai ettd
nelicluku on kahden perakkaisen kolmioluvun summa.

Kasitteet aritmeettinen, geometrinen ja harmoninen keskiarvo ovat peréisin
pythagoralaisilta. N&ihin johduttiin ilmeisesti musiikkiin liittyvien numerosuh-
teiden tarkastelujen kautta, pythagoralaiset kun havaitsivat, etta jannitettyjen
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kielten &anenkorkeudet ja kielten pituudet olivat tekemisissé toistensa kanssa.
Sen, ettd b on a:n ja c:n aritmeettinen, geometrinen tai harmoninen keskiarvo
voi karakterisoida yhtaloilla

c—b a cfbib cfbi

c
b—a a b—a a b—a a

Oktaavin pédssi toisistaan olevia sévelid vastaavien kielenpituuksien harmo-
ninen keskiarvo antaa savelen, joka on kvinttid korkeampi kuin alkuperaisista
sévelistd matalampi. Sdvelharmonia teki lukukolmikon (6, 8, 12) sindnsd har-
moniseksi; seurauksena oli esim., ettd kuutio, jossa on 6 sivutahkoa, 8 kérkeé ja
12 sdrmaé, oli harmoninen kappale.

Pythagoralaiset méaarittelivat a:lle ja c:lle kaikkiaan 10 eri keskiarvoa varioi-
malla a:n, b:n ja c:n paikkoja yllaolevan kaltaisissa kaavoissa.

Geometriassa riidattomimmin pythagoralaisiin liitettdva teoreema on kol-
mion kulmien summaa koskeva lause.

Pythagoraan lauseen alkuperé kreikkalaisessa geometriassa on epéaselva. Olet-
tamusta, jonka mukaan lause tosiaan olisi peréisin itse Pythagoraalta, ei aina-
kaan voi helposti todistaa vaaraksi. Yksinkertainen ja mahdollisesti alkuperai-
nen lauseen todistus hyodyntad yhdenmuotoisia kolmioita, jotka synnyttaa hy-
potenuusaa vastaan piirretty korkeus: jos x ja y ovat kateettien a ja b projektiot
hypotenuusalla ¢, niin

Cc c

josta ¢? = a2+b%. Tama todistus perustuu kuitenkin suhdeoppiin, joka osoittau-
tui ongelmalliseksi. Eukleides todistaakin Pythagoraan lauseen alykkain apu-
piirroksen avulla, joka palauttaa kysymyksen tietoon, jonka mukaan samakan-
taisilla ja samakorkeuksisilla kolmioilla on sama ala. Pythagoraan on arveltu
péaatyneen lauseeseensa havaittuaan, ettd kolmio, jonka sivut ovat 5, 4 ja 3 on
suorakulmainen; todistus on voinut sitten perustua yhdenmuotoisiin suorakul-
maisiin kolmioihin tai nelion erilaisiin paloitteluihin neljaksi suorakulmaiseksi
kolmioksi ja nelioiksi.

4.5 Yhteismitattomuus

Pythagoralaisten kokonaislukuihin perustuva matematiikan jarjestelma johti ym-
maérrettavasti geometriassa yhteismitallisuuteen perustuvaan suhdeoppiin: geo-
metrisia suureita yritettiin verrata toisiinsa niiden mittalukujen kautta. Pytha-
goralaisten jarjestelmé koki melkoisen kriisin, kun (ilmeisesti viidennelld vuosi-
sadalla ennen ajanlaskumme alkua kuitenkin Pythagoraan elinaikaa my6hem-
min — vuosilukua 430 eKr. on esitetty) havaittiin, ettd monet yksinkertaiset
janaparit, kuten nelion sivu ja lavistajé tai jatkuvaan suhteeseen jaetun janan
osat, eivat voi olla yhteismitallisia.

Tunnettu jaollisuuteen perustuva episuora todistus luvun /2 irrationaali-
suudelle (Jos v/2 = % ja % on supistettu murtoluku, niin p? = 2¢2, joten p? ja
siis p on parillinen, jolloin p? ja siis 2¢2 on jaollinen 4:114, ja ¢? siis parillinen
eli ¢ parillinen, mik4 on ristiriidassa sen kanssa, ettd £ on supistettu.) on mah-
dollisesti ollut tuttu pythagoralaisille; ainakin Eukleides kayttaa sitd. Todistus
yhdistettyna Pythagoraan lauseeseen kertoo heti, ettd nelion sivu ja lavistaja
eivit voi olla saman janan monikertoja: ne eivat siis ole yhteismitallisia.
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Toinen arveltu tie yhteismitattomien janojen olemassaolon toteamiseen liit-
tyy viisikantakuvioon. Jos viisikulmion sivu on a ja lavistajéd d, on viisikantaan
liittyvia tasakylkisid kolmioita tarkastelemalla melko helppo johtua tulokseen,
jonka mukaan g = 2. Viisikulmion sivu on tdméan mukaan pitempi niisté osis-
ta, jotka saadaan, kun lavistdja jaetaan ns. jatkuvaan suhteeseen. Jatkuvaan
suhteeseen perustuvaa jakoa voi jatkaa: jos sivusta erotetaan lavistdjan jaon
pienempi osa d — a, jaljelle jadneen osan a — (d — a) = 2a — d suhde d — a:han on
sama kuin d — a:n suhde a:han jne. Jos nyt a ja d olisivat janan m monikertoja,
olisi sitd d — a, 2a — d jne., mutta jakoja toistettaessa jako-osat pienenevit, ja
lopulta alittavat m:n, ja tullaan taas ristiriitaan. — Edellisissa paattelyissa on
molemmissa esiintynyt epdsuora todistus. Se on yksi kreikkalaisen matematiikan
ominaispiirteita.

Yhteismitattomuuden havaitseminen ja téstd seuraava huomio, jonka mu-
kaan pelkilla lukusuhteilla ei voida ilmaista geometrisia relaatioita, johti mate-
matiikan painopisteen muuttumiseen geometrian suuntaan: aikaisemmin laske-
malla ratkaistut tehtavat oli voitava ratkaista synteettisen geometrian keinoin,
samaa ulottuvuutta olevien kuvioiden avulla. Huomattakoon, ettd kutsumme
vha 22:sta ja 22 x:n nelidksi ja kuutioksi.

Mm. toisen asteen yhtéaloita vastaavia tehtavia ei voinut ratkaista babylonia-
laisten tapaan laskualgoritmilla, vaan laskualgoritmia vastaavalla geometrisella
konstruktiolla. Téallainen on ns. pinta-alan sovittaminen. Tehtavassa konstruoi-
daan suorakaide, jonka kanta on annetun janan pituinen ja jonka ala ylittaa
tai alittaa annetun nelion alan neliélld, jonka sivu on suorakaiteen korkeus. Al-
gebrallisesti tehtdavi on ax £+ 22 = b?. Yksinkertainen geometrinen konstruktio
tehtavén ratkaisemiseksi: piirretdan AB = a. Olkoon C' AB:n keskipiste. Erote-
taan AB:m keskinormaalilta CO = b. Piirretaéin O-keskinen §-sateinen ympyra,
joka leikkaa puolisdteen C'B pisteessa D. Nyt DB = x, silla jos piirretaan nelio
DBEF, niin suorakaiteen ADF'G ala on

GV o) (56 w) -

Jos D on janalla CB, on siis ax = b? + 22, ja jos D on CB:n jatkeella, niin
b? = ax + 2%

Tieteen historiaa sysayksittain etenevana pitavat kutsuvat yhteismitatto-
muuden keksimistd matematiikan ensimmaiseksi suureksi kriisiksi.

4.6 Antiikin kolme suurta ongelmaa

Vanhin ilmeisesti jokseenkin alkuperéisen kaltaisena jalkimaailmalle sailynyt
kreikkalainen matemaattinen teksti on Khiokselta kotoisin olleen Hippokrateen
(joka on eri henkild kuin ld&ketieteen isand tunnettu Kosin Hippokrates) tasa-
kylkiseen suorakulmaiseen kolmioon liittyvien ympyrankaarikaksikulmioiden eli
Hippokrateen kuunsirppien pinta-alan méaritys (noin 430 eKr.).
Puoliympyrdiden, joiden halkaisijoina ovat (minké hyvénsi) suorakulmaisen
kolmion hypotenuusa c ja kateetit a ja b, alat ovat muotoa kc2, ka? ja kb2, missi
k on verrannollisuuskerroin (itse asiassa k = %w) Jos ison puoliympyran ulko-
puolelle jadvien pienempien puoliympyroiden osien ala on X, niin koko kuvion
ala voidaan lausua kahdella tavalla: X + kc? = ka® + kb* + 1ab. Pythagoraan
lauseesta seuraa heti, ettd X = %ab eli sama kuin suorakulmaisen kolmion ala.
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Hippokrateen sanotaan yrittdneen soveltaa samaa ideaa ympyran pinta-alan
maéarittamiseen seuraavasti: jos sddnnollisen kuusikulmion, jonka sivu on r ja ala
Y, ympari piirretddn ympyra ja kunkin kuusikulmion sivu halkaisijana piirre-
taan puoliympyrat, saadaan piparkakun muotoinen alue, jonka ala on toisaalta
Y + 6k (%)2, toisaalta kr? 4+ 6X, missd X on ison ympyrin ja pienemmén puo-
liympyran véliin jadvén alueen ala. Jos X tunnetaan, verrannollisuuskerroin k
eli ympyréan ala voidaan méaarittda. Ongelmaksi muodostuu se, ettd X ei ole
samoin helposti méaaritettdvissa kuin vastaavassa suorakulmaisen kolmion ta-
pauksessa. — Trigonometrisin tarkasteluin voidaan osoittaa, ettd ympyrankaksi-
kulmion neliointi onnistuu silloin ja vain silloin, kun kaksikulmiota rajoittavien
kaarien keskuskulmien suhde on jokin luvuista 2, 3, %, 5, % Ensimmainen, joka
tdméan todisti, oli Turun Akatemian matematiikan professori Martin Wallenius
(1731-73).

Ympyran pinta-alan maaritys eli ympyrdn nelidintiongelma on yksi antiikin
kolmesta suuresta matemaattisesta ongelmasta, joiden tutkimus alkaa viiden-
nelta vuosisadalta eKr. Muut kaksi ovat kulman kolmijako ja kuution kahdenta-
minen. Kaikissa tapauksissa ratkaisu pyrittiin saamaan puhtaasti geometrisin
konstruktiomenetelmin, harpilla ja viivoittimella eli ns. euklidisilla tyokaluilla.
Vasta viime vuosisadalla kyettiin lopullisesti osoittamaan, ettd mikéaén néista
konstruktioista ei onnistu. Ympyrén nelidinnin mahdottomuus palautuu siihen,
ettd 7w on transsendenttiluku (minka todisti saksalainen F. Lindeman (1852—
1939) v. 1882), ja kulman kolmijaon sekd kuution kahdentamisen mahdotto-
muus siithen, ettd harppi ja viivoitinkonstruktioin voidaan tuottaa vain pisteité,
joiden koordinaatit saadaan lahtopisteiden koordinaateista rationaalisin lasku-
toimituksin ja neli6juuren otoin, kun taas mainitut ongelmat johtavat yleensa
kolmannen asteen yhtaldihin, joille 1800-luvun alkupuolella kehittyneiden kei-
nojen mukaan tallainen ratkaisu ei yleensa ole mahdollinen. Tasmallisen todis-
tuksen kuution kahdennustehtédvén ja kulman kolmijaon ratkeamattomuudelle
harpilla ja viivoittimella antoi ranskalainen Pierre Wantzell (1814-48) vuonna
1837. — Kolmijako-ongelma kiehtoo silti edelleen, ja esim. yliopistojen matema-
tiikan laitoksiin saapuu yha ehdotuksia ongelman ratkaisemiseksi.

Antiikin kolme suurta ongelmaa ovat tyypillisid puhtaan matematiikan on-
gelmia: niilld ei oikeastaan ole mitddn tekemistd kdytannon tarpeiden kanssa.
Vaikka 2200 vuoden ty6 lopulta osoitti, etta kaikki kolme ongelmaa ovat alkupe-
raisessd mielessa ratkeamattomia, niin ratkaisuyritysten vaatimien lisdapuneu-
vojen kehittely on monissa yhteyksissé vienyt matematiikan kehitysta eteenpéin:
jo antiikissa esim. Menaikhmos (noin 350 eKr.) johtui kuutiota kahdentaessaan
kartioleikkauskdyriin ja Hippias (noin 425 eKr.) kulman kolmijako-ongelman
yvhteydessa eraiseen transsendenttikdyradn.

Hippiaan kéyran, trisectrizin eli quadratrizin, voi ajatella syntyvéan tasaisel-
la kulmanopeudella pyorivin ympyran sédteen ja tasaisella nopeudella liikkuvan,
suuntansa sailyttdvin janan leikkauspisteen urana. Ajatellaan, ettd ympyran
keskipiste on origo ja side kadntyy vastapaivaan niin, ettd sen toinen péatepis-
te lahtee pisteestd A = (1, 0) ja pdédtyy pisteeseen B = (0, 1). Saman ajan ku-
luessa z-akselin suuntainen jana puolestaan kohoaa niin, etta sen toinen paate-
piste siirtyy origosta O pisteeseen B. Jos siteen ja janan leikkauspisteen piirtad
trisectrix-kayran. Nykymerkinnéin kayran yhtaloksi saataisiin

_ Y
x =7

tan 5
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Jos trisectrix on kéytettavissé, kulman kolmijako (tai mihin tahansa suhtee-
seen jako) on yksinkertaista. Sijoitetaan kulma, jonka suuruus on « niin, etta sen
karki on origossa ja oikea kylki yhtyy z-akseliin. Jos vasemman kyljen ja qua-
dratrixin leikkauspiste on Py = (g, yo), niin suora y = %yo leikkaa trisectrixin
pisteessd P; niin, ettd ZAOP; = %a. Koska

lim Y 2

y—0 tan -5

b

trisectrix leikkaa z-akselin pisteessa, jonka etdisyys origosta on 1-sdteisen ym-
pyran kehén neljannes. Tété tietoa voi kayttda ympyran suuruisen nelion kon-
struoimiseen. — Viimeksi mainittua havaintoa ei tehnyt Hippias, vaan vasta myo-
hemmin Dinostratos, Menaikhmoksen veli.

Kolmijako-ongelmaan esitettiin myos mm. ns. neusis-ratkaisuja. Niissad py-
rittiin ”liv’uttamaan” maardmittainen jana asemaan, jota ei voi maarittaa har-
pilla ja viivoittimella. Arkhimedes esitti sauraavan yksinkertaisen kolmijakokon-
struktion: Olkoon annettu kulma AOB, AO = OB = r. Piirretddn O-keskinen
r-siteinen ympyra ja piirretddn A:n kautta suora, joka leikkaa ympyran myos
pisteessd D ja suoran BO pisteessa C; asetetaan suora vield niin, ettd CD = r
(tdmé on neusis). Tasakylkisistd kolmioista DCO ja DOA nidhdéaéan heti, etta
/AOB =3-ZACB.

Kuution kahdennusongelma tunnettiin antiikin aikana myos Deloksen ongel-
mana. Legendan mukaan Delos-saarta vaivanneen kulkutautiepidemian vuok-
si konsultoitu oraakkeli oli kehottanut kaksinkertaistamaan Apollon temppelin
kuutionmuotoisen alttarin. Epidemia ei ollut hellittanyt, vaikka tyomiehet olivat
rakentaneet alttarin, jonka mittasuhteet olivat alkuperaiseen verraten kaksinker-
taiset. Deloksen asukkaat kysyivat neuvoa Platonilta, jonka piirin matemaatikot
yrittivat ratkaista ongelmaa.

Nelitn kahdennustehtéivis: etsi x, jolle 22 = 2a?, voidaan ratkaista etsimélli
a:n ja 2a:n keskiverto:

2a T

r a
Hippokrates (joka eli paljon ennen Platonial) keksi, ettd kuution kahden-
nusongelma palautuu samalla tavoin kahden janan kahden keskiverron maarit-
tamiseen: jos

¢e_r_Y
¥y 2a’
niin
ad a z y 1

Bz y 2a 2
Menaikhmos puolestaan osoitti, ettd Hippokrateen versio ongelmasta palau-
tui paraabelin (nykyaikaisin merkinnéin esim. y = %1‘2) ja hyperbelin (nykyai-
kaisin merkinnéin xy = a) leikkauspisteen etsimiseen.

4.7 Zenonin paradoksit

Yhteismitattomuuden tavoin merkittédvaa osaa kreikkalaisen matematiikan ke-
hityksessé nayttelivit elealaisen Zenonin (n. 450 eKr.) liiketté, aikaa ja déretto-
myytta koskevat paradoksit dikotomia, Akhilleus ja kilpikonna, nuoli ja stadion.
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Jos on kuljettava O:sta 1:een, on ohitettava pisteet %, i, jne. ddrettoman mones-

sa pisteessa ei voi vierailla darellisessd ajassa, joten liike ei ole mahdollista. Jotta
Akhilleus tavoittaisi kilpikonnan, hénen on ensin paéstiava pisteeseen, jossa vé-
limatka on puolet alkuperaisesta, sitten pisteeseen, jossa se on neljasosa alkupe-
raisestd jne. Koska Akhilleuksen on ohitettava darettéméan monta pistettéd, han
ei ehdi koskaan tavoittaa kilpikonnaa. Lentdvé nuoli on jokaisena ajanhetken&
tietyssa paikassa. Se ei voi liikkua. Olkoon kolme rivia esineité:

A A A A
B B B B
c ¢ ¢ C

Jos A:t ovat paikallaan, B:t liikkkuvat oikealle niin, ettd lyhyimpand mah-
dollisena aikana B:t siirtyvat yhden pykalan A:ihin verrattuna ja C:t liikkuvat
samoin vasemmalle, niin lyhyimpana mahdollisena hetkenéd B:t ja C't siirtyvat-
kin toisiinsa ndhden kaksi pykélaa, joten on viela lyhempié hetkia.

Zenonin paradoksit osoittavat, ettd avaruuden kasittdminen diskreetiksi —
miké oli kokonaislukuihin perustuvan pythagoralaisen matematiikan mukainen
késitys — johtaa ongelmiin. Aristoteles (384-322 eKr.) torjui paradoksit tuo-
malla matematiikkaan luvun ja suureen eron. Suuretta voidaan jakaa rajatta.
Zenonin paradokseihin sisdltyvat ongelmat tulivat uudelleen merkityksellisiksi
nykyaikaisen matemaattisen analyysin myota.

4.8 Tyhjennysmenetelma ja suhdeoppi

Vaikka filosofi Platon (429-347 eKr.) ei itse ollut matemaatikko, hédnen Atee-
nassa toimineen filosofikoulunsa, Akademian, (jonka portilla kerrotaan olleen
tekstin ATEQMETRHTOY. MHAEIY EIXITSQ, "padsy kielletty geometriaan
perehtyméattomilta”) piirissé toimi useita huomattavia matemaatikkoja, mm. jo
mainittu Menaikhmos. Platon itse oli ollut kosketuksissa pythagoralaisiin Si-
siliassa. Platonin hahmotteleman ideaalivaltion filosofijohtajien tuli olla mate-
maattisesti koulutettuja. Platonin omat filosofiset kirjoitukset ovat ensimmaéisié,
joissa esiintyy matematiikan perusteita kasittelevia jaksoja. — Platonin Valtio-
teoksessa esitetadn, ettd sopivin valtion asukasmaéra on 5040, koska kyseinen
luku on lukujen 12, 21 ja 20 tulo, koska sen kahdestoista osa on jaollinen 12:lla
ja koska se on jaollinen kaikilla luvuilla 1:std 12:een (paitsi 11:114; kuitenkin 11
jakaa luvun 5038).

Huomattavin Platonin piirin matemaattinen edustaja on knidoslainen Eu-
doksos (408[?]-355 eKr.), joka saattoi yhteismitattomien suureiden suhdeopin
loogisesti pitdvalle perustalle seuraavalla méarittelylla: Jos A, B, C ja D ovat
samaa laatua olevia suureita (pituuksia, pinta-aloja jne.), niin yhtdsuuruus
A: B = C : D on voimassa silloin ja vain silloin, kun jokainen positiivisten
kokonaislukujen pari m, n toteuttaa tasan yhden seuraavista kolmesta relaa-
tiosta:

mA < nB ja mC < nD,
mA =nB ja mC =nD,
mA >nB ja mC > nD.

Tamén voi tulkita vaikkapa niin, ettd kaksi ”irrationaalista” suhdetta ovat
samat, jos jokainen rationaalilukujen suhde, joka on toista irrationaalisuhdetta
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pienempi, on toistakin pienempi, mutta eri suuret, jos on olemassa rationaa-
lilukusuhde, joka on toista irrationaalisuhdetta suurempi ja toista pienempi.
Eudoksoksen maéaritelma tulee hyvin ldhelle runsaat kaksituhatta vuotta myo-
hemmin (1800-luvun lopulla) esitettya reaaliluvun méérittelya rationaalilukujen
joukon ns. Dedekindin leikkauksena!

Toinen Eudoksoksen merkittava keksinto oli ns. ekshaustio- eli tyhjennys-
menetelmd pinta-alojen ja tilavuuksien maarittamiseksi tai yhtasuuruuden to-
distamiseksi. Tyhjennysmenetelmén ydin on seuraava raja-arvokasitteelle sukua
oleva havainto: Olkoon annettuna kaksi suuretta, A ja B. Jos A:sta viahenne-
taan suure, joka on suurempi kuin A/2, jaljelld olevasta osasta taas yli puolet
jne., tullaan aina lopulta tilanteeseen, jossa jaannos on pienempi kuin B. Tyh-
jennysmenetelman avulla voidaan muodostaa tésmallisia epasuoria todistuksia
kéyraviivaisia kuvioita koskeville lauseille ja méarittda pinta-aloja ja tilavuuk-
sia, tarvitsematta varsinaisesti menna raja-arvoihin tai vastaaviin aarettomiin
prosesseihin.

Esimerkiksi lause ”"ympyroiden alat suhtautuvat toisiinsa kuten séteiden
neliot” voidaan ekshaustiomenetelmélld todistaa epasuorasti vertaamalla ym-
pyroiden aloja sisddn piirrettyjen sddnnollisten monikulmioiden aloihin, joi-

2
den tiedetddn suhtautuvan kuten vastinjanojen neliot. Jos A; > (:—;) Ay ja

2
B = A — (:—;) Ay, saadaan jakoa tihentdmalld ri-sdteisen ympyrin sisdén
piirretyn monikulmion ja alan ja Aj:n erotus pienemmaéksi kuin B. Jos nimit-
tain k-kulmio vaihdetaan 2k-kulmioksi, ympyran ja monikulmion valinen ala
pienenee tasan puolella sellaisten suorakaiteiden alasta, joiden kannat ovat k-
kulmion sivuja ja korkeudet monikulmion ja ympyrén erotuksen muodostavien
ympyransegmenttien korkeuksia. Koska segmentin ala on pienempi kuin sitd ym-
paroivan suorakaiteen, tyhjennysehto tayttyy. Jos nyt Agk) ja Aék) ovat ympy-
roiden sisédn piirrettyjen sadnnollisten k-kulmioiden alat, niin jollain k:n arvolla

2
A — Agk) < B=A; — (T—1> Ay Téasté, monikulmioille tunnetusta tuloksesta

r2

2
Agk) = (%) As seké epayhtalosté Aék) < Ajg, johdutaan ristiriitaan

2 2 2
B:Al—(:—l) A2<A§’“>+A1—(:—1> A2—(:—1) AP = B.
2 2 2

Toinen vastaavanlainen ristiriita johdetaan oletuksesta A; < (r1/r2)?As.

2
Ainoaksi mahdollisuudeksi jaa siis ﬁ—; = :—; FEudoksoksen tyhjennysmenetel-
2

maépaattelyja voidaan pitda integraalilaskennan edelldkévijana. Tyhjennysme-
netelmalld suoritetut paattelyt ovat kuitenkin yleensa erittdin monimutkaisia.
Kahden suureen yhtdsuuruuden osoittaminen vaatii kaksi epésuoraa todistusta,
kummallekin mahdolliselle epayhtdlon suuruussuunnalle. — Eudoksos oli paitsi
matemaatikko my6s merkittava tahtitieteilija. Hanen hahmottelemansa maail-
manjarjestys perustui 27:aan sisakkaiseen eri tavoin pyorivdan palloon, joiden
yhteisvaikutuksena syntyvé taivaankappaleiden liike oli kohtuullisen hyvin so-
pusoinnussa havaintojen kanssa.



4 ANTIIKIN KREIKAN MATEMATIIKKAA 20

4.9 Eukleides ja Alkeet

Aleksanteri Suuren seuraaja Egyptissd, Ptolemaios I, perusti noin 300 eKr.
Aleksandriaan Museion-nimisen instituutin, ota voidaan pitdd maailman ensim-
maisend yliopistona. Museionin ensimmainen matematiikan edustaja oli Fuklei-
des (365[7]-300[?] eKr.). Eukleideen kuuluisin teos on Stoikheia, eli Alkeet, joka
tunnetaan yleisesti my0s latinankieliselld nimellddn FElementa. Alkeet on luul-
tavasti kaikkien aikojen menestyksellisin matemaattis-luonnontieteellinen teos.
Se levisi lukemattomina késikirjoituksina (joissa luonnollisesti oli virheitd ja pa-
rannuksia tai parannusyrityksid) ja kddnnoksiné; vuodesta 1482 alkaen on myos
painettuja versioita ainakin toista tuhatta. Kouluopetuksessa teos oli keskeisené
oppikirjana viime vuosisadalle asti useissa maissa, my0s Suomessa. — Samanlai-
sia yleisesityksid oli kylla kirjoitettu jo ennen Eukleidesta. Mm. Hippokrateen
tuotantoon tiedetdan kuuluneen Alkeet-teoksen, joka kuitenkaan ei ole sdilynyt.
Alkeet sisaltdaa 13 “kirjassa” ja 465 propositiossa koko Eukleidesta edelta-
van ajan matematiikan yleisesityksen. Suuri osa teoksen siséllostd on peraisin
Eukleideen edeltajilté. Paitsi alkeisgeometrian aksiomaattista kasittelyé teos si-
saltdd mm. Eudoksoksen suhdeopin ja ekshaustiomenetelmén, koko joukon al-
kuaan pythagoralaista lukuteoriaa, esim. FEukleideen algoritmin kahden luvun
suurimman yhteisen tekijan tai kahden suureen yhteisen mitan 16ytamiseksi.
Lukujen a ja b yhteiset tekijat ovat tekijoind jakoyhtéalon a = g1b 4+ 1 mukai-
sessa jakojaannoksessa rq, jakoyhtélon b = gor; + 7o jakojddnnoksessa ro jne.
Koska b > r; > rg > ..., jokin jakojadnnos on viimeinen positiivinen jako-
jadnnos. Siind ovat edelleen tekijoind a:n ja b:n yhteiset tekijit ja vain ne. Jos
a ja b ovat mielivaltaisia suureita, esim. janoja, Eukleideen algoritmi paattyy
adrellisen monen askeleen jalkeen, jos ja vain jos a ja b ovat yhteismitallisia.
Klassisen kaunis todistus alkulukujen méaéréan rajattomuudesta saattaa olla
FEukleideen oma oivallus. Mita hyvéansa aarellistda alkulukujen kokoelmaa
{p1, P2, - .., pr} kohden voidaan valita luku, jossa ne kaikki ovat tekijoiné, esim.
lukujen tulo p1ps - - - pi, ja lisata tata lukua yhdella. Luku p1ps - - - pr + 1 on joko
itse alkuluku tai silla on alkutekija, joka ei voi olla mikaan luvuista pq, po, ...

Pk-

Stoikheian kirjoista laajin on kirja X, joka sisdltia muotoa 1/+/a + Vb ole-

vien suureiden luokittelun. Viimeiset kirjat kisittelevat avaruusgeometriaa ja
huipentuvat todistukseen tésmélleen viiden sddnnoéllisen monitahokkaan (” Pla-
tonin kappaleen”) olemassaolosta ja ndiden kappaleiden tilavuuksien laskemi-
seen.

Stoikheian merkitys on paitsi siséllosséd myo0s esitystavassa. Teos alkaa jou-
kosta mddritelmid, aksioomia ja postulaatteja, jotka oletetaan annetuiksi. Ak-
sioomalla ymmaérrettiin yleispatevad, kaikkiin oppeihin sovellettavissa olevaa
totuutta (”kokonainen on osaansa suurempi”), postulaatilla puolestaan kési-
teltavalle opille erityisid perustotuuksia. Kaikki muut lauseet johdetaan suo-
raan tai valillisesti naista. Yleisend tiedonmuodostusmenetelména aksiomattis-
deduktiivinen metodi on ldhtdisin Aristoteleelta. MyShemmin on Eukleideen
paattelyista 1oydetty sielta taalta aukkoja ja virheitd, mutta itse aksiomaattis-
deduktiivinen metodi on tullut matematiikan vakiintuneeksi esitystavaksi. —
Eukleideen kolme ensimmaista postulaattia koskevat mahdollisuutta piirtaa suo-
ra kahden pisteen kautta, mahdollisuutta jatkaa suoraa rajatta kumpaankin
suuntaan ja mahdollisuutta piirtdé ympyra, jonka keskipiste ja sdde ovat anne-
tut. Postulaatit méaarittelevat ndmaéa konstruktiot yksikéasitteisiksi. Neljas pos-
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tulaatti sanoo kaikkien suorien kulmien olevan yhtenevia.
Eukleideen viides postulaatti on ns. paralleeliaksiooma, jonka itsestaansel-
vyys ei ole laheskaédn niin kiistaton kuin muiden postulaattien.

Jos suora leikkaa kaksi muuta suoraa niin, etta samalla puolella suo-
raa olevien kahden sisdkulman summa on pienempi kuin kaksi suoraa
kulmaa, niin mainitut kaksi suoraa leikkaavat toisensa silld puolen
ensimmaista suoraa, missd kulmien summa on vihemman kuin kaksi
suoraa kulmaa.

Monet matemaatikot yrittivat eri aikoina johtaa paralleelipostulaatin muista ak-
sioomista. Vasta 1800-luvulla ndma yritykset osoitettiin mahdottomiksi, samal-
la kun konstruoitiin ns. epdeuklidisia geometrioita, joissa paralleelipostulaatin
korvaa jokin muu suorien yhdensuuntaisuutta koskeva oletus.

4.10 Arkhimedes

Antiikin lahjakkaimpana matemaatikkona ja luonnontieteilijanéd pidetaan Ark-
himedesta (287[7)]-212 eKr.). Han toimi Syrakusassa, mutta oli ilmeisesti saa-
nut koulutuksensa Aleksandriassa. Useimmat Arkhimedeen teknista taitavuutta
koskevat kertomukset liittyvat Syrakusan piiritykseen ja valloitukseen Rooman
ja Karthagon vilisessi toisessa puunilaissodassa. Vaikka Arkhimedeen kuului-
suus liittyy ennen muuta hénen fysikaalis-teknisiin keksintoihinsé, tarina Arkhi-
medeen kuolemasta kertoo hinen askarrelleen matematiikan parissa silloinkin,
kun roomalainen sotilas hénet surmasi. Arkhimedeen véiitetyt viimeiset sanat
7ala sotke ympyroitani”, " noli turbare circulos meos” ovat jadneet lentévaksi
lauseeksi. Arkhimedes oli ensimmainen rationaalisia fysikaalisia periaatteita ke-
hitellyt ajattelija: hénen keksintéddn ovat vipulaki (”antakaa minulle kiinted
piste, niin vipuan maan paikoiltaan”) ja hydrostatiikan Arkhimedeen periaa-
te (kappaleeseen kohdistuva noste on yhté suuri kuin kappaleen syrjayttadman
nesteméérin paino). Tunnettu Arkhimedes-legenda kertoo Arkhimedeen heure-
ka-huudahduksesta hénen oivallettuaan nostelain.

Arkhimedeen monipuolisen matemaattisen tuotannon painopiste on aiheis-
sa, jotka nykyisin katsotaan integraalilaskennaksi: han todisti tasmallisesti, eks-
haustiomenetelméa kayttden, ettd ympyrén ala on puolet séteen ja kehan tu-
losta, laski paraabelin segmentin ja ellipsin alan, pallon alan ja tilavuuden, pyo6-
rahdyskappaleiden tilavuuksia, erilaisten kuvioiden ja kappaleiden painopisteité,
ympyran kehan pituuden likiarvoja kuten sdannollisen 96-kulmion ominaisuuk-
sista johdettavan

841 6673

L <m <32,
20171 46731

jonka Arkhimedes yksinkertaisti muotoon 3 % <m<3 %

Arkhimedeen sdilyneissé kirjoituksissa esiintyvéat todistukset perustuvat vai-
kean ekshaustiomenetelmén kayttoon. Vuonna 1906 16ydettiin kuitenkin Ark-
himedeen aleksandrialaiselle Eratostheneelle (n. 276 — n. 196 eKr.; tunnettu
mm. alkuluvut tuottavasta FEratostheneen seulasta ja maapallon mittasuhtei-
den rationaalisesta méaarittdmisestd) kirjoittama kirje, joka tunnetaan nimella
Metodi. Siina esitetaan oikotie: alue, jonka pinta-ala halutaan laskea, jaetaan
janoiksi, joita verrataan pinta-alaltaan tunnetun alueen janoihin asettamalla
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kyseiset osat ikédn kuin erivartisen vaa’an kuppeihin. Talld integraalilasken-
taa muistuttavalla menetelmélld Arkhimedes pystyi nopeasti laskemaan esim.
paraabelinkaaren rajoittamien alueiden aloja, mutta koska menetelmé oli loogi-
sesti epatyydyttava (darettéméan monen ddrettdmén pienen suureen summat!),
han varmensi tulokset ekshaustiomenetelméén perustuvin todistuksin.

Arkhimedeen punnitusideaa voi tarkastella esim. seuraavassa hiukan nyky-
aikaistetussa esimerkissa: halutaan laskea

0
/ 2% dx
-1

eli paraabelin y = z*, suoran z = —1 ja z-akselin rajoittama pinta-ala. Lei-
kataan timi ala infinitesimaalisiksi z2-korkuisiksi suikaleiksi, jotka vuorollaan
sijoitetaan pisteeseen —1. Jos vaa’an tasapainopiste on origo, téllainen suikale
tasapainottaa etdisyydelld x origosta olevan x-korkuisen infinitesimaalisen sui-
kaleen. Koko kysytty pinta-ala A tulee siten tasapainottamaan kolmion, jota
rajoittavat suorat y = x, x = 1 ja y = 0. Kolmion ala on %, ja sen painopis-
teen a-koordinaatti on 2. Tasapainoyhtéloksi painopisteiden suhteen saadaan
A~1:%~%,jostaA:§.

Paraabelin alan laskemista ekshaustiomenetelmalla voi edustaa seuraava ny-
kymerkinnoin esitetty Arkhimedeen paattely. Lasketaan suorien y =1 jaz =0
paraabelista y = 22 erottama ala S. Se voidaan tyhjentii kolmioilla Aj, jon-
ka kérjet ovat (0, 0), (1, 1) ja (0, 1), Ag, jonka kérjet ovat (0, 0), (1/2, 1/4)
a (1, 1), As; ja Asg, joiden kérjet ovat (0, 0), (1/4, 1/16) ja (1/2, 1/4) seké
(1/2, 1/4), (3/4, 9/16) ja (1, 1) jne. Kolmion A; ala on 3. Suora z = 1 jakaa
kolmion As kahdeksi kolmioksi, joilla on yhteinen kanta, jonka pituus on i ja
yhteineil korkeus % Kummankin kolmion ala on néin ollen 1—16, joten kolmion Aq
ala on %

2

5+ Samoin ndhdain, ettd kolmioiden Az; ja Ags yhteinen ala on 3—12 n:n
vaiheen jilkeen kolmioiden ala on 1 (14 %+ -+ ;%). Joka vaiheessa uudet
kolmiot peittavat yli puolet edellisten kolmioiden ja paraabelin valiin jadvésta
alueesta. Oletukset S < % ja s > % johtavat ristiriitaan. (Arkhimedeella oli kay-
tossdédn jo Eukleideen tuntema kaava péaéttyvin geometrisen sarjan summalle.)
Siis S = %

Arkhimedeen spiraali on transsendenttikéyri, jonka muodostaa tasaisella no-
peudella pyorivilla siteelld tasaisella nopeudella liikkuva piste. Arkhimedeen
spiraalin napakoordinaattimuotoinen yhtdlé on r = a¢. Arkhimedes méaaritti
seka spiraalin tangentin pituuden ettd spiraalin ja radiusvektoreiden rajoitta-
man alueen pinta-alan.

Arkhimedeelle itselleen oli erityisen laheinen pallon tilavuuden johto; hén toi-
voi hautakiveensé kuvion, joka esittaé palloa, kartiota ja liericté. Jos r-séteinen
pallo sijoitetaan r-siteisen ja 2r-korkeuksisen lierion sisdan ja samaan kuvioon
liitetdan kartio, jonka huippu on pallon keskipisteessa ja jonka pohja yhtyy lie-
rion pohjaan, niin etaisyydella x pallon keskipisteesta tehty lierion ja kartion ak-
selia vastaan kohtisuora tasoleikkaus erottaa lieriosta r-séteisen ympyréan, pal-
losta v/r2 — x2-siteisen ympyran ja kartiosta z-siteisen ympyran. Koska ympy-
ran ala on verrannollinen ympyrén sidteeseen, pallon ja kartion ympyraleikkaus-
ten yhteinen ala on mx? + 7(r? — 2%) = 2. Koska pallon ja kartion leikkaukset
nain tasapainottavat lierion leikkaukset, on puolipallon ja kartion yhteinen ti-
lavuus sama kuin lierion(puolikkaan). Téstd seuraa, etté pallon tilavuus on 2
lierion tilavuudesta (joka on pohjaympyréin ala kerrottuna korkeudella). Pallon
tilavuuden maéritys palautuu téten ympyran nelidintiongelmaan.
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Erds Arkhimedeen saavutuksia oli erittdin suurten lukujen merkitsemiseen
soveltuva lukujen merkintdtapa (jota Arkhimedes demonstroi mielikuvitukselli-
sella laskutehtévélla: laskemalla maailmankaikkeuden tayttamiseksi tarvittavien
hiekanjyviisten médrin — Arkhimedeen mukaan 10%3). Téssd yhteydessd Ark-
himedes johtui lahelle logaritmilaskennan perusperiaatetta, lukujen kertolaskua
vastaa eksponenttien yhteenlasku. Arkhimedes totesi, ettd luvut 1:std 108:aan eli
myriadi myriadiin asti ovat nimettavissa, Ne muodostavat ensimmaéisen luokan,
luvut 10%:sta 10'%:een muodostavat toisen luokan jne., kunnes P = 108:10° paat-
tad ensimmaéisen jakson. Toisen jakson suurin luku on P?; menetelméid jatke-
taan, kunnes tullaan Pinteen jaksoon, jonka suurin luku on P1%°. Arkhimedeen
jarjestelmé mahdollistaisi kaikkien kymmenjérjestelméssé enintddn 80000 bil-
joonalla numerolla kirjoitettavien lukujen nimedmisen. — Arkhimedeen nimissé
on myos ns. karjaongelma, hiukan epéaselvésti muotoiltu kokonaislukuyhtaloryh-
mi, joka tavallisen tulkinnan mukaan redusoituu yhtéléon x? — 4729494y2 = 1.
Yhtalon ratkaisut ovat niin suuria lukuja, ettd niiden kirjoittamiseen tarvittai-
siin satojatuhansia numeroita.

4.11 Apollonios ja kartioleikkaukset

Menaikhmoksen aloittaman kartioleikkauskayrien teorian tutkimuksen vei pi-
simmélle pergalainen, Aleksandriassa opiskellut Apollonios (260[7]-170 eKr.),
jonka kahdeksanosainen kartioleikkausten teorian yleisesitys Conica siséltad ai-
heesta olennaisesti samat tiedot kuin vakiintunut analyyttisen geometrian op-
pimaara nykyisin: kartioleikkausten halkaisijat, tangentit, normaalit, leikkaami-
nen, asymptootit. Esitys on kuitenkin puhtaasti synteettisen geometrian mukai-
nen, koordinaatteja tai muita laskennallisia apuneuvoja Apollonios ei sallinut
tai tuntenut. Tutut nimitykset ellipsi, paraabeli ja hyperbeli ovat periisin Apol-
loniokselta; ne voidaan nykyaikaisia merkint6ja kayttden ymmartas vertaamalla
paraabelin (”asettaa rinnalle”) yht&loa

y? =pa

ellipsin (”ja4 vajaaksi”) ja hyperbelin ("ylittyy”) yhtaloihin
2 L)
= po + 222,
y =prEoe

Alkuaan kartioleikkaukset ajateltiin aina syntyviksi suorista ympyrakartiois-
ta sivuviivoja vastaan kohtisuorilla tasoilla tehdyissa leikkauksissa. Ellipsi, pa-
raabeli ja hyperbeli olivat siten terava-, suora- ja tylppakulmaisen kartion leik-
kauksia. Apollonios kaytti yleistd kartiota ja leikkaustasoa.

Olkoon A ympyrapohjaisen kartion kérki ja BC pohjaympyrdn halkaisija.
Leikataan kartio tasolla 7, joka ei ole pohjatason suuntainen ja joka leikkaa suo-
ran BC pisteessd T, joka ei ole janalla BC, seki suorat AB ja AC pisteissa @
ja R. Olkoon P mielivaltainen tason 7 ja kartiopinnan leikkauskayran piste ja
leikatkoon P:n kautta piirretty Q R:44 vastaan kohtisuora suora QQR:n pisteessé
H ja kartiopinnan vield pisteessd P’. Asetetaan nyt suoran PP’ kautta poh-
jaympyran suntainen taso, joka leikkaa kartiopinnan pitkin ympyréda ja suorat
AB ja AC pisteissé D ja E. Yhdenmuotoisista kolmioista saadaan heti

HD BT HE CT
HQ ~TQ HR RIT’
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Kayttamalla hyvaksi tietoa pisteen H potenssista ympyran DPEP’ suhteen
saadaan
BT-HQ CT-HR

PH?=HD-HE =
TQ RT

=k-HQ-HR.

Jos Sijoitettaisiin origo pisteeseen @ ja z-akseli suoralle QR ja merkittaisiin
QR = a, HQ = x, HP = y, nihtiisiin, ettd Apollonioksen johtama relaatio
olisi 4> = kx(a — ) eli k (a: - %)2 +? = ’“%2. Aivan sama paattely antaa
kartion ja AC:n suuntaisen suoran leikkauskuvion pisteille paraabelin yht&lon
ja AD:n mutta ei puolisuoraa AC' leikkaavan tason ja kartion leikkauskayrélle
hyperbelin yhtalon. Jos kartio otetaan kaksivaippaisena, saadaan leikkausku-
viosta hyperbelin molemmat haarat. — Hiukan yllattavaa on, ettd Apollonios ei
lainkaan viittaa kartioleikkausten yksinkertaiseen maarittelyyn johtosuoran ja
polttopisteen avulla.

Kartioleikkausten teorian kehittyminen ldhes 2000 vuotta ennen kuin nii-
den fysikaalinen merkitys tuli ilmi Keplerin planeettateorian ja Newtonin me-
kaniikan myota on yksi vastaesimerkki teoreettisen, ”puhtaan” matematiikan

hyodyllisyytta epaileville.

4.12 Diofantos

Kreikkalaisen antiikin merkittavin aritmeettis-algebrallisen perinteen edustaja
oli aleksandrialainen Diofantos (250 jKr.?). Hanen péiteoksensa Arithmetika
sisdltaa suuren ja monipuolisen joukon yhden tai useamman tuntemattoman
ensimmaisen ja toisen asteen yhtéloiksi tunnistettavia probleemoja, joihin etsi-
taan kokonaislukuratkaisuja; néita yhtaloita kutsutaan nykyaénkin Diofantok-
sen yhtaldiksi.

Diofantoksen ratkaisut perustuvat yleensd kekselidisiin oivalluksiin eivétka
ne muodosta yhtenéistéd teoriaa. Diofantos on ensimmaéinen kirjoittaja, jonka
teksteissa esiintyy algebrallisen symbolismin alkeita. Diofantoksen symboliik-
ka soveltui polynomilausekkeiden kirjoittamiseen. Han kaytti tuntemattomalle
lyhennysmerkintaé, jonka tarkka muoto on kopioinneissa hamartynyt, mutta
jonka on arveltu syntyneen sanan aptfpoo ensimmaisista kirjaimista ap. Mer-
kintd muistuttaa kirjainta (. Tuntemattoman toista potenssia Diofantos mer-
kitsi AT ja sen kolmatta potenssia K¥. Neljis, viides ja kuudes potenssi olivat

ATA, AKY ja KYK. Vakiotermin merkki oli M. Symbolia seurasi tuntematto-
man kertoimen numeroarvo (joonialaisin numeroin), ja yhteenlasku osoitettiin
kirjoittamalla termit perédtysten. Matemaattisista operaattoreista vain vahen-
nyslaskun operaattorille oli Diofantoksen jéarjestelmésséd oma merkkinsd. Se oli

A\, joka edelsi vihennettivid termeji. Merkintd K ¥ Ce NAYy 1{)/[ 1 tarkoittaisi
polynomia 223 + 5x — 322 — 44.

Suurin osa Diofantoksen Arithmetikan ongelmista koskee yhden tai useam-
man tuntemattoman polynomiyhtilditd, kuten y? = Axz? + Bz + C tai y? =
Ax3+Bx?+Cx+D. Yhtilot ovat joko determinoituja tai ei. Kertoimet on yleen-
sa valittu niin, ettd sopivien sijoitusten jalkeen jaljelle jaa lineaarinen yhtalo.
Esimerkiksi yhtilo y? = Ax? + Bz + C voidaan ratkaista, jos A = a? tai C' = c2.
Edellisessi tapauksessa sijoitus y = az-+m johtaa yht#looén 2ama+m? = Bx+C,
jalkimmaéisessd tapauksessa sijoitus y = ma+c yhtdloon m2z2+2ma = Ax?+Bx
eli (m? — A)x = B — 2m. Pythagoraan lukuihin johtavan tehtivin 22 + y? = a2
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Diofantos ratkaisi sijoituksella y = mxz —a. Diofantos hyvéksyi vain rationaaliset
juuret ja aina vain yhden juuren.
Tarinan mukaan Diofantoksen i&n voi laskea seuraavien tietojen perusteella:

Diofantos eli %:n elaméstdaan lapsena, %:n nuorukaisena ja sitten
viela %:n poikamiehend. Viisi vuotta sen jélkeen, kun Diofantos oli
nemmyt naimisiin, han sai pojan, joka kuoli nelja vuotta isdansa

ennen ja saavutti puolet isdnsé ikdvuosista.

4.13 Antiikin trigonometria

Nykyisin trigonometriaksi kutsuttavan opin ensi vaiheet sattuvat hellenistiselle
kaudelle. Téhtitieteilijit Hipparkhos (180[?]-125 eKr.) ja Klaudios Ptolemaios
(85[?]-165 jKr.), nerokkaan joskin virheellisen maakeskisen maailmanjarjestyk-
sen esittaja, laativat taulukoita eri keskuskulmia vastaavien janteiden pituuk-
sista, siis trigonometrian taulukoiden edeltéjia. Ptolemaioksen Syntaxis Mathe-
matica- ja Almagest-nimilld tunnettuun péateokseen siséltyy trigonometristen
taulukoiden laatimisperusteiden kuvaus. Ptolemaios laski taulukkoarvot ”help-
pojen” kulmien perusteella kayttden apuna lauseita, joka mahdollistivat puolta
kulmaa ja kahden kulman summaa vastaavien janteiden laskemisen. Tallainen
on Ptolemaioksen lause, jonka mukaan jannenelikulmion ABCD janoille pétee
AB-CD + BC - AD = AC - BD. Lause on helppo todistaa valitsemalla AC:n
piste E, jolle ZABE = /DBC; silloin kolmiot ABE ja DBC sekd ABD ja
ECB ovat keskenéén yhdenmuotoisia. Yhdenmuotoisuuksista seuraa ﬁ—g = [B)—g
ja % = g—g ja edelleen AB-DC + AD-BC =BD -(AE+ EC)=BD - AC.
Tarkastelemalla jannenelikulmioita, joiden yksi sivu on ympyréan halkaisija, saa-
daan helposti lausekkeet kahden kulman summaa ja erotusta vastaavan janteen
pituudelle samoin kuin puolta kulmaa vastaavan janteen pituudelle. 60°:een ja
36°:een kulmia vastaavat janteet voidaan laskea geometrisesti, ja erotusten seka
puolitusten kautta saadaan 24°:een, 12°:een, 6°:een, 3°:een, 90":n ja 45":n kul-
mia vastaavat janteet. Yksinkertainen approksimointi, joka perustuu siihen, etté
pienid kulmia vastaavat janteet suhtautuvat suunnilleen kuten kulmat, johtaa
sitten 1°:een kulman jénteeseen ja puolitus 30":n kulman janteeseen. Kulmien
yhteenlaskukaavan avulla saadaan kaikki muut janteen puolen asteen vélein.

Téahtitieteen tarpeita palveli myos pallotrigonometria, jonka systemaattisen
esityksen kirjoitti Menelaos (noin 100 jKr.). Kreikkalaisten trigonometria ei tun-
tenut meidén ”trigonometrisia funktioitamme”; kolmioiden ja pallokolmioiden
ratkaisut esitettiin puhtaasti geometrian keinoin. Menelaoksen aikalainen Heron
(noin 75 jKr.) kirjoitti kuvioiden pinta-aloista ja tilavuuksista. Kolmion alan S
sivujen ja piirin puolikkaan p avulla ilmaisevan Heronin kaavan

S=+vplp—a)p—b)(p—rc)

sisalto lienee ollut tuttu jo Arkhimedeelle.




