Harjoituksia 14—16-vuotiaille oppilaille

(© KoMalL, 1999 by Janos Bolyai Mathematical Society

1 Aluksi

Néamaé tehtévét on poimittu vuonna 1999 julkaistusta kirjasta Century of Komal

1994-1997. Lis&a tietoa unkarilaisesta matematiikanopetuksesta l6ytyy mm. in-

ternetisté osoitteesta http://komal.elte.hul

2 Tehtavit ja ratkaisut

Tehtdva 1. Bob suunnitteli labyrintin ruutupaperille. Labyrintin seinét seura-
sivat ruutujen sivuja. Bob aloitti piirtdmalld ensin suuren nelion ja sitten sen
siséén viéliseinid. Véliseinien piirtdmiseen Bob kaytti yhteensd 400 seindn pa-
lasta.

Kun Bob oli valmis, héan huomasi, ettd hdnen labyrintissaan oli misté tahansa
ruudusta toiseen tésmélleen yksi sellainen reitti, joka ei palaa samaan ruutuun.

Mik& oli suuren nelién sivujen pituus?

Ratkaisu 1. Olkoon Bobin ensin piirtdmé suuri nelié kooltaan n x n, ja aja-
tellaan siinéd kaikkien vierekkéisten ruutujen keskipisteet yhdistetyiksi viivoilla.
Silloin joka rivilld on n — 1 vaakasuoraa yhdysviivaa ja néin ollen n:lla rivilla
on yhteensd n(n — 1) vaakasuoraa yhdysviivaa. Pystysuoria viivoja on samaten
n(n — 1) kappaletta ja téten saamme yhteensd 2n(n — 1) kappaletta viivoja,
jotka yhdistavit kaikkien n?:m ruudun keskipisteits.

Kun Bob piirtdé yhden osan véliseinédé, hénen téaytyy leikata matkalla ta-

san yksi yhdysviiva; vaakasuora, kun hédnen seinénsé kulkee pystysuunnassa, ja
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pystysuora muutoin. Poistetaan nyt ne yhdysviivat, jotka Bob joutuu leikkaa-
maan piirtdessidn seinié. Silloin labyrintissé tulee olemaan tasan 2n(n—1)—400
yvhdysviivaa jéljelld; ndmé seuraavat labyrintin polkuja.

Muodostetaan nyt uusi verkko (graafi), missé labyrintin ruutujen keskipis-
teet ovat kirkind ja jiljelle jaineet yhdysviivat sdrmind. Téssd verkossa on n?
kérked ja 2n(n — 1) — 400 sdrméé. Tieddmme, ettd verkko on yhtendinen (eli
voimme saavuttaa jokaisen kérjen mistéd tahansa kirjestd), koska labyrintti kul-
kee jokaisen ruudun kautta. Lisiiksi tieddmme, ettd verkko on silmukaton (eli
se el sisdlld umpinaisia polkuja), koska labyrintissé on vain yksi tie kulkea ruu-

dusta toiseen. Téten voimme péételld, ettd verkko on puu ja etté siinéd on siten

tasan yksi kérki enemmén kuin siinéd on sdrmié. Téstd saamme yhtalon
n?=2n(n—1)—400+1 eli  n®—2n—399 =0,

jolla on kaksi juurta: —19 ja 21. Koska sivun pituus ei voi olla negatiivinen,
saadaan suuren nelién sivun pituudeksi 21 pituusyksikkoa.

VASTAUS: 21 pituusyksikkoa.

Tehtava 2. Matemaatikkojen julisteet oli kiinnitetty pydreisiin mainospylvéisiin,
joiden halkaisija oli 1,5 metrid. Julisteiden kiinnittdjit huomasivat, ettd luki-
jat seisoivat kolmen metrin pééssa pylvaian keskipisteestd. He halusivat asettaa
julisteet siten, ettd mistd tahansa suunnasta olisi ainakin yksi niistd kokonaan

nédkyvissd. Kuinka leveité tulisi julisteiden talloin enintédén olla?

Ratkaisu 2. Jokainen kolmen metrin pi#ssd mainospylvaan keskuksesta seisova
nikee sen osuuden pylvadsté, joka on esitettynd vasemmalla kuvassa 1. Koko
pylvdan asemasta on siten riittdvés tarkastella kuvan leikkausympyraé.
Kuvaan 1 merkityssid pisteessd M seisova ihminen ndkee ympyrinkaaren
E1 FEs. Merkitddn nyt tdmén ympyrdkaaren pituutta s:114 ja kulmaa E;OFEs
2¢:114. Talloin vasemmanpuoleisesta kolmiosta 1 OM saadaan cos ¢ = % = i

ja edelleen p ~ 75.52°.

Ympyrikaaren s pituus saadaan nyt laskettua seuraavasti.
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Kuva 1: Kuva tehtavain 2.

2. 75,52°

~ 0.75- 27 -
s~ 0.75- 27 360°

~ 1,977 metrié.

Jos nyt merkitsemme julisteen leveytté d:114, niin téytyy olla d < 5, koska jos

d> 2

5, niin silloin olisi mahdollista, ettd kaksi julistetta koskettaisivat toisiaan

s:n pituisen ympyrakaaren keskelld, ja talloin kumpikaan julisteista ei nédkyisi
kokonaan pisteeseen M. (Katso kuva 1.)

Koska etsimme suurinta mahdollista leveytté, voimme olettaa, ettéd julisteet
peittavat pylvadan kokonaan; télloin pylvadan ympérysmitta on jokin kokonais-
luku n kertaa julisteen leveys. Jos meilld on siis n julistetta, niin on oltava
voimassa, etti @ < 5. Tésté epdyhtilostd saadaan ratkaisuksi n > 4, 767.

Pienin julisteiden mé&éra, jolla julisteet nidkyvat kaikkiin suuntiin, on siis 5.

Ja yhden julisteen leveys on télloin

0,75 27

3 ~ 0,942 metrié.

VASTAUS: Julisteiden pitéd olla leveydeltdan noin 0,94 metriéd; téalloin niita

mahtuu yhteen pylvéadseen viisi kappaletta.

Tehtévi 3. Yhdysvalloissa yliopistojen vélinen lentopallomestaruus ratkaistaan
seuraavasti. Joukkueet jaetaan ensin lohkoihin, joissa on viisi tai kuusi jouk-

kuetta. Lohkoittain joukkueet pelaavat ns. round robin -jarjestelmén mukaan,
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jossa jokainen joukkue pelaa ainakin kerran jokaista muuta joukkuetta vastaan.
Joukkueet, jotka havidviat enintédén kerran padsevat jatkoon lohkostaan. Kuinka

monta joukkuetta voi enintdén paisti jatkoon yhdestd alkulohkosta?

Ratkaisu 3. Voimme ldhestyé kysymysté yleisemmin. Ajatellaan, ettd yksi loh-
ko koostuu k:sta joukkueesta ja ettéd joukkueet, joilla on enintddn m tappiota,
lunastavat paikan jatkossa. Ja kysymys on edelleen sama: kuinka monta jouk-
kuetta voi selvitéd jatkoon yhdestd lohkosta?

Jos m > k — 1, niin selvésti jokainen joukkue pédsee jatkoon. Oletetaan nyt,
ettdi m < k — 2 ja siis k > 3.

Merkitéén jatkoon péédsevien joukkueiden lukuméadraé ¢:114, ja tutkitaan en-
sin niitd otteluita, jotka ndmé joukkueet pelaavat kesken&dn. Niitd on @
kappaletta, koska jokainen joukkue pelaa (¢ — 1):n joukkueen kanssa, eli yh-
teensd t(t — 1) ottelua, kun jokainen lasketaan kahdesti. Joka ottelussa on
myos héavidjajoukkue; téiten jatkoon pédsseet t joukkuetta kérsivit yhteensé

t(t

vahintdan T_l) tappiota. Mitdéan néista jatkoon menevista joukkueista ei voi-

tettu enempéd kuin m kertaa, joten saadaan epéyhtilo

t(t—1)
2

<tm.

Tamé epayhtilo toteutuu, kun ¢t = 0. Jos oletetaan, ettd ¢ £ 0, niin epayhtilo

voidaan sieventdi muotoon
t<2m+1.

Koska nyt ¢ = 0 toteuttaa my6s tdmén epdyhtilon, saamme tulokseksi, etté
jatkoon menevien joukkueiden lukumé&éiréd on enintédén 2m + 1.

Seuraavaksi kisittelemme samaan tapaan niita otteluita, jotka pelattiin pu-
donneiden joukkueiden kesken. Jokainen néistd on hdvinnyt enintédén ¢:lle jat-
koon selviytyneelle joukkueelle, ja koska jokainen kérsi véhintddn m + 1 tap-
piota kaiken kaikkiaan, seuraa tésté, ettd jokaisen pudonneen joukkueen voitti
vahintddn m + 1 — t muuta pudonnutta joukkuetta. Téstd taas seuraa, ettéd
pudonneet joukkueet hévisivéit yhteensd vihintddn (k — t)(m + 1 — ¢) ottelua

keskinéisissé otteluissaan. Tama luku ei voi kuitenkaan olla suurempi kuin kaik-
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kien pudonneiden joukkueiden keskenédén pelaamien otteluiden lukuméaré, eli
epayhtaloné

(k—t)(k—t—1)
2

>(k—t)(m—t+1).
Jos k #t (eli k > t, koska k >t aina), tdméi epdyhtilo sievenee muotoon
k—t—1>2m—2t+2,
josta edelleen saadaan
t>2m—k+ 3.

Tama epéayhtalo toteutuu myos, kun k = ¢, koska k — 2 > m.

Yhteenvetona saadaan siis, ettd mahdolliset ¢:n arvot ovat valilla
2m —k+3<t<2m+ 1.

Nyt meidén on vield naytettdvi, ettd jokaista mahdollista ¢:n arvoa kohti voi-
daan 16yt44 sellainen turnaus, jossa tasan ¢ joukkuetta péésee jatkoon. Valitaan
ensin t jatkoon pédsevid joukkuetta; muut k — ¢t joukkuetta putoavat siis jat-
kosta. Valitsemme néiden kahden ryhmén vélilld pelattujen otteluiden tulokset
niin, ettéd jatkoon menevét joukkueet voittavat ne kaikki.

Tutkitaan sitten niitd otteluita, jotka pelataan jatkoon menevien joukkuei-
den vililla. Oletetaan ensin, ettid t = 2m + 1. Ajatellaan joukkueet sijoitetuiksi
ympyran kehélle jossakin jarjestyksessd. Sovitaan, ettd jokainen joukkue voit-
taa ne m joukkuetta, jotka ovat sen oikealla puolella, ja vastaavasti tietenkin
hévidd vasemmalla puolellaan oleville m:lle joukkueelle. T&lld tavalla kaikkien
otteluiden tulos on valittu ja ndmé t joukkuetta todella péadsevit jatkoon.

Tapauksessa t < 2m + 1 voidaan toimia seuraavasti: Siirretdéan tilapéisesti
putoavia joukkueita jatkoon pédsevien seuraan kunnes lukuméérd on 2m + 1,
ja valitaan tulokset yll& esitetylld tavalla. Lopuksi palautetaan mukaan otetut
putoavat joukkueet taas omaan ryhméénsid ja muutetaan niiden mahdolliset
voitot jatkoon valituista joukkueista tappioiksi. Talloin yksikédédn ¢:std alunperin
jatkoon tarkoitetusta joukkueesta ei hédvid useammin kuin m kertaa ja todella

pédsee siis jatkoon.
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Seuraavaksi tarkastellaan putoaviksi jétettyjen joukkueiden pelaamia otte-
luita. Olkoon télld kertaa aluksi ¢t = 2m—k+3. T4ll6in on siis k— (2m—k+3) =
2k — 2m — 3 putoavaa joukkuetta. Edella esitettyyn tapaan voimme jérjestés
my6s namé joukkueet ympyréin kehille ja valita tulokset niin, ettd jokainen pu-
toava joukkue havidd k — m — 2 kertaa muille jatkosta putoaville joukkueille
(ja samoin voittaa k — m — 2 niistd). Liséksi niiden pitdd havitd myos jatkoon
pédseville joukkueille; ne kirsivit siten yhteensd (k—m—2)+(2m—k+3) = m+1
tappiota ja siksi siis putoavat.

Suuremmilla ¢:n arvoilla putoavia joukkueita tulee olemaan vihemmién. Lai-
naamalla joukkueita jatkoon péédsevien joukosta voimme kasvattaa ryhmén lu-
kuméérin tilapéisesti arvoon 2k — 2m — 3 ja sopia tulokset samalla tavoin kuin
edelld. Tamén jalkeen palautetaan jatkoon pédseville joukkueille jo aikaisemmin
valitut tulokset seké keskinéisiin ettd putoavien kanssa kdytaviin otteluihin. Sil-
loin putoaviksi tarkoitetut k& — t joukkuetta haviavit edelleen vahintdan m + 1
kertaa ja aiemmin mééritellyt jatkoon menevien tulokset eivéit ole muuttuneet.

Lahempi tarkastelu osoittaa, ettd pieni korjaus on paikallaan. On néet mah-
dollista, ettd 2m 41 > k tai 2m — k+ 3 < 0, jolloin ¢ ei voi saavuttaa vastaavia

arvoja. Téten enintéddn seuraavat epayhtalot patevat
max(0, (2m — k4 3)) <t < min(k, (2m + 1)).

Mutta nyt joudumme ongelmiin pééttelymme kanssa: Jos 2m + 1 > k, ei meilld
ole tarpeeksi joukkueita ¢:n nostamiseksi edes tilapéisesti arvoon 2m + 1 kuten
ylla tehtiin. Vastaavasti, jos 2m — k + 3 < 0, niin k£ < 2k — 2m — 3 ja siksi
putoavien joukkueiden mééri ei saavuta haluttua arvoa 2k — 2m — 3. Namé
ongelmat kuitenkin poistuvat kun kiytdmme seuraavaa menettelyé.

Jos tarvitsemme tilapéisesti useampia joukkueita kuin mitd todellisuudessa
on, niin voimme kiyttda lisdksi kuvitteellisia "haamujoukkueita”. Asetetaan
télloin ensin tulokset samalla tavoin kuin edelld on tehty ja jatetdédn sitten
kokonaan ”haamujoukkueet” seké niiden pelaamat ottelut pois. Tdmé menettely
ei suurenna jatkoon meneviksi valittujen ¢:n joukkueen tappioiden lukuméasraa
eikd se kasvata myOskain putoavien joukkueiden voittojen lukuméardas. Toisin

sanoen, valitsemamme t joukkuetta kérsivit edelleen enintddn m tappiota, ja
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muut k — ¢ joukkuetta voittavat enintdin k —m — 2 = (k— 1) — (m + 1)
ottelua. Tdmén johdosta annetut ¢ joukkuetta padsevit jatkoon, kun taas muut
joukkueet putoavat.

Téten saimme tuloksen jokaisella epayhtaloiden sallimalla ¢:n arvolla, ja néin
ongelmamme myos ratkeaa. Annetuilla arvoilla k =5 m=1jak =6, m=1

jatkoon menevien joukkueiden lukumééra ¢ toteuttaa epayhtalot
max(0,2—-54+3)=0<¢<3 ja max(0,2—-6+4+3)=0<t<3,

mistd saamme, ettd ¢ on 0, 1, 2 tai 3.
Vastaus: Ei yhtddn, yksi, kaksi tai kolme joukkuetta voi pédstd jatkoon

yvhdesté lohkosta.

Tehtiva 4. Vertaile lukuja 200! ja 1002°° kayttdméatts taskulaskinta tai loga-

ritmitauluja.

Ratkaisu 4. Kirjoitetaan annetut luvut tuloiksi
200! = (200 - 199) - 198! ja 100%°° = 100% - 100*7.

Aritmeettisen ja geometrisen keskiarvon vélisesti epéiyhtéiléstéﬂ seuraa, etté

2+3+---+198  200-197

197 = o7.2 OV

198! = "V/2-3--.197- 198 <

eli 198! < 10097, Lisiksi suluissa oleva tulo toteuttaa ehdon
(200- 199) = 39800 < 1000000 = 100°.

Téten kertomalla kaksi epdyhtilod (molempien kaikki tekijét positiivisia) kes-

ken&aén saamme
200! < 100297,

VASTAUS: 200! < 100290,

Ratkaisu 4, yleinen tapaus. Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Vertaillaan

lukuja (2n)! ja n", joissa kummassakin on 2n tekijai. T#llsin huomaamme

1 Aritmeettinen keskiarvo > geometrinen keskiarvo.
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heti, ettd (2n)! > n?", kun n = 1 tai n = 2. Oletetaan siis jatkossa, ettd n > 3.
Tutkitaan nyt osaméaraé % kirjoittamalla se tuloksi, jonka tekijéinéd on 2n—1

murtolukua

2n — 2 2n—1 2n

(3)- () () ).

Selvisti (n—1) ensimméistd murtolukua ovat ykkésti suurempia, n:s murtoluku

= on tasan yksi ja muut murtoluvut ovat pienempié kuin yksi. Muodostetaan

sitten murtolukupareja seuraavasti

n n n n n n

=1 ) Gl NGy

(&) ja(

: )

n—1
ja jétetddn murtoluku 7* ilman paria. Soveltamalla nyt geometrisen ja aritmeet-
tisen keskiarvon viilistd epayhtélod (ks. alaviite edelld) lukuihin & ja (2n — k),
missd 2 < k < n — 1, saamme

k+2n—-k

kE(2n —k) < ( 5

7 =2,

n n

josta seuraa 7 - 5= > 1. Kaikissa muissa paitsi ensimmaéisessé parissa on te-

kijoiden tulo siis suurempi kuin yksi. Tutkitaan seuraavaksi, milld n:n arvoil-
la ensimméinen tulo olisi suurempi kuin 1. Kun n > 3, voimme muodostaa

perédkkéin seuraavat yhtéapitavat epayhtalot:

n® > 2n(2n — 1)
n? > 4n — 2
n’®—dn+4>2
(n—2)2>2
n—2> V2
n>V2+2~3,41.
Téten siis jokaisen parin tulo on suurempi kuin yksi, kun n > 4, ja silloin

n?" > (2n)! Tapauksessa n = 3, huomaamme, etté 3¢ = 729 > 720 = 6! Tiiten,

jokaisella kokonaisluvulla n > 3 (ja siis erityisesti, kun n = 100) pétee, ettd

n*" > (2n)!
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O

Tehtiava 5. On helppoa peittdd taso samankokoisilla sdannollisilla kuusikul-
mioilla. Mutta onko mahdollista peittia tasoa kahdenlaisilla sdannollisilla kuusi-
kulmioilla, jotka ovat eri kokoisia ja joita molempia pitdd kayttdia ainakin ker-

ran?

Ratkaisu 5. Néaytdmme, ettei laatoitus onnistu. Oletetaan, ettd olisimme on-
nistuneet laatoittamaan tason siten, ettd kummankinlaisia kuusikulmioita on
kéytetty ainakin kerran. T&lloin siis jossain on oltava kaksi eri kokoista kuusi-

kulmiota, jotka koskettavat toisiaan pitkin joitakin sivujaan. Yhteisen sivujanan

Kuva 2: Kuva tehtavain 5.

padtepisteet eiviat voi olla kummankin kuusikulmion kérkiné, silld silloinhan
ne olisivat samankokoiset. Ainakin toisessa pienemmén kuusikulmion kirjessé
jad siten 60° kulma kuusikulmioiden ulkopuolelle (ks. kuva 2). Jonkin toisen
kuusikulmion pitédé silloin peittdd syntynyt 60° kulma meneméttd kumman-
kaan tarkastellun kuusikulmion pé#élle. Tdmé& on kuitenkin mahdotonta, silld

sdannollisen kuusikulmion kaikki kulmat ovat 120°. O

Tehtdva 6. Kahdella terdviakulmaisella, tasakylkiselld kolmiolla on yhté pitkét
kyljet. My6s kolmioiden siséén piirrettyjen ympyroiden séteet ovat yhtd pitkét.

Ovatko kolmiot valttamétta yhtenevit?

Ratkaisu 6. Osoitetaan, ettd on olemassa kaksi erilaista tasakylkisté kolmiota,
joilla on yhté pitkéat kyljet ja joiden sisdén piirrettyjen ympyroiden séteet ovat
samat.

Olkoon F tasakylkisen kolmion ABC kannan BC' keskipiste. (Katso kuva 3.)

Olkoon kolmion siséén piirretyn ympyran side r ja edelleen L FAB=AFAC =
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Kuva 3: Kuva tehtévain 6.

«. Kolmio on terdvikulmainen, jos ja vain jos o < 45°. Ongelmamme on
yhtépitdva kysymyksen "Maaraako lukujen AB ja r suhde yksikésitteisesti kul-
man «?” kanssa.

Ilmaistaan aluksi suhde ATB luvun « avulla. Kolmio ABF on suorakulmai-
nen; titen AF = AB -cosa ja BF = AB - sina. Jos merkitsemme kolmion
ABC alaa T:ll4, niin T = AB? - cosa - sina. Voimme ilmaista kyseisen alan
myo0s sisdéin piirretyn ympyréin avulla seuraavasti

T:r-w:r(AB+BF):r-AB(1+sina).

Naistd kahdesta yhtélosta seuraa

AB 1+sina
e (1)

r cosa-sina’

Niytdmme nyt, ettd on olemassa kaksi eri kulmaa 0 < o < 45°, joilla yhtélon (1)

1+sin o
cos a-sin a

lausekkeet saavat saman arvon. Ta4mé pétee, jos ja vain jos funktio o —
ei ole aidosti monotoninen vililld (0°,45°).f] Neljin merkitsevin numeron tark-
kuudella saamme nyt, etté

1 + sin 36°

cos 36° - sin 36° 3,339,
1 + sin 38° .
cos38° - sin38° 3,330 ja

1 in 40°
+sind0” g ga6

cos 40° - sin 40°
2Funktio on selvisti jatkuva kyseiselld valilli; sen nimitt4ja # 0 koko vililla.
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Téten funktio ei ole monotoninen. (TAmé& voitaisiin ndyttdd myods ilman
likiarvotarkasteluja derivaatan avulla.) Siis, jos esimerkiksi ATB = 3,335, niin
on mahdollista 16ytd4 ainakin kaksi ehdon (1) tdyttdvid eri ain arvoa; toinen
vililtd [36°, 38°] ja toinen vililtd [38°,40°].

Olemme siis néyttéaneet, ettd kaksi tasakylkistd kolmiota eivét ole valttdméatta
yhtenevit, vaikka niiden kyljet olisivatkin yhta pitkét ja niiden sisdén piirretyt

ympyrat samankokoiset. [

Tehtédvad 7. Rengasmaisen kilparadan pituus on yksi kilometri. Kaksi moot-
toripyoriilijaa ajaa rataa vastakkaisiin suuntiin. Molemmat moottoripyoréilijat
ldhtevit pisteestd A. Toinen ajaa koko ajan vakionopeudella, toinen taas kiih-
dyttda tasaisesti. Moottoripyoréilijéat kohtaavat ensimmaisen kerran pisteessid B
ja sitten uudelleen ldhtopisteessid A. Kuinka pitkdn matkan oli vakionopeudella

ajanut moottoripyorailiji ehtinyt ajaa saapuessaan pisteeseen B?

Ratkaisu 7. Olkoon ensimmaéisen ajajan nopeus v (km/h) ja olkoon toisen aja-
jan kiihtyvyys a (km/h?). Koska molemmat kulkevat saman yhden kilometrin
matkan saman ajan t kuluessa, seuraa tésti, ettd at?/2 = vt = leli t = % ja
a=2 =22

Merkitdan T:114 sitd aikaa, joka ajajilta kuluu, kun he ajavat pisteestd A

pisteeseen B. Tieddmme, ettd molempien moottoripyorien téné aikana yhteensa

kulkema matka on yksi kilometri ja néin ollen
G +vT =1
2
Sijoittamalla nyt a = 2v? tihin yhtéloon saadaan
v*T? + 0T —1=0.

Nyt muuttuja vT ilmaisee kilometreind sen matkan, jonka ensimmé&inen aja-
ja kulkee ennen kuin hén kohtaa toisen ajajan pisteessid B. Kyseessd on toi-
sen asteen yhtéaléo muuttujan v7T suhteen ja, kun vain positiivinen ratkaisu on
mahdollinen, saamme ensimmaéisen ajajan kulkemaksi matkaksi 1dhtopisteesté

pisteeseen B

_-1+45

T
v 2

~ 0,618 km.
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VASTAUS: Vakionopeudella ajanut moottoripyorailijé oli ajanut moottoripyorien

kohdatessa noin 0,62 kilometria.

Tehtava 8. Etsi ne positiiviset kokonaisluvut a, b, ¢, jotka toteuttavat yht&lon

1 1 1
1+-)1+)(14+-)=2.
(14 )1+ )1+ )
Ratkaisu 8. Koska yhtdlo on symmetrinen lukujen a, b ja ¢ suhteen, voimme
olettaa, ettd a < b < c¢. Permutoimalla téllaisia ratkaisuja, saamme lopulta
kaikki alkuperéiisen yhtalon ratkaisut.

Tarkastellaan ensin pienintd lukua a. Jos @ = 1, niin

(1+ %)(1+ %)(1 + %) _o+ %)(1 + %) )

miké ei ole mahdollista, ja on siis oltava a > 2. Toisaalta, jos a > 4, niin

(+ )1+ A+ ) < 1+ D0+ P+ ) = (P =22

<2
a b 4

)

eiké ratkaisua 16ydy télloinkdan. Taten ainoat mahdolliset a:n arvot ovat a = 2
tai a = 3.

Tapauksessa a = 2 saadaan

11,1
(1+ 5)(1 + g)(l + E) =2,
(1+0+2) =3,

3(b+1)(c+ 1) = 4be,

3b+ 3¢+ 3 = be,
b:3c+3:3(c—3)+12:3+ 12 .
c—3 c—3 c—3

Koska b on kokonaisluku ja ¢ > 2, niin nimitt&jin ¢—3 mahdolliset arvot ovat
ne luvun 12 tekijét, jotka eivit ole pienempié kuin —1, eli luvut —1, 2, 3,4,6, 12,
ja vastaavat parit (b,c) ovat (=9,2), (15,4), (9,5), (7,6), (6,7), (5,9), (1,15).
Niistd vain parit (6,7), (5,9) ja (4,15) tidyttivit ehdon 2 < b < ¢, ja ne my6s

ovat tarkastellun yht#lon ratkaisuja.
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Tapauksessa a = 3 saadaan taas

1 1 1
1+-)1+-)(14+-)=2
1+ )1+ 3)0+7)=2,
1 1 6 3
1+ )1+ )=-=2
(+D0+)=7=2
2(b+1)(c+1) = 3be,
2b+ 2c¢+ 2 = be,
b:20+2:2((372)+6:2Jr 6 .
c—2 c—2 c—2

Koska ¢ > b > 3 ja luvut ovat kokonaislukuja, niin mahdolliset erotuksen ¢ — 2
arvot ovat 1, 2, 3 ja 6. Vastaavat parit (b,c) ovat (8,3), (5,4), (4,5), (3,8).
Naistd vain parit (4,5) ja (3,8) toteuttavat vaaditut ehdot ja ne ovat myos
yhtélon ratkaisuja.

Vastaus: Alkuperiisen yhtilon kaikki lukukolmikkoratkaisut (a,b,c) ovat
(2,4,15), (2,5,9), (2,6,7), (3,3,8), (3,4,5) seké kaikki nédiden kolmikoiden eri
perrnutauatiotﬂ7 joita on yhteensd 6 + 6 + 6 + 3 + 6 = 27 kappaletta.

Tehtiava 9. Suorakulmainen suuntaissdrmic leikataan ensin kahteen, sitten
neljdan ja sitten vield kahdeksaan yhtasuureen osaan kolmella toisiaan vas-
taan kohtisuoralla viillolla. N&in syntyneiden suuntaissdrmididen yhteenlaskettu
pinta-ala kasvaa samassa suhteessa joka leikkauksella. Osoita, ettéd alkuperéisen
suuntaissdrmion tilavuus on kaksi kertaa suurimman sen sisédn mahtuvan kuu-

tion tilavuus.

Ratkaisu 9. Merkitdédn sarmion sivuja symboleilla a, b, ¢ ja sen alaa S:ll4. Kos-
ka kolmen leikkauksen jilkeen alkuperdinen pinta-ala kaksinkertaistuu (meidén
tulee leikata jokaisen tahkon suuntaan yhden kerran, jotta saisimme 8 pienté
SArmicti), alueen pitid siis kasvaa {/2-kertaiseksi alkuperiisesté arvostaan joka

leikkauksella. Kolmessa leikkauksessa tamé johtaa yhtaloihin

3Esim. ratkaisun (2,4,15) permutaatiot ovat (2,4,15), (2,15,4), (15,2,4), (15,4,2), (4,2,15)
ja (4,15,2).
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V25 = S + 20,
V2(S + 2bc) = S + 2bc + 2ac,

V2(8 + 2bc + 2ac) = S + 2bc + 2ac + 3ab.

Vahentdmaélld nyt ensimmaéinen yhtélo toisesta ja edelleen toinen yhtédlo kol-

mannesta saadaan
a="bv?2 ja b=cV2.

Titen sédrmion kolme sivua ilmaistuna c:n avulla ovat ¢, ¢v/2 ja ¢v/4, ja tallsin

sen tilavuus on

abc:c~c32~c{4’/21:03~\3/273:203.

Koska lyhyin sdrmé on ¢, niin suurimman sdrmion sisdédn mahtuvan kuution

tilavuus on ¢3, joka on todella tasan puolet koko siirmién tilavuudesta (2¢3). O

Tehtidva 10. Onko mahdollista kéérid laatikko, jonka sivujen pituudet ovat
a, b ja ¢, nelibnmuotoiseen kairepaperiarkkiin, jonka sivun pituus on L\/gzc?

(Paperia ei saa leikata ja paperin pitdd peittdd kuutio tdydellisesti.)

Ratkaisu 10. Kd4driminen on mahdollista. Todistamme tdmén ”avaamalla” laa-
tikon, levittdmélld sen tasoon (Katso kuva 4.) ja sitten peittdmélla ndin synty-
neen monikulmion neliélla, jonka sivun pituus on vaadittu %\520.

Valitaan ensin toinen suorakulmaisen suuntaissdrmion tahkoista, jonka sivu-
jen pituudet ovat a ja b, ja liitetddn sen viereen neljd muuta sivutahkoa kuten
kuvassa 4 vasemmalla on tehty. Sen jilkeen yhdistetdén liitettyjen c-sivuisten
tahkojen kirjet janoilla kuten kuvassa 4 oikealla (kirjet F ja G, H ja I, K ja
L sekd M ja N). Néiden janojen jatkeet méérittaviit nyt nelikulmion ABCD.
Koska kolmio EFG (kuten myos muut tummennetut kolmiot kuvassa 4) on tasa-

kylkinen ja suorakulmainen, seuraa tésté, ettd ABC D on myds suorakulmainen.

Edelleen,

AB= AN +NM+MB = — +¢V2 +

8-

b
V2
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Kuva 4: Ensimméinen kuva tehtdvidan 9.

ja
BC = BL+LK +KC = -X 4+¢2
V2

a+b+2¢c
V2 o

+ L
V2
Siten ABC'D on nelio, jonka sivun pituus on
Nyt meidéin tdytyy endd nidyttéad, ettid sirmion kuudes sivutahko (sivuinaan a

ja b) peittyy myos nelion ABCD alle. Olkoot kuudennen tahkon kérkiné pisteet
P, R, S ja T ja sen kulmien puolittajien leikkauspisteet V, Z, X ja Y. (Katso

kuva 5.) Jos a = b niin ndméi nelji pistettd yhtyviit. Koska kulmien puolittajat

X" Vfi
r! fr
T A a $ !
T s X b b b b v
T
PN P a R /R
. P %
+
i Z s XN

Kuva 5: Toinen kuva tehtdvian 9.

leikkaavat toisensa kohtisuoraan, PRY , RSV, ST Z ja'T PX ovat suorakulmaisia
tasakylkisiéd kolmioita ja APRY &2 ASTZ = ANGHD = ALMDB ja ARSV &
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ANTPX 2 ANEAZ NIKC.

Téten jakamalla kuudes sirmién tahko neljéiin osaan (tapauksessa a > b
kolmioihin RSV ja TPX sekd kolmi- tai nelikulmioihin PRV X ja STXV) ja
sitten asettamalla joka palanen vastaavan sivutahkon jatkoksi kuten kuvassa 5
saadaan koko sérmio peitetyksi neliolld, jonka sivun pituus on

a+b+2c
NG

VASTAUS: Kédriminen on mahdollista.

Tehtiivi 11. Asrellisesti joukosta on valittu seitsemén kolmialkioista osajouk-
koa niin, ettd mitka tahansa kaksi joukon alkiota kuuluvat tasan yhteen osajou-
koista.

a) Kuinka monta alkiota joukossa on?

b) Kuinka monta annetuista osajoukoista voidaan valita siten, ettd milldsn kol-

mella niisté ei ole yhteista alkiota.

Ratkaisu 11. a) Merkitdén joukon alkioiden lukuméérdéd n:1l4. Talloin niiden

osajoukkojen lukumééré, joissa on tasan kaksi alkiota on

(Z) - 2!(nni 2 n(nzi 2.

Jokainen kolmialkioinen osajoukko sisdltaé tasan kolme kaksialkioista osajouk-

koa, ja siksi, tehtdvénannosta johtuen, seitsemén kolmialkioista osajoukkoa yh-
dessa siséltdd 7 - 3 = 21 eri kaksialkioista osajoukkoa. Téten @ = 21, josta
saamme vhtalon n? — n — 42 = 0 ja edelleen ratkaisuksi n = 7.

VASTAUS: Joukossa on 7 alkiota.

b) Jos merkitsemme joukon alkioita symboleilla 1, 2, 3, 4, 5, 6 ja 7, niin mah-
dolliset ehdokkaat seitseméksi osajoukoiksi ovat esim. {1, 2,3}, {1,4,5} {1,6, 7},
{2,4,6} {2,5,7}, {3,4,7} {3,5,6}. Sama esimerkki on kuvattuna seuraavas-
sa kuviossa, missid joukon alkiot on kuvattu pisteilld ja merkitty numeroilla ja
missd annetut osajoukot on kuvattu suorilla ja ympyralla.

Seuraavaksi meidin tulee néyttidé, ettd enintdén neljd osajoukkoa voidaan
valita siten, ettd milldan kolmella niisté ei ole yhteisid alkioita. Jos valitsemme
viisi osajoukkoa, niin silloin niilld on yhteenséd 5 -3 = 15 alkiota (kun alkion jo-

kainen esiintymé lasketaan erikseen). Koska 15 > 2 -7 = 14, niin on siis ainakin
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Kuva 6: Kuva tehtaviin 11.

yksi alkio, joka esiintyy (vihintééin) kolme kertaa; ts. ndiden viiden osajoukon
joukossa on kolme osajoukkoa, joissa on sama alkio. Toisaalta on kuitenkin mah-
dollista valita nelja osajoukkoa siten, ettd millddn kolmella niisté ei ole yhteista
alkiota. Tatéd varten valitaan jokin joukon alkio, esim. 1. Ehtojen mukaisesti
tama alkio siséltyy tasan % eli kolmeen annettuun osajoukkoon. Naytetdan
nyt, etteividt mitkédén lopuista 7 — 3 = 4 osajoukosta sisilld samaa alkiota. Jos
meilld on kolme osajoukkoa, joissa on kaikissa sama alkio, niin silloin loppujen
néiden kolmen osajoukon 3(3 — 1) = 6 eli kuudesta alkiosta taytyy kaikkien olla
eri alkioita ja niin niiden tdytyy siséltdd myos alkio 1, mikd on mahdotonta.
(Naméi nelja osajoukkoa, edellisessé esimerkissé ovat {2,4,6}, {2,5,7}, {3,4,7}
ja {3,5,6}.)

Siis: joukossa on seitsemén alkiota ja voimme aina valita enintdéin neljéa osa-
joukkoa siten, ettd missdéin kolmessa néistad osajoukoista ei ole yhteistd alkiota.

VASTAUS: Osajoukoista voidaan valita nelja siten, ettei millidn kolmella

niisté ole yhteisiéd alkioita.

Tehtdva 12. Annetun kuution sérmén pituus on a. Erds kérki ja kolmen sité
vastassa olevan sivutahkon keskipisteet yhdistetddn. Laske ndin muodostuvan

tetraedrin pinta-ala.

Ratkaisu 12. Merkitééin kuution kirkid symboleilla A, B,C, D, E, F, G, H ku-
ten kuvassa 12.
Olkoot kérke# F' vastassa olevien tahkojen keskipisteet K, L, ja M. Olkoon
edelleen suoran K M keskipiste R. Tetraedrissda K LM F suorat KM, ML, ja LK
V2

ovat kaikki pituudeltaan *5=a, koska némé suorat ovat keskijanoja tasasivuises-
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Kuva 7: Kuva tehtavian 12.

sa kolmiossa AC'H, jonka sivun pituudet ovat av/2. Edelleen, KF = LF = MF,
koska jokainen yhdistdé yhden kuution sivun keskipisteen toiseen sen vastakkai-
sista kérjistd. Voimme laskea nédiden janojen pituudet kayttaméalla Pythagoraan

lausettas:

(KF)?> = (KB)> 4+ (BF)? = (a—-)*+a* = gaQ eli

KF:LF:MF:a-?.

Kolmiot KMF,LMF ja LKF ovat yhtenevid, koska niiden vastinsivut ovat

pareittain samat. Kayttamalld uudelleen Pythagoraan lausetta saadaan

(FR)? = (PKY? - (RKY? = (FK)? = ("0 = 20% = 2a? = Lo,

2 N 8 8

ja koska kolmion K M F' ala on

—

1
Tkmr = ;KM - FR = a?-
ja tasasivuisen kolmion K LM ala on

Ty =KM? - — =a

V3 _ Y3
4 8’

saadaan titen tetraedrin kokonaisalaksi
2
S=Txrm +3Tkmr = %(\/§ +3V/11) = 1,464

VASTAUS: Tetraedrin pinta-ala on noin 1, 46a2.



