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Tavallisia differentiaaliyhtiloita
Mathematicalla

Teknillisen korkeakoulun MatTa-projektissa kehitetdéan tietotekniikkaa hyodyntéavas opiskelumateriaalia ja sa-
malla tutkitaan opiskelijan tyoskentelyd hénen kidyttdessddn projektissa tuotettua materiaalia. Projektiin liit-
tyen pidin Helsingin matematiikkalukiossa (Maunulan yhteiskoulu) kurssin, jossa opiskeltiin tavallisia differen-
tiaaliyhtdloitd Mathematican ( ) avulla. Seké téssé artikkelissa ettd myohemmin ilmestyvissi
kerron joitakin esimerkkejé kurssilla kasitellyistd aiheista.

Taustatietona mainittakoon, ettd kurssi jérjestettiin kokonaan tietokoneluokassa, jossa opiskelijat annettujen
ohjeiden avulla tutkivat differentiaaliyhtéloitd Mathematicaa apuna kdyttden. Opettaja oli koko ajan ldsné
opastamassa. Noin kaksi viikkoa kurssin alusta kului Mathematicaan tutustumiseen. Vasta sen jilkeen alkoi
perehtyminen differentiaaliyhtél6ihin.

Mathematica on Solmun numerossa hrefhttp: //www.math.helsinki.fi/Solmu/solmul2/2/1999-2000 esitellyn Maplen
tavoin mittava symbolilaskentaohjelmisto. Vrt. http://www.math.helsinki.fi/Solmu/solmul2/apiola/.

Differentiaaliyhtilsita toisella tavalla

Differentiaaliyhtdloita késitellain usein vain opetellen joukko mekaanisia tietyn tyyppisten yhtéléiden ratkaisu-
keinoja. Talloin saattaa jiddd mielikuva, ettd kaikki differentiaaliyhtélot voidaan ratkaista analyyttisesti. Téta
késitystd vahvistaa se, ettd alkuarvotehtédvin numeeriseen ratkaisemiseen perehdytédn usein eri kurssissa (jos
aikaa jéd). Differentiaaliyhtélon ratkaisun kvalitatiivinen tarkastelu jad myos yleensd pintapuoliseksi.

Maunulassa pidetylld kurssilla panostettiin l&dhinné differentiaaliyhtélon kvalitatiiviseen tarkasteluun sekéd nu-
meerisiin ratkaisumenetelmiin.

Laskentaohjelmilla voidaan vaivattomasti piirtda suuntakenttié ja faasitasoesityksii ja tarkastella ndiden avulla
ratkaisun/ratkaisujen ominaisuuksia.

Laskentaohjelmat tarjoavat myos loistavat puitteet differentiaaliyhtdléiden numeeristen ratkaisumenetelmien
opiskelulle. Ohjelman avulla voidaan verrata differentiaaliyhtdlon numeerisia ratkaisumenetelmié, pienentidé
askelpituutta ja tutkia jopa kaoottisia tapauksia. Aikaa jd& asioiden pohtimiseen mekaanisen suorittamisen
sijasta.

Yksinkertaisimpien numeeristen menetelmien ohjelmoiminen tietokoneelle ei myoskéaan kokeilukurssilla tuotta-
nut opiskelijoille ongelmia. Tésté aiheesta lisdd myohemmin ilmestyvéssé artikkelissa.


http://www.math.hut.fi/matta/
http://www.math.helsinki.fi/Solmu/solmu12/apiola/
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Autonominen ensimmaéisen kertaluvun differentiaaliyhtilo

Autonominen ensimmaéisen kertaluvun differentiaaliyhtéls on muotoa y’ = f(y). Yleisesti autonomisessa yhtélossi
tuntemattomana olevan funktion argumenttia ei esiinny yht&lossd sellaisenaan, vaan siis ainoastaan tuntemat-
toman funktion argumenttina.

Tarkastellaan esimerkkiné autonomista ensimméisen kertaluvun differentiaaliyht&lod

Y =y2-vy).

Yht&lo on separoituva ts. siiné esiintyvat muuttujat voidaan erottaa ja tété kautta yhtdlo voidaan ratkaista ana-
lyyttisesti. Symbolilaskentaohjelmat osaavat joukon erilaisia ratkaisukeinoja, niinpé esimerkiksi Mathematica
osaa ratkaista tdmén yhtalon:

DSolvely' [t] == y[t](2 — y[t]), y[t], t]

ol ~ e}

Yhtalostd ndhdééin suoraan, ettd vakiofunktiot y = 0 ja y = 2 ovat yhtélon erikoisratkaisuja. Usein ratkaisujen
lausekkeet ovat sen verran mutkikkaita, ettd ratkaisufunktioiden kéyttdytymisen analysointi suoraan lausek-
keesta saattaa osoittautua hankalaksi.

Kwvalitatiivinen tarkastelu

Tarkastellaan nyt differentiaaliyhtélon ratkaisuja kvalitatiivisesti, eli tutkitaan, mité itse differentiaaliyhtélo
kertoo ratkaisujen laadullisesta kayttaytymisesta.

Kvalitatiivisessa tarkastelussa kaytetddn usein apuna differentiaaliyhtdlon suuntakenttdd. Differentiaaliyhtalon
y' = f(t,y) suuntakenttd muodostetaan piirtdméilld sopiviin hilapisteisiin (¢,y) jananpétkét, joiden kulmaker-
toimet saadaan lausekkeesta f(t,y). Vertaa kuvan 1 suuntakenttié. Miten autonomisuus nékyy suuntakentésti?
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Kuva 1: Differentiaaliyhtéldiden ¢/ = e~% — 2y ja ¢/ = y(2 — y) suuntakentiit.

Mitd differentiaaliyhtdls y' = y(2 — y) sitten kertoo yhtéloén ratkaisufunktioista? Koska differentiaaliyht#ls
on autonominen, ratkaisufunktioiden y = y(¢) derivaatta riippuu ainoastaan funktion y arvosta. Vilittémaésti
loydetddan yhtélon vakioratkaisut eli tasapainoratkaisut: y = 0 tai y = 2. Muut ratkaisukayrét eivit voi leikata
néitd, joten muut ratkaisut sijaitsevat alueissa y < 0, 0 <y < 2 tai y > 2.

Derivaatan kuvaaja (kuva 2) on y:n suhteen alaspéin aukeava paraabeli (nollakohdat y = 0 ja y = 2). Derivaatta
on siis positiivinen, kun 0 < y < 2, joten téssé alueessa olevat ratkaisut ovat kasvavia funktioita. Lisdksi ratkaisut
lahestyvét arvoa 2, kun t ldhestyy ddretontéd. Vastaavasti derivaatta on negatiivinen alueissa y < 0 ja y > 2,
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joten n#iden alueiden ratkaisut ovat vihenevii funktioita. Alueen y > 2 ratkaisut ldhestyvat myos lukua 2, kun
t ldhestyy ddretontd. Alueen y < 0 ratkaisut taas vihenevét rajatta.

1 3
2
1 i 3 1
1 1 ~__72 3
_2 2
-3 3

Kuva 2: Lausekkeiden y(2 — y) ja 2y* — 632 + 4y kuvaajat.

Paraabelista voidaan myos ndhda vélilla 0 < y < 2 olevien ratkaisukdyrien kadnnepiste y = 1. Kuperuuden
suunnat saadaan selville esimerkiksi derivoimalla differentiaaliyhtdlod puolittain, jolloin saadaan yht&lo

y' =2 —2yy.
Kun téh#n sijoitetaan alkuperiisests yhtélostd ¢':n lauseke, saadaan
y' =202 —y)) —2y(y(2 —y)) = 2y° — 6y° + 4y.

Laskemalla y":n nollakohdat ja tutkimalla lausekkeen y”” merkkié (kuva 2) havaitaan, ettd vilille y > 2 sijoit-
tuvat ratkaisut ovat alaspédin kuperia ja vilille y < 0 sijoittuvat ylospéin kuperia. Vilille 0 < y < 2 sijoittuvien
ratkaisujen toinen derivaatta vaihtaa merkkidédn positiivisesta negatiiviseksi ohittaessaan kohdan y = 1, joten
tassé kohdassa néiden ratkaisujen kuperuussuunta muuttuu alaspéin kuperasta ylospain kuperaksi.

Autonominen toisen kertaluvun differentiaaliyhtilo

Autonominen toisen kertaluvun differentiaaliyhtélé on muotoa y” = f(y,y’). Tdméd voidaan kirjoittaa en-
simméisen kertaluvun differentiaaliyhtélopariksi

y ==z
7 = f(yaz)

Kun tdma kirjoitetaan muotoon

dy

g

a = f(ya Z)
ja jaetaan puolittain, saadaan

dz _ f(y,2)

dy oz

Téamén yhtédlon oikealle puolelle voidaan laskea arvo jokaisessa yz-tason pisteessé, jossa se on méaaritelty. Talla
tavoin voidaan piirtéi suuntakentti yz- eli yy'-tasoon. Suuntakentté kuvaa ratkaisukiyria

y = y(t)
z=z(t)
téssd tasossa. Muuttuja ¢t on siis kdyrdparametrin asemassa. Kun tdhén suuntakenttédin piirretdédn alkuehdon

y(0) = a, 2(0) = b toteuttava ratkaisukiyrd, saadaan tédmén alkuehdon toteuttavan ratkaisun faasitasoesitys.
Tasoa yz sanotaan usein faasitasoksi.

Tutustutaan faasitasoesitykseen esimerkin avulla.
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Harmoninen viridhtelija

Tutkitaan kappaletta (massa m), joka on ripustettu pystysuoraan kierrejouseen, jonka jousivakio on k. Kappale
saatetaan pystysuoraan varahdysliikkeeseen poikkeuttamalla se tasapainoasemasta ja antamalla sille 1ahtonopeus
vg. Olkoon positiivinen suunta ylospain. Kappaleeseen vaikuttaa tasapainoasemaa kohti suuntautuva harmoni-
nen voima F' = —ky, missa y on kappaleen poikkeama tasapainoasemasta. Kappaleen liikeyht&lo on

/!

my’ = —ky.
Kappaleen liikettd kuvaa siis vakiokertoiminen ja lineaarinen toisen kertaluvun differentiaaliyht&lo
my'’ + ky = 0.

Alkuehto y(0) = yo ja y'(0) = vy méérad yksikésitteisesti kappaleen radan. Késin yhtilod ratkaistaessa muodos-
tetaan yhtilod vastaava karakteristinen yht#ls r2 + k/m = 0, jonka ratkaisut ovat r = 4i+/k/m. Virihtelevin
kappaleen ratakidyriksi saadaan (késin tai koneella)

Vo .
y(t) = yo cos(wot) + w_o sin(wot),
0

missi on kirjoitettu /k/m = wy, joka kuvaa virdhtelyn ominaistaajuutta. Erityisesti, jos alkunopeus vy = 0,
litkeradan yhtils on y(t) = yo cos(wot).

Alkuarvotehtdvan ratkaisu voidaan esittdé faasitasossa muokkaamalla differentiaaliyhtélo yhtéalopariksi

y ==z
k

/ ——.
m

z =

Olkoon nyt jousivakio k = 5 ja kappaleen massa m = 1. Seuraavassa kuvasarjassa (kuva 3) on kolmen eri
alkuehdon mé#ardamien ratkaisujen faasitasoesitykset ts. kuvat paikka—nopeus-koordinaatistossa. Etsi faasita-
soesityksistd kohdat, joissa kappale ohittaa tasapainoaseman tai on d&riasemissa. Milloin kappaleen nopeus on
positiivinen/negatiivinen ja milloin se on itseisarvoltaan pienin/suurin. Miten kappaleen alkunopeus vaikuttaa
amplitudiin?

-2 0 2 4 -2 0 2 4 -2 0 2 4

Kuva 3: Yhdistd harmonisen virihtelijéin ratkaisukéyréin faasitasoesitys oikeaan alkunopeuteen. Kaikissa alku-
poikkeama y(0) = 2. Alkunopeudet ovat y'(0) = 0, 3/(0) = —5 ja y'(0) = 5.

Kuvassa 4 on piirrettyind kahden kuvassa 3 esitetyn ratkaisun faasitasoesityksen aikariippuvuuskuvat seka
paikalle ettd nopeudelle. Mieti, minké kuvien esitykset ovat kyseessd?
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-2

-2 2

-4 -6

Kuva 4: Kahdella eri alkuehdolla aikariippuvuuskuvat paikalle ja nopeudelle.

Vaimeneva varihtely

Harmonisen vérdhtelyn amplitudi sdilyy muuttumattomana. Jokainen todellinen véréhtelija kuitenkin vaime-
nee véhitellen, ellei sen vérdhtelyéd ylldpidetéd ulkoisella voimalla. Sen energia kuluu véhitellen ty6hon liiketta
vastustavia voimia vastaan. Oletetaan nyt, ettd kappaleeseen vaikuttaa harmonisen voiman liséiksi kappaleen
nopeuteen verrannollinen vastusvoima

Vaimennetun vérdhtelijan liikeyhtaloksi saadaan
my'" = —ky — By’
Osaatko muokata yhtdlon ensimméisen kertaluvun differentiaaliyhtélopariksi?
Tarkastelemalla yht#lod vastaavan karakteristisen yhtdlén juurien eri tapauksia (kaksi eri suurta reaalijuurta,
reaalinen kaksoisjuuri, kompleksiset juuret) saadaan kolmen tyyppistd vaimenevaa vérdhtelyi.
e Ylivaimeneva virahtely, jolloin kappale ei viarahtele, vaan ldhestyy eksponentiaalisesti tasapainoasemaan-
sa.

e Kriittinen vaimennus, jolloin tasapainoasemastaan poikkeutettu kappale heilahtaa korkeintaan kerran ta-
sapainoaseman ohi ja ldhestyy sité sitten asymptoottisesti.

e Vaimeneva varidhtely, jolloin kulmataajuus on vakio, mutta pienempi kuin vastaavan vaimenemattoman
véardhtelyn ominaiskulmataajuus. Véardhtelyn amplitudi pienenee eksponentiaalisesti.

4 4 4
2 2 2
0 0 0 \\7
1 Ul )
-4 -4 -4
-2-101 2 -2-101 2 -2-101 2

Kuva 5: Kolmen erityyppisen vaimenevan vérihtelyn faasitasoesitykset. Mika vastaa mitakin?
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Kuva 6: Kolmen erityyppisen vaimenevan vardhtelyn aikariippuvuuskuvat. Yhdistd kuvan 5 kuviin.

Lopuksi

Edella esitettyjen esimerkkien suuntakentté, faasitasokuvat ja aikariippuvuuskuvat on toteutettu kaupallisella
VisualDSolve-paketilla ( ). Namé voidaan esittédd Mathematicassa ilman tédtéd paket-
tiakin. MatTa-projektissa on myos kehitteilld kaupallisista ohjelmistoista riippumaton differentiaaliyhtéloiden
visualisoimiseen tarkoitettu paketti nimeltdéan DiffEqWeb. Testiversio on 16ydettéivissd osoitteesta
http://www.math.hut.fi/"spara/.

Differentiaaliyhtéloiden kvalitatiivista tarkastelua varsin laajasti kisiteltynd 16ytyy mm. kirjoista (
ja( ). Nykyédn myos monissa differentiaaliyhtélsita késittelevissi yliopistojen peruskurs-
sitason kirjoissa on kiinnitetty huomiota kvalitatiiviseen tarkasteluun.

Edellé esitettyja esimerkkejd voidaan tarkastella myos ilman interaktiivista laskentaohjelmistoa; kuten juuri olet
tamén lukiessasi tehnytkin. Tietokone tarjoaa kuitenkin mahdollisuuden muuttaa yht&lsita, alkuehtoja yms. ja
tarjoaa taten loistavan ympériston erilaisille kokeiluille.
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