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Eras (kakkosen) potenssien erikoisuus

On olemassa kakkosen potensseja, jotka alkavat ykkoselld kuten 24 = 16 tai 27 = 128, kakkosella kuten 2! = 2,
28 = 256 tai 2'' = 2048, kolmosella kuten 2° = 32. Mutta onko kakkosen potenssia, jonka ensimméinen numero
on 77 Entd kakkosen potenssia, jonka ensimméiset numerot ovat 20007

Laskimella tai sopivalla laskentaohjelmalla voi tehdé kokeita. Esimerkiksi luku 245 = 70368744177664 on pienin
kakkosen potenssi, joka alkaa seitsemilli, ja pienin kaksinumeroinen luku, joka ei esiinny lukua 2'°° pienempien
kakkosen potenssien kahtena ensimméisend numerona on 44 (mutta

215 — 44601490397061246283071436545296723011960832
alkaa 44:114).

Kokeilemalla saattaisi 10ytyd vastaus ensimmaéisen kappaleen viimeiseenkin kysymykseen, mutta laskeminen
saattaisi olla toivottoman tyclastd. Matematiikassa voidaan kuitenkin usein vastata myontéavésti muotoa ”onko
tyyppid T olevaa asiaa olemassa?” olevaan kysymykseen ilman, ettd yhtdin tyyppiad T olevaa asiaa konkreetti-
sesti havaitaan. Télla kertaa voidaan osoittaa seuraava viite on todeksi: annettakoon miké hyvénsa numerosarja
abcd . . . kl, niin on olemassa kakkosen potenssi, jonka ensimmaéiset numerot ovat kyseiset abed . . . ki.

Tamé viite tulee todistetuksi, kun néytetddn toteen, ettd olipa A miké positiivinen kokonaisluku hyvénsa,
l6ytyvét eksponentit n ja t siten, etté

A-108 < 2" < (A+1)-10%

Talloin nimittdin luku 2™ alkaa numerosarjalla A. Kymmenkantaisten logaritmien avulla epdyhtdlot voidaan
kirjoittaa muodossa
t+log A <nlog2 < t+log(A+1). (1)

Todistamme, ettd epiyhtilot (1) toteuttavia lukuja n ja t on olemassa. Tétd varten merkitsemme v = log A ja
u =log(A + 1). Silloin

A+1 1
u—v=1og(A+1)—logA =log (%) = log <1+Z> <log2 < 1.

Tarkastellaan lukujen log 2™ = nlog?2 desimaaliosia. Kiytetddn niistd merkintdd d(n). Todistetaan, ettd ndmé
desimaaliosat ovat kaikki erisuuria. Jos nimittéin joillain ¢ ja j olisi d(i) = d(j) eli lukujen ilog?2 ja jlog2
desimaaliosat olisivat samat, niin (i — j) log 2 olisi kokonaisluku ja log 2 olisi kahden kokonaisluvun osamééré eli
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rationaaliluku. Olisi siis log 2 = 1;—7, qlog2 =log2? = p ja 29 = 10P. Viimeinen yht&l6 on kuitenkin paivénselvésti
mahdoton, koska sen oikea puoli on viidelld jaollinen luku, mutta vasen puoli ei.

Koska kaikillan on 0 < d(n) < 1 ja eri lukuja d(n) on direttémén monta, lukujen joukossa téytyy olla sellaisia,
joiden etéisyys toisistaan on pienempi kuin u — v. Olkoot d(s) ja d(s + r), missd r > 0, kaksi téllaista lukua.
Ruvetaan tarkastelemaan lukuja d(s), d(s+ 1), d(s+2r), d(s+ 3r), ... . Jonon periikkiisten lukujen erotus on
joko |d(s+ r) —d(s)] tai 1 —|d(s + r) — d(s)|. (Jdlkimméiinen tilanne tulee, jos perikkiisistd luvuista toinen
sattuu olemaan lihelld ykkosté ja toinen ldhelld nollaa.) Luvut d(s+jr) seuraavat toisiaan muuten tasavilisesti,
lukua u — v pienemmin vélein, paitsi ettd ne hyppéadvit joskus ldheltd nollaa ldhelle ykkostd tai pdinvastoin,
kumpaan suuntaan nyt sattuvatkaan kasvamaan. Niiden &éreton jono ei silloin voi sivuuttaa mitdén (u — v):n
pituista vilid. Jonkin niistd, sanokaamme luvun d(s 4+ kr), on pakko osua myds lukujen log A ja log(A + 1)
desimaaliosien viliin (tai jos log A:n ja log(A + 1):n vilissd sattuu olemaan kokonaisluku, log A:n desimaaliosan
ja ykkosen tai nollan ja log(A+1):n desimaaliosan viliin). Mutta tdmi merkitsee, ettd jos merkitdin n = s+kr,
niin on olemassa kokonaisluku ¢ siten, ettd (1) toteutuu.

Jos téta todistusta ryhtyy tarkemmin miettiméédn, huomaa, ettd luvun 2 ominaisuuksia ei kédytetty muuten
hyvéksi kuin siind, ettd yhtalo 29 = 10P osoittautui mahdottomaksi. Téstéd seuraa, ettd jos m ei ole kymmenen
potenssi (jonka kaikki potenssit alkavat ykkoselld!), niin jokaista ajateltavissa olevaa numerosarjaa kohden on
olemassa jokin talld numerosarjalla alkava m:n potenssi.

Todistuksia, jotka yllad kerrottuun tapaan varmistavat jonkin asian olemassa olevaksi kertomatta kuitenkaan, mi-
ten téllainen asia 16ydetéddn, sanotaan olemassaolotodistuksiksi. Olemassaolotodistus synnyttda lisdkysymyksiéd
ja tutkimisen tarvetta. Jos 16ydét kakkosen tai jonkin muun luvun potensseista mielenkiintoista, kerro Solmulle!
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