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RATKAISUT 2008-2017

a) Paraabelien y = 2? — 3 ja y = 2® + 2z + 1 leikkauspisteet saadaan mééritettyé,
kun ensin ratkaistaan yhtalo

22 —3=—2?+2x+1,
eli
202 — 22 —4 =0,
joka on yhtéapitava yhtalon
-2 —-2=0.

Toisen asteen yhtélon ratkaisukaavalla saadaan

1 /(-1)2-4-1-(=2) 1£+V9 1+£3 |2
B 2-1 22—l

T

Kinz=2 ony=22-3=22-3=1jakine=—-1,ony =2>—-3 =

(—1)? — 3 = —2. Leikkauspisteiden koordinaatit ovat siis (2,1) ja (—1, —2).
b) Leikkauspisteiden vilissd —2%+2x+1 > 22 —3, silli —2?+2x+1 on alaspiin ja

x? — 3 ylospiin aukeava paraabeli. Pinta-ala saadaan siis laskemalla integraali

((—2® +2z+1) — (2* = 3)) dz :/

9 2
(—22° + 27 + 4)dz = {—gx?’ + 2% + 4£L':|
—1 -1

2 2
= (—g 22242244 2) - (-5(—1)3 + (=1 + 4(—1)) =9.
Leikkauspisteiden viliin jaavan alueen pinta-ala on siis 9.
Merkitdan P(z) = 3z* — 823 — 1822 + 7. Lasketaan aluksi polynomin derivaatta:
P'(z) = 122° — 242* — 362 = 122(2* — 22 — 3).
Koska P(0) = 7, ei yhteinen nollakohta voi olla = 0, vaan sen on toinen derivaa-

tan kahdesta muusta nollakohdasta. Lasketaan nyt nama nollakohdat toisen asteen
yht#lon ratkaisukaavan avulla. Tiedetdin, ettd jos 2 — 22 — 3 = 0, niin

C2+4/(=22—-4-1-(=3) 24+V16 244 3
e 21 T2 T T2 T -1

Nyt riittaa selvittad alkuperdisen polynomin arvot néissé pisteissa. Lasketaan:
P(3)=3-3"-8-3"-18-32 +7=-128
ja
P(—1) =3(=1)* = 8(=1)* = 18(=1)* + 7 = 0.

Polynomin 3z*—8x3— 182247 ja sen derivaatan yhteinen nollakohta on siis x = —1.
1
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2010 Koska opiskelija tietéd oikean vastauksen kymmeneen vaitteeseen, riittaé tarkastella

niitéd 15 vaitettd, joiden vastauksen han joutuu arvaamaan. Lapipadsyyn riittaa, etta
hén arvaa néistd vahintaan viisi oikein.

Lasketaan aluksi komplementtitodennakoisyys, eli todennakoisyys sille, etta opis-
kelija ei padse lapi, vaan saa korkeintaan neljd oikein. Arvatessa oikean ja viaran
vaihtoehdon todennékoisyydet ovat samat, eli molemmat todennakoisyydet ovat %

Todennéakoisyys sille, etta kaikki menevéat vaarin on (%)15.

Todennakoisyys sille, ettd tdsmélleen yksi on oikein on 15- (%) . (%)14 =15 (%)15,

silld mika tahansa 15 tehtévasta voi olla oikein.

Téasmalleen kahden oikean todennédkdéisyys on (125) . (%)2 (%) - (125) (%)15, koska
mitka tahansa kaksi voivat olla oikein, ja kaksi voidaan valita 15 vaihtoehdosta (125)
tavalla. .

Vastaavasti tdsmaélleen kolmen oikean todennékdisyys on (3) (%) 1o ja tasmalleen

neljan oikean todennéakoéisyys on (145) (%)15.

Todennékoisyys lapipaésylle on siis

@) (O (D))

eli opiskelija paisee 1api noin 94% todennékoisyydella.

2011 Olkoon f(z) = ax +b.

a) Lasketaan integraali fol f(z)da:

/02 f(z)dz = /Ol(ax—l—b)dx = [%:f +bx]: = g +b.

b) Johdetaan ensin lauseke summalle S,,. Funktion lauseke sijoittaen saadaan

snzng(%) ziz(a.%m) Oy iyy
=1 =1 =1

i=1
a n(n+1) a(n+1)
n? 2 * 2n

Huomataan seuraavaksi, etta

+ b.

i=1 i=1
b a+b a an+1 aln—1
n n n 2n 2n
Joten

{Sn = At 4

a(n—1) + b.

Sn = 2n
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c) Lasketaan ensin summan S, raja-arvo:

14+ 1L
lim S,, = lim <M+b):lim(a +"+b>:2+b.

n—o0 n—00 n —00 2 2

Lasketaan seuraavaksi erotuksen .S, — s, raja-arvo. Kdytetddn téssd hyviksi
muotoa s, = % — aTer + S,, joka kolmanneksi viimeinen lauseke a)-kohdassa

summaa s,, laskettaessa:

lim (S, — s,,) = lim (Sn— (ﬁ— “+b+5n)) — lim (—9+ “b) 0.
n—00 n—oo n n n—00 n n

Siispé limy, 00 Sp = § + b ja limy, oo (Sy — 5,) = 0.
Tehtévassa lasketut summat ja raja-arvot liittyvéit integraalien méarittelyyn
Darboux’n tai Riemannin summien avulla. Lauseke S,, on téssd yldasumma ja
s, alasumma. Kun naiden raja-arvo on sama, on integraali méaritelty.

2012 Kirjoitetaan ensin logaritmi osaméaran avulla:

dr + 3
lim (In(4z 4+ 3) —In(3z +4)) = lim 1 :
xl_>no1o(n(x+ ) —In(3z + 4)) Jim In o
Sievennetaédn seuraavaksi jakaen parametrilla z, jonka jilkeen raja-arvo onkin hel-
ppo laskea:
4 443 4
lim In x+3zlimln +ﬁ:1n ,

silld lim, o0 2 = lim, o0 2 = 0. Siispé

4
lim (In(4z +3) —In(3z +4)) =1n 3

T—00

2013 Léahdetdan liikkeelle havainnosta, ettd cosy 4+ cosz = 0, jos z = 2mn + 7 + y tai
z = 2mn + m — y jollakin kokonaisluvulla n. Kun cos(2z) + cos(3z) = 0, on siis
padettava ettd 2x = 27n + m + 3z tai 2z = 27n + m — 3x. Kasitellddn nama
tapaukset erikseen.

Kasitellddn ensin tapaus 2x = 2mn + 7 + 3z, eli —z = 2mn 4+ 7. Koska n voi
olla miké tahansa kokonaisluku, voidaan tédmaé kirjoittaa siistimméssd muodossa
xr = 2mm + 7, missd m on miké tahansa kokonaisluku.

Kasitelladn nyt tapaus 2x = 27n + m — 3z, joka voidaan kirjoittaa muodossa
br=2mn+ 7, eli x = %7‘(‘71 + %, missd n on mielivaltainen kokonaisluku.

2014 a) Todistettava epéyhtils zy < 3 (2?4 y?) on yhtépitdvd epéyhtilon 2zy <
22 +1? kanssa. Siirtden kaikki termit oikealle puolelle, saadaan timé epiyhtils
puolestaan yhtépitiviain muotoon 0 < 22 — 2xy + 32, jolloin oikealta puolelta
tunnistetaan nelié: x? — 2zy + y*> = (z — y)?, joka on neliond varmasti epi-
negatiivinen. Epiyhtdls zy < % (2 +y?) on siis tosi, silld se on yhtépitévé
epiyhtilon (z — y)? > 0 kanssa.

ag

b) Todistetaan, ettd z1y; + -+ + 2y, < 1, kun 23, = % ja yp =

A=\/a?+---+a2>0jaB=b+---02>0.

by

&, missa



RATKAISUT 2008-2017

a-kohdan epéayhtalon nojalla

1
TrYr < 5(1% + i),

kun 1 < k£ < n. Summataan ndmé termit yhteen. Saadaan

1
Ty g < S YL+ )

2015

c)

a)

= (@B G+ +5R)
1((a_?+...+ﬁ)+(ﬁ+...+ﬁ>)

2 A? A? B? B?

1(a%+---—|—ai+b%+---+bi> 1 (A_2+B_2)

2 A? B2 Az B?

T2
joten viite on todistettu.
Johdetaan nyt Cauchyn epéyhtalo

I

a1b1+---+anbn§\/a§+---+ag\/b%+---+bg.

Mikili A = /a2 +---+ a2 = 0, on padettivd myos a; = -+ = a, = 0.
Vastaavasti, jos B = /b3 + -+ + b2 = 0, on padettavd by = --- = b, = 0. Mo-

lemmissa tapauksissa myo6s epayhtalon vasen puoli on nolla, jolloin epayhtalo
pitee. Voidaan siis olettaa, ettd A > 0 ja B > 0, kuten b-kohdassakin oletet-
tiin. T&lloin b-kohdan epéyhtalén nojalla

Ty + -+ 2y, < 1.

Sijoitetaan parametrien x ja yx lausekkeet epayhtaloon, jolloin epayhtald mu-
uttuu muotoon

a1 bl anp, bn

e S

ABTTATBS
Koska A, B > 0, voidaan epayhtélo kertoa puolittain luvulla AB merkin kién-
tymatta. Saadaan

a1b1+~anbn§AB:\/a§+-~+ag\/b%+~-+bg,

jolloin viaite on todistettu.

Origon kautta kulkevan suoran yhtdlé on muotoa y = kz, kun suora ei ole
y-akselin suuntainen. Koska tehtévanannon suora kulkee pisteen (3,4) kautta
origon liséksi, ei suora ole y-akselin suuntainen. Piste (3,4) on suoralla, joten
kulmakertoimen £ on toteutettava yhtalo 4 = k3, joten k = %. Suoran yhtalo
on siis y = %x.

Origokeskisen ympyréin yhtdlé on muotoa % 4 y? = r, missi r on side. Piste
on ympyrilld, joten siteen on toteutettava yhtilo 32 + 42 = 2, eli 72 = 25.

Side on epénegatiivinen, joten r = 5. Ympyrin yht#lo on siis 22 + y? = 52.
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¢) Sellaisen ylospain aukeava paraabeli, jonka huippu on origossa yhtdlé on mu-
otoa y = ax?, missi a > 0. Sijoitetaan piate (3,4) yhtdloon. Saadaan 4 =
a-3% = 9a, joten a = %, eli paraabelin yht&lo on y = %m?

a) Tehtavin voisi ratkaista myos induktiolla tuntematta lukuteorian kasitteité.
Jotta saadaan selville viimeinen numero, lasketaan jakojadnnos kymmenel-
14 jaettaessa. Huomataan, ettd 2016 = 6 (mod 10), joten 2016201¢ = (2016
(mod 10). Koska 62 = 36 = 6 (mod 10), on pédettivid myds 6" = 6 (mod 10)
kaikilla positiivisilla kokonaisluvuilla n, joten ennen kaikkea 20162016 = 62016 =
6 (mod 10). Viimeinen numero on siis kuusi.

b) Kirjoitetaan luku muodossa

20162016 — 10( lg 20162016) ~ 106661,852904 ~ 7’ 13- 106661.

Koska 10966185290 ~ 7 13 . 100661 ja 10666185291 ~ 7 13 . 105661 siilyviit kaksi
ensimmaistd numeroa samoina, vaikka eksponenttia pyoristettaisiin ylos- tai
alaspéin. Tarkkuus on siis riittavd. Ensimmaiset kaksi numeroa ovat 71.

¢) Luvun numeroiden lukumééra on luvun kymmenkantainen logaritmi ylospain
pyoristettynd, tai jos kymmenkantainen logaritmi on kokonaisluku, niin t&lloin
se lisdttyné yhdella. Koska

lg 2016%°1¢ ~ 6661, 86,

joten luvussa 2016%°16 on 6662 numeroa.

2017 Merkitéidn nelion N; sivun pituutta v9s = 3s, nelion N, sivun pituutta v/2s ja

nelion Ny sivun pituutta v/11s. Nyt nelion N, ala on 2s%. Kolmion K sivut ovat
siis 3s, V2s ja V1ls.

Kolmion alan voi maarittaa useallakin keinolla. Kéydaan nyt 1api kaksi erilaista
tapaa. Ensin Pythagoraksen lauseeseen perustuva. Koska (v/11s)? = 1152 = 2s% +
952 = (v/25)? 4 (3s)?, on kolmio K suorakulmainen. Sen kateettien pituudet ovat

V/2s ja 3s, joten sen ala on
3v/2s2

5

Toinen nappéra tapa magrittad kolmion ala perustuu Heronin kaavaan. Talloin ei
tarvitse tarkistaa, ettd kolmio on suorakulmainen. Heronin kaavan nojalla kolmion
ala on

\/\/§s+3s+\/113 —\/§s+33+\/113 \/53—354—\/113 \/§s+33—\/113
2

2 2 2

é\/<(3 + V)2 — 2) (2 — (VI - 3)2>
Szz\/? ((3+ VID? + (VIT - 3)2) 4 — (3 + VID2(VIT - 3

2 2 2 22
SV S e
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Kolmion ja nelion N, pinta-alojen suhde on siis

3\/2582—3\/5
252 4




