Ratkaisut vuosien 1978 — 1987 tehtaviin

Kaikki tehtavit ovat pitkdn matematiikan kokeista. Erdissa tehtdvissd on kaksi

alakohtaa; ne olivat kokelaalle vaihtoehtoisia.

1978 Osoita, etter mikadan kayran

1979

) = x33—1
x

piste (z,y) ole ympyrin x* +y* = 1 sisdlld. (Syksy 10.)

Ratkaisu. Kayran pisteet (z,y) eivit ole ympyran sisilla
tdsmaélleen silloin, kun 2% + ¢ > 1. Kdyrd on mééritelty
arvoilla x < 0 tai x > 1. Néissa kayrén pisteissa (z,y) on
3 —1 1_43;‘3—3x—1

3 B 3x '
Osoittajan yksi nollakohta on = = 1, joten se on jaollinen
(x — 1):114 ja se saadaan muotoon

Pyt —1=2"+

(x—1)(42® + 4z +1) = (z — 1)(2z + 1)
Taten
(x —1)(22 + 1)?

2 2
1=
- +vy .

)

mika todistaa vaitteen.

Suunnikkaassa ABCD on /@ =a ja E = b. Sivulta CD
valitaan piste E siten, etti CE : ED =1 : 3. AE ja BD
letkkaavat toisensa pisteessda F'. Esita ﬁ vektorien a ja b
avulla. (Kevit 7.)

Ratkaisu. Vektori AEE' = Aﬁ\"— Dé =b+ %a. Koska F' on
janalla AFE, on eralla reaaliluvulla s

ﬁzsﬁz?’sa—ksb.
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Koska F' on myos janalla BD, on olemassa sellainen reaa-
liluku ¢, ettd AF = a+t(b —a). Siis

3sa+sb=a+t(b—a) eli (3s—1+t)a=(t—s)b.

Koska vektorit a ja b eivat ole yhdensuuntaiset, on valtta-

matta
3s—1+t=0 ja t—s=0,

josta saadaan s =t = % ja ﬁ = %a + %b.

A

1980 Ratkaise yhtdilo 2 cos (v — ) + V2 =0. (Kevit 5.)
Ratkaisu.

QCOS(JJ—Z)+\/§: 0

= cos(x—ﬁ>:—1
4 V2
= x—E:?)—W—l—Qnﬂtaix—z:—B—ﬂ—i—Znﬂ
4 4 4 4
= 33:7T+2n7rtaix:—72r+2n7r,

missd n on mika tahansa kokonaisluku. Ratkaisut on helppo
tarkistaa sijoittamalla alkuperaiseen yhtaloon.




1981

1982

Osoita, ettd yhtalolla x — Inx = 0 el ole reaalijuuria. (Ke-
vdt 5.)

Ratkaisu. Yhtalon x — Inx = 0 juuret ovat funktion
f:f(x)=2—Inz (x>0),

nollakohdat. Tutkitaan funktion kulkua laskemalla sen de-
rivaatta.

f’($)=1—i:x;1; f(x)=0, kunz =1ja f(1) = 1.

Koska f'(z) <0, kun 0 < x < 1 (f on aidosti vihenevi) ja
f'(x) > 0, kunz > 1 (f on aidosti kasvava), on f(1) =1 fm
pienin arvo. Téten f(z) > 1 kaikilla x > 0 eikd yhtélolla
f(z) = 0 ole reaalijuuria.

a) Suoran ympyrakartion pohjan side on R ja korkeus
H = 3R. Kartion sisddn on asetettu ympyralierio, jonka
akseli on kartion akselin osa. Mdarita lierion pohjan sd-
de x siten, ettd lierion vaipan ja pohjien alojen summa on
mahdollisimman suuri.

b) Olkoot f : A — B ja g : B — A sellaisia kuvauksia,
etti (g o f)(x) = z kaikilla A:n pisteilld x. Osoita, ettd f
on injektio (so. f(x) = f(y) = x =1y) ja g on surjektio
(so. g(B) = A). (Kevit 7.)

Ratkaisu. b) Osoitetaan, ettd f on injektio. Olkoon f(z) =
f(y). Tallsin g(f(z)) = g(f(y)) eli (go f)(x) = (g0 f)(y).
Oletuksen mukaan x = y. Siis f(z) = f(y) = =z = v,
joten f on injektio. Funktion g surjektiivisuuden osoittami-
seksi on ndytettiva, ettd maalijoukon A jokaisella alkiolla
on alkukuva joukossa B. Kun x € A, on f(x) € B, ja ole-
tuksen mukaan g(f(z)) = (g o f)(z) = z. Siten x on B:n
alkion f(z) kuva ja siis g on surjektio.




a) Lieri6 on kartion sisilld kuvion osoittamalla tavalla.

C

Oletuksen mukaan PQ =z, OA = R ja OC = 3R. Merki-
tdan OP = h. Kolmiot AAOC' ja AQPC ovat yhdenmuo-

toiset, joten
r  3R-h
R 3R’

josta saadaan h = 3(R — x). Lierion pinta-ala

g(x) = 2nxh 4 2m2?* = 2n(3Rx — 227),

missa 0 < xz < R. Koska g on suljetulla vélilla derivoituva,
se saa talla valilla suurimman arvonsa valin paitepisteessa
tai paikallisessa dariarvokohdassa, derivaatan nollakohdas-
sa. Derivaatta

d(x) = 2r(3R —4x) = 0, kun z= %R.

Koska g(0) = 0, g(R) = 2rR? ja g(3R) = 27R?, on suurin
arvo viimeksi mainittu.




1983

Huomautus: Derivaatasta ¢'(x) = 2w (3R — 4x) nékyy, etti
g on aidosti kasvava, kun x < %R ja aidosti vaheneva, kun
x> 3R, joten g(2R) on g:n suurin arvo.

a) Jaa vektori a = 2i — 5j kahteen keskenddn kohtisuo-
raan komponenttiin, joista toinen on suoran 3xr —y+2 =10
suuntainen.

b) Tasasivuisen kolmion, jonka sivut ovat = s, sisddn on
piirretty kolme r-sateista ympyrad, jotka stvuavat toisiaan
pareittain. Lisdkst kukin ympyroistd sivuaa kahta kolmion
stvua. Maarita suhde v : s. (Kevit 4.)

Ratkaisu. a) Suoran 3z — y + 2 = 0 suuntainen vektori
saadaan suoran kahden pisteen, esimerkiksi (0,2) ja (2,8)
erotuksena (2,8) — (0,2) = (2,6). Tietysti sen suuntainen
vektori s = (1,3) = i + 3j kelpaa tehtavaan. Sitd vastaan
kohtisuora vektori on n = (3, —1) = 3i — j. Tehtavané on
maarata sellaiset luvut z ja y, ettd a = xs + yn. Kompo-
nenteittain kirjoitettuna saamme yhtalon

2i —bj = x(i + 3j) + y(3i —j),
mista seuraa
2i —5j = (z+3y)i+ 3z —y)j.

Kantavektorien kertoimia vertaamalla saadaan yhtélopari

r+3y = 2,
3r—y = —H
jonka ratkaisu on x = —%, Yy = %. Siten

a = —13(i+3j) + (31— j).




b) Ympyroiden keskipisteet ovat kolmion kulmanpuolitta-
jilla, ja kukin ympyroista sivuaa kahta kolmion puolittajaa.

Kunkin ympyran ja kolmion sivuamispisteen etaisyys kol-
mion lihimmaéstéd kirkipisteestd on rv/3 ja kolmion sivun
keskipisteestd = r. Téiten s = 2r + 2ry/3, josta saadaan

r 1 V3 -1

r.s = —

322\/§—|—2: 4

1984 Mddrita ympyrin x* + y*> = 1 ja paraabelin y = 2% + 1
yhteiset tangentit. (Syksy 9.)

Ratkaisu. Paraabelia y = 1 + 2% pisteessi (a,1 + a?) si-
vuavan tangentin kulmakerroin on 2a, joten suoraparvi

y—1—a®>=2a(x—a), ac€R
eli
200 —y+1—a>=0, a€R

sisaltaa kaikki ko. paraabelin tangentit ja vain ne. Valitaan
niistd ne, jotka sivuavat myos origokeskista yksikkoympy-
rdaa. Siis milld a:n arvoilla origon etédisyys parven suorasta
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1985

1986

on 17 Saamme yhtalon
-2
V1+4a2
joka nelidimélla (molemmat puolet positiivisia) sievenee muo-

toon a'—6a? = 0. Kysytyt a:n arvot ovat a = 0 ja a = ++/6.
Niitd vastaavat parven suorat ovat y = 1 jay = £22v/6—5.

a) Madritd yhtaloiden
1—z)=-10" @-o)"=10" @-2)"=1

reaalijuuret.

b) Missi suhteessa on sekoitettava vettd ja 5-prosenttista
suolalivosta, jotta saataisiin 3-prosenttista liuosta? (Syksy 1.)

Ratkaisu. a)
1-2)=-10"e1-2=-102c =101
-z =10M"es1l-2=410'2=09 V=11
l-2)=1sl-2z=12=0.

b) Sekoitetaan u yksikk6d 5-prosenttista linosta ja v yksik-
koa vetta, jolloin saadaan u+ v yksikkoa 3-prosenttista liu-
osta. Suolan maara on sama kummassakin linoksessa. Té-

ten
iu = i(u +v)
100 100 ’

mista seuraa 2u = 3v ja sekoitussuhde v : u =2 : 3.

a) Mddriti kiyrien y = €** ja y = e~ sekd suoran y = e
rajotttaman alueen ala.

b) Mddriti vektorien a ja b vilinen kulma, kun
la+0bl=|a—0b ja az#0#b.

(Syksy 4.)




Ratkaisu. a) Kayrit y = e** ja y = e ¢ leikkaavat koh-
dassa = 0. Suora y = e leikkaa kiyrin y = e** kohdassa,
r= % ja kayrdn y = e™* kohdassa x = —1. Kysytty ala

0 1
A = /1e—e*xdx+/02e—e2“’dsc
0 3
= /ex+e‘x+/eaz—%ezx
-1 0

= 0+1—(—e+e) +3e—te—(0—-1) =3

b) Jokaiselle vektorille u patee u-u = |u|?. Téten oletusyh-
talon nojalla:

la+b| = |a—Db|

la+b[* = |a—b|?
(a+b)-(a+b)=(a—Db)-(a—Db)
la|?> 4 |b|* + 2ab = |a|? + |b|* — 2ab
4da-b =0

a-b=0 < alb.
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Koska a # 0 ja b # 0, on Z(a,b) = 90°.

1987 Lentokone lahti Helsingista klo 7.00 paikkaan X, jossa kel-
lo talloin oli 5.00, ja palasi Helsinkiin samana pdivand klo
21.30. Paluumatkaan kului puoli tuntia enemman kuin me-
nomatkaan, ja perilla kone viipyi 2 tuntia. Kuinka paljon
kello oli X:ssd koneen lihtiessd paluumatkalle? (Syksy 2.)

Ratkaisu. Koneen ldhdosta sen paluuseen kului 14,5 tun-
tia. Tasta oli lentoaikaa 12,5 tuntia, joten menomatkaan
kului 6 tuntia ja paluumatkaan 6,5 tuntia. Lahto paikasta
X tapahtui siis klo 15.00 Suomen aikaa. Silloin paikassa X
kello oli 13.00.




