Ratkaisut vuosien 1958 — 1967 tehtaviin

1958

1959

Pyérdhtaessadan korkeusjanansa ympari tasakylkinen kolmio
muodostaa kartion, jonka tilavuus on A, ja pyordhtdiessdidan
kylkensa ympari kappaleen, jonka tilavuus on B. Laske kol-
mion huippukulma, kun B = 3A. (Syksy 9, lyhyt ja pitki.)

Ratkaisu. Merkinnét: kolmion kanta 2r, sitd vastaava kor-
keus h, kylki s, kyljen vastainen korkeus H ja kantakulma
a. Silloin

r . .
h=rtana, s= ja  H =2rsina.
cos
Siis
A= %7‘('7“3 tan a
ja

. r .
B = y7(2rsin o) = %m'?’ sin v tan av.
CoS (v

ja a = 48° 35 25”. (Katso kuvaa

B = 3A, joten sina = %

tehtavissa 1917K8.)

Pankki maksaa indeksitililla A olevalle talletukselle vuoden
kuluttua indeksilisia p % ja B-tililld vastaavasti p/2 %, jos
indeksi on vuoden aikana noussut p %. Kummallekin tilil-
le lisdtddan vuoden kuluttua 3,5 %:n korko. B-tili on vero-
vapaa. Kuinka monta prosenttia indeksin pitdisi vahintddan
nousta vuoden aikana, jotta A-tili olisi ainakin yhtd edul-
linen kuin B-tili tallettajalle, joka A-tililtd saamastaan in-
deksilisdstd ja korosta maksaa 30 % veroja? (Syksy 1, lyhyt ja
pitkd.)

Ratkaisu. Olkoon kummallakin tililla talletus 7" mk. Kun
verot ja indeksin nousu p% on otettu huomioon, on vuoden
kuluttua A-tililla
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1960

1961

ja B-tililla
100 2
+p/ T4 3,5
100 100
Epayhtalosta A > B seuraa p > 5,25, joten indeksin tulisi
nousta vahintaan 5,25%.

B = T.

Mdadrad a:lle ja b:lle sellaiset arvot, etta yhtaloryhmdalld

ar+y—1 = 0,
br —ay+2 =0

on useampia ratkaisuja x,y. (Syksy 10, pitkd.)

Ratkaisu. Yhtaloparilla on aareton maara ratkaisuja jos
kertoimet ja vakiot ovat verrannolliset, siis jos

a 1 -1
b —a 2’
eli a = 2, b = —4. Talloin jalkimmainen yhtalo saadaan

edellisesté kertomalla -2:1la ja yhtaloiden esittamat suorat
yhtyvat.

Olkoon c tasasivuisen kolmion sisddan piirretty ympyrd; sen
ulkopuolelle jaaviin kolmeen karkikuvioon piirretdaan kuhun-
kin ympyra, joka sivuaa c:td ja kahta kolmion sivua, ndiden
ulkopuolelle jaaviin kolmion kdrkikuvioihin vastaavanlaiset
ympyrat jne. loppumattomiin. Laske kaikkien ympyroiden
kokonaispinta-alan suhde kolmion pinta-alaan. (Syksy 2, pit-
ki.)

Ratkaisu. Olkoon kolmion sisdan piirretyn ympyran sa-
de 7. Silloin kolmion sivu on 2r+/3, sivua vastaan piirretty
korkeus on 3r, kolmiot ADEC" ja AABC' yhdenmuotoi-
set mittakaavassa 1 : 3. Ympyroiden O ja O, pinta-alojen
suhde on siis 1 : 9. Vastaavasti jokaisen seuraavan ympyran




pinta-alan suhde edelliseen on 1 : 9. Kaikkien ympyroiden
alojen summa on

Kolmion pinta-ala on 3v/3r? ja suhde on

1173
72

1962 Tusasivuisen kolmion ABC' kdrjet yhdistetddn ympdri piir-
retyn ympyrdin kaarella AC olevaan mielivaltaiseen pistee-
seen P. Osoita, ettdc PB = PA + PC. (Kevit 6 pitkd, lyhyt
opastuksella: Todistusta varten erota BP:sti jana BD = PA.)

~ 0,831.

Ratkaisul (lyhyt). Sovelletaan annettua vihjetté: erote-
taan BP:sta jana BD = PA. Kolmiot AAPC ja ABDC
ovat yhtenevit, silla BD = AP, kehdkulmat ZCBP ja
ZCAP ovat kaarta C'P vastaavina yhtasuuret ja BC =
AC'. Kehékulma ZAPC vastaa kahta kolmasosaa ympyran
kaaresta, joten sen suuruus on 120°. Siis ZBDC = 120°
ja ZCDP = 180° — 120° = 60°. Kehakulma ZC'PB vastaa
ympyriankehan kolmasosan kaarta, joten ZC'PD = 60°. Siis
ACDP on tasasivuinen, DP = DC' ja BP = BD + DC.
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1963

B\/A
Ratkaisu2 (pitkd). Ptolemaioksen lauseen mukaan jan-

nenelikulmion vastakkaisten sivujen tulojen summa on ne-
likulmion lavistajien tulo. Kuvion merkinnoin

BC-AP+ AB-PC = AC - PB.
Koska AB = BC = AC, seuraa tésta
AP+ PC = BP.
Sarjan ensimmdinen termi on kaksi kolmasosaa toisesta,
toinen kolme neljisosaa kolmannesta, kolmas nelji viides-

osaa neljinnestda jne. Sarjan n:s termi on w. llmaise n en-
simmdaisen termin summa n:n ja w:n avulla. (Kevit 2, pitkd.)

Ratkaisu. Merkitadn sarjan ensimmaista termia a:lla. Seu-
raavat ovat

3a 4a ba
2 ) 2 ) 2 ) ]
joten n:s termi
1 2
L - (ntba o 2u
2 n—+1

Sarja on aritmeettinen, silla kahden perdkkéisen termin
erotus on %a. Aritmeettisen sarjan n:s osasumma
atu n(n + 3)u
, slis s, = —/———.
2 2(n+1)

Sp, =N




1964 Nelioon ABCD on piirretty kolmio EFG siten, ettd kdr-
ki E on sivun CD keskipisteessd ja kdrjet F' ja G ovat A-
kulman kyljilld yhta etadlla A:sta. Miten suuri osa neliostd
on kolmio, kun sen ala on mahdollisimman suuri? (Syksy 6,
lyhyt.)

Ratkaisu. Merkitaén nelion sivua a:lla ja pisteiden F' ja G

etiisyyttéd karjestd A z:114. Nelion ala on a?.

nle

D 7 E C
a—x
G\ ala = y(z)
x
F
A x a—z B
Kolmion ala
y(z) = o® —32° — ta(a— ) — Ja(ia+ a — 2)
_ 3 1.2
= ZCLZC — 51' .
Derivaatan y'(z) = 2a — z nollakohta on x = 2a. Se on
maksimikohta, silld 3" (z) = —1 < 0. Suurin ala

Apax = y(%a) - %CLQ,

joten kysytty suhde on 9 : 32.
1965 Osoita, etta kdayrat
2 —2ay—a*=0 ja 224+2y—b*=0

leikkaavat toisensa kohtisuorasti (s.o. leikkauspisteisiin piir-
retyt tangentit ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan) kaikilla
a:n ja b:n samanmerkkisilla arvoilla. (Syksy 4, pitkd.)
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1966

Ratkaisu. Ratkaisemalla yhtalopari saadaan paraabelien
leikkauspisteiksi (+v/ab, (b — a)/2). Ne ovat reaaliset, kos-
ka a ja b ovat samanmerkkiset. Derivoimalla saadaan tan-
gentin kulmakerroin, ensimmaisesta yhtélosta y'(z) = z/a
ja toisesta y/(x) = —x/b. Kulmakertoimien tulo —2?/ab
leikkauspisteissé saadaan sijoitamalla x = ++v/ab, siis tulo
on —1.

Kartion karki on R-sdteisen pallon keskipisteessd ja poh-
jaympyra pallon pinnalla. Mddrdd kartion tilavuuden suu-
rin mahdollinen arvo. (Kevit?, lyhyt.)

Ratkaisu. Jos kartion korkeus on x ja pohjan sade r, niin

=

r? = R? — 22, joten kartion tilavuus

V(z) = %m“% = %x(R2—x2) = %(R%—x?’), 0<z<R.

Derivaatta
V'(z) = Z(R* — 32%).
Sen vilille [0, R] kuuluva nollakohta
R
Tg = —= Ja V”(SU()) = —6xy < 0,

V3

joten kyseessa on maksimikohta. Suurin tilavuus

Vmax — V(ZUO) = %WR?).
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1967 Ratkaise z yhtdalosta z — z = 1z + 4, missd © on imaginaa-
riyksikko ja z = x+1y ja z = x—1iy sekd x ja y reaalilukuja.
(Kevait 5, pitkd.)

Ratkaisu. Sijoittamalla z = x + iy ja Z = © — iy saadaan

z—z=1z+4
= r—iy—(v+iy) =i(zx —iy)+4
— “2w=ir+y+4
— 0+i(—2y)=(y+4)+ix
— y+4=0 ja z=-2y
<~ y=—-4 ja x=8.
Siis z = 8 — 4a.




