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Kertaus

Jatketaan aiempien kirjoitusten polynomiteemaa [6, 7,
8]. Laskuissa viitataan jakolaskuun, jonka algoritmi on
esitetty kirjoituksessa [6]. Lukijalta oletetaan, ettd hin
tietdd, mité tarkoittaa polynomien yhteen- ja kertolas-
ku.

Erinomainen kirja polynomeista kiinnostuneille on [3],
ja erityisesti tdmén kirjoituksen asioista 10ytyy lisédtie-
toa kirjasta [2]. wxMaxima, jonka avulla esimerkkeji voi
helposti laskea, on vapaasti saatavilla oleva symbolisen
laskennan ohjelmisto.!

My6s Sage on ilmainen ohjelmisto, jolla voi laskea seké
symbolisesti ettd numeerisesti [1].2 Jiljempénd olevat
tehtavit voi helposti laskea my6s Sagen avulla. Samoin
Wolfram Alphalla voi kitevisti laskea polynomeilla.3

Esimerkkeind on taas kaytetty matematiikkakilpailusi-
vun tehtivid.t

Epayhtialot

Aiemmissa kirjoituksissa on analysoitu polynomiyhté-
16ité, ja on havaittu, ettd muuttujien eliminointi, te-

Lhttps://wxmaxima-developers.github.io/wxmaxima/index.html
2https:/ /www.sagemath.org/index.html

3https:/ /www.wolframalpha.com/
4https://matematiikkakilpailut.fi/aiheet/

kijoihinjako ja jakolaskualgoritmi ovat tyokaluja, joi-
ta jatkuvasti on hyodyllista kayttda. Katsotaan tés-
sd epayhtaloita. Havaitaan, ettd jakolasku on edelleen
jopa yllattdvan hyodyllinen, mutta epayhtélotehtévat
johtavat my6s aivan uudenlaisiin ideoihin.

Koska tehtdvien polynomit ovat usein homogeenisia
ja/tal symmetrisid, niin palautetaan ensin mieleen, mi-
té néilla tarkoitetaan.

Funktio g on homogeeninen astetta k, jos pétee

gltxy, ... te,) =trg(ay, ..., z,).

Esimerkiksi jos x, y ja z ovat kolmion sivut ja A on
pinta-ala, niin selvésti

Altx, ty, tz) = 2 Az, vy, 2),

kun t > 0. A ei kuitenkaan ole polynomi, mutta kuten
kohta ni#hddin, niin A% on polynomi. Sen tiytyy siis
olla homogeeninen neljinnen asteen polynomi.

Geometrian tehtévit usein johtavat homogeenisiin po-
lynomeihin, koska klassisessa geometriassa ei ole mi-
tddn valittua skaalaa. Muistetaan my6s viime kerral-
ta [8], etta klassisen geometrian tehtivit voidaan aina
muotoilla polynomitehtévina.
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Tarkastellaan symmetriaa vain kahden ja kolmen | Heronin polynomin avulla ndhd&in, etté

muuttujan tapauksessa. Kahden muuttujan funktio f

on symmetrinen, jos f(z,y) = f(y, z). Kolmen muuttu- f= %(@2 +92+2%)% - 3hA)

jan tapauksessa tulee erilaisia symmetrian asteita. Ol- 4 4 A ) ) oo

koon f muuttujien z, v ja z funktio. Muuttujilla on =3 " +y +27) - (2" +y +27)

kuusi permutaatiota: = (22— )2+ (2 =22+ (2P - 2D >0.
(x,y,2), (z,2,9), (y,2,7) Selvéasti yhtdsuuruus pétee vain, jos © = y = 2. pAY
(y’m’ Z)’ (x7 Z7y)7 (Z’ y? :E)'

Madéritellddn nyt
(i) f on symmetrinen, jos

f(‘r7yaz) = f(z,x,y) = f(y,z,x) =
f(y,ac,z) = f(x,z7y) f(z,y,x).

(ii) f on syklisesti symmetrinen, jos
[ y,2) = f(z,2,y) = f(y, 2, 2).

My6s symmetriaa esiintyy usein geometrian tehtévissa,
koska tyypillisesti geometrisesti mielekkéat asiat eivét
voi riippua siitd, miten eri asioita, kuten kolmion sivu-
ja, nimetaan.

Esimerkki 1. Asken jo huomattiin, ettd A on homogee-
ninen; sen taytyy olla myds symmetrinen, koska pinta-
ala ei voi riippua siitd, miten sivut on nimetty. Edelleen
pinta-ala on nolla, jos x + y = z, joten polynomin

g=@+y—2)z+z-y)y+z—x)

tiytyy olla A%:n tekiji. Siis
A2 =c(z+y+2)g
jollekin ¢. Kutsutaan néin saatua polynomia Heronin
polynomiksi:®
ha=(z+y+2z)g

= 2(z%y? + 2222 + y22?) — ot — gt — 24

_ (332 _|_y2 + 22)2 _ 2($4 +y4 —|—Z4).
Koska tiedetdén, ettd A2 = 1/4, kun 2 = y = 1 ja

z = /2, niin ¢ = 1/16, joten A% = h,/16. Huomaa,
ettd ha ei ole positiivinen kaikilla muuttujien arvoil-
la. pAe
Esimerkki 2. Olkoot x, y ja z kolmion sivut ja A kol-
mion pinta-ala. Osoita, etta®

x> —|—y2 + 22 > 4/3A.

Taméa oli IMOn matematiikkakilpailuissa vuonna 61.
Matematiikkavalmennuksen 15. tehtéva kesalla 2022 oli
muuten sama, mutta vakion 4+/3 tilalla oli 6.

Shttps://www.wikiwand.com/en/Heron%27s_formula
STam4 tunnetaan Weitzenbickin epdyhtdlond.

Esimerkin ratkaisussa tuli ilmi erds tédrked strategia:
pyritddn kirjoittamaan polynomi summana, jonka jo-
kainen termi on jotenkin selvésti positiivinen. On osoit-
tautunut, etta tuo nelidllinen tapaus on niin térkea, et-
té sille on annettu oma nimi:

f on sos-polynomi (sum of squares), jos on olemassa
polynomit g; siten, ettd

Kéaytdnnon laskuissa on katevampi vélttda neliojuuria
ja kirjoittaa chj?, missa ¢; > 0.

Joskus epdyhtdlo ikddn kuin ratkeaa itsestddn, koska
annettu polynomi on valmiiksi neli6; esimerkiksi IMOn
2. tehtéavéssa vuonna 2008 piti osoittaa, etta

(x?y? = 3zy +x +y)*> > 0.

Samoin matematiikkavalmennuksen 16. tehtavisséd
syyskuussa 2022 piti osoittaa, ettdi h2 > 0, kun z, y
ja z ovat erisuuria, missa

h=ayz—(x+y—z)(+z—y)y+z—1).

Esa Vesalaisen tehtévikokoelmassa 20. tehtévissa puo-
lestaan piti osoittaa, etté

(2 — 2z —1)(2* — 2)(2x — 1)® > 0,

kun 0 < z < 1. Tietenkin nidmé& kaikki tehtdvét oli
muotoiltu niin, ettei ratkaisua heti ndhnyt.

Epéayhtélotehtdvissd on usein joitain lisdrajoituksia.
Esimerkiksi voitaisiin haluta osoittaa, ettd f > 0, kun
lisdksi oletetaan, ettd g1 = 0 ja/tai go > 0. Téssd ta-
pauksessa strategiana olisi etsid esitysmuotoa

f=r+aqg + qg. (1)

Jos r > 0 ja g2 > 0, niin tdma todistaa viitteen. Huo-
maa, ettd tavallaan r on jakojdénnds ja g; ovat osa-
méirid, joten varmaankin jakolaskualgoritmi on téssa
hy6dyllinen.
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Esimerkki 3. Osoitetaan ideaa (1) kiyttden, ettd
h=ays— (@ +y—2)e+z—y)y+z—2) >0,

kun x >0,y > 0jaz > 0.7 Koska h on selvisti sym-
metrinen, voidaan olettaa, ettd z > = > y. Jaetaan
ensin polynomilla z — x:

h=q(z—x)+ylz—y)>,
g=z(z—y) - (x -y

Jakojddnnds on positiivinen; jaetaan sitten osamaira
polynomilla z — y:

¢=W+z—z)(z—y) +2(z -
Siis osamaéérékin on positiivinen, joten h > 0.

Jos z, y ja z ovat jonkin kolmion sivujen pituuksia,
niin jakamalla polynomilla g = (z — z)(z — y) saadaan
yhdella jakolaskulla

h:zg+(x—y)2(x+yfz)>0

Toisaalta taméan voi todistaa tavallaan ilman mitddn
laskuja jérjestdmalld h:n termit uudelleen:

h=(z-2)(2(z —y) —z(z —y) +y(z —y)(z — y).
Selvasti h > 0, kun z > = > y.

Tamén avulla voidaan ratkaista pohjoismaitten mate-
matiikkakilpailuissa vuonna 2004 ollut geometrian teh-
tava. Siind piti osoittaa, ettd jos x, y ja z ovat kolmion
sivut ja r on kolmion kérkien kautta kulkevan ympyran
séde, niin

f=(@+y+2)r?—ayz>0.
Muistetaan geometriasta, ettd®

4Ar = zyz,

missé A on kolmion pinta-ala. Kéytetdan taas Heronin
polynomia h,4 ja sitd, ettd hy > 0, kun z, y ja z on
kolmion sivut. Tastd saadaan

haf = J:yz((x+y+z)xyz— hA)
=zyz(x +y+ z)h > 0.

Epayhtélo h > 0 ratkaisee myds IMOn toisen tehtédvén
vuodelta 2000 ja pohjoismaisen matematiikkakilpailun
toisen tehtdvan vuodelta 2005. PAY

Esimerkki 4. IMOn tehtdava vuodelta 1983. Oletetaan,
ettd x, y ja z ovat kolmion sivut; osoita, etté

f=ya?(@—y)+ 27y —2) + 22 (z —2) > 0. (2)

f on syklisesti symmetrinen, joten riittda tarkastella
kahta tapausta: (i) z >z >y ja (ii) y > = > 2.

Tapauksessa (i) jaetaan kiyttamalld tuttua polynomia
g=(z—2)(z—y):
2

f=(@z+ylr—y))g+azylr—y)~

Taméa on selvésti positiivinen. Téssé ei siis tarvittu si-
ta tietoa, ettd kyseessd on kolmion sivut. Tapauksessa
(ii) jaetaan polynomilla z + z — y, jolloin saadaan

f=qlz+z—y) +2z(y —z)>

Siis jakojadnnds on positiivinen. Jaetaan sitten osa-
madara polynomilla x — z, mistd saadaan

¢=(yly —2) +a(x —2))(x—2) +a(y —2)* 20,
joten f > 0 téssdkin tapauksessa. PAd

Esimerkki 5. Pohjoismaitten matematiikkakilpailuissa
vuonna 1987 piti osoittaa, etta

=2yt + 922" + 220" — zyz(ay? +y2® 4 22%) >0,

kun muuttujat ovat positiivisia. f on syklisesti sym-
metrinen, joten periaatteessa pitéisi tarkastella kahta
tapausta: (1) z > = > y ja (2) z > y > x. Kuitenkin
molemmissa tapauksissa ongelma ratkeaa, kun jaetaan
polynomilla g = (z — z)(z — y):

f=q9+m,

q=y*2(z+y) +y* — 2y + a2,

r=(z—y)>*y? +ay+2?)(yz +az — ay).
Selvasti ¢ > 0 ja r > 0.

My6s IMOn 4. tehtéva vuodelta 1963, Baltian tie kil-
pailun 5. tehtdvd vuodelta 1991 ja Vesalaisen tehté-
vat 17, 27, 28 ja 49 ratkeavat jakamalla polynomilla

g=(-2)(z-y)

f voidaan symmetrisoida sijoituksella 3 = zy?, 9> =

yz? ja 23 = zx?, jolloin saadaan symmetrinen polynomi

F=a%+95+2° — 292(2° + 9° + 2%).
Vesalaisen tehtavéssa 27 puolestaan piti osoittaa, etta
fo=at+yt + 24 —ayz(z+y+2)>0.

Itse asiassa f ja fo ovat sos-polynomeja, joten ne ovat
positiivisia kaikilla arvoilla. Katsotaan tata kohta. ¥

Tuntuu silté, ettd yleispolynomi g = (z —x)(z — y) rat-
kaisee monet ongelmat. Tama oli minullekin yllétys:
ajattelin, ettd laskemalla kuten kaavassa (1) voisi rat-
kaista joitain tehtévid; kuten edelld ndhtiin, niin osoit-
tautui kuitenkin, ettd monet kilpailutehtavét ratkea-
vat ndin. Liséksi ei ollut mitenkaén vaikea keksid mil-
14 polynomilla jakaa; pdinvastoin voisi sanoa, ettd nuo

"Taméi on erikoistapaus Schurin epdyhtdldstd: https://www.wikiwand.com/en/Schur%27s_inequality

8https://www.wikiwand.com/en/Circumscribed_circle
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kéytetyt polynomit ovat sellaisia, mitkd ensimméisend
tulevat mieleen.

Paallisin puolin ei néytd olevan mitadn selkedd syyta
sille, ettd jakojdannos ja osamééri osoittautuivat posi-
tiiviseksi. Periaatteessahan voisi yhtd hyvin kayda, etta
osaméérad (jakojaannos) on sopivasti positiivinen, kun
jakojadnnos (osaméérd) on negativiinen. Jos siis 14h-
tee laskemaan kéyttden jakolaskua ja yhtéaloa (1), niin
tietddkseni ei ole mitddn lausetta tai edes jotain ideaa,
miksi tdmé valttamatta johtaisi ratkaisuun. Kuitenkin
nédin tuntuu usein kdyvéin, enkd osaa edes muotoilla
tasmallisesti, miké lause tassé pitéisi todistaa.

Luonnollisesti ideaa (1) voidaan systemaattisesti sovel-
taa; tdtd on tarkemmin kuvattu kirjassa [2, section 3.4].

Epayhtilot ja optimointi

Jos halutaan osoittaa, ettd f > 0 joko koko avaruudes-
sa tai jossain sen osajoukossa, niin tdméhén on oikeas-
taan optimointitehtévé, koska halutaan osoittaa, etta
fm minimi on einegatiivinen halutussa joukossa. Otta-
malla sitten kdyttoon tietyt differentiaalilaskennan tyo-
kalut tehtévé voidaan joskus néppérésti ratkaista tatéa
kautta. Tietenkin kilpailutehtévissd tehtévit on muo-
toiltu niin, ettéd ne ratkeavat muutenkin, mutta yleisesti
ottaen kannattaa muistaa tdmékin nédkokulma. Jatan-
kin harjoitustehtéavksi seuraavan:

Olkoon h esimerkissd 3 ollut polynomi. Osoita dif-
ferentiaalilaskennan avulla, ettd h > 0, kun = > 0,
y > 0 ja z > 0. Ohje: kiyta hyvéaksi sita, ettd h on
homogeeninen.

SOS-polynomit

Palataan sitten algebrallisiin menetelmiin ja tarkastel-
laan tassd vain tapausta, jossa haluttaisiin osoittaa, et-
td polynomi f > 0 kaikilla muuttujien arvoilla. Erés
idea olisi etsid f:lle sos-esitystd. Mutta onko jokai-
nen positiivinen polynomi sos-polynomi? Valitettavasti
néin ei ole kuin muutamassa tapauksessa.

Lause 1. Olkoon n polynomin muuttujien mdadrd ja d
polynomin aste. Positiiviset polynomit ovat aina sos-
polynomeja vain seuraavissa tapauksissa:

(i) n =1 ja d on mielivaltainen parillinen luku,

(ii) d = 2 ja n mielivaltainen,

(i) n =2 ja d =4.

Kohdat (i) ja (ii) ovat varsin selkeitd tapauksia. Katso-

taan kohta (i) téssd esimerkin avulla ja palataan koh-
taan (ii) myohemmin.

Esimerkki 6. Jos f on positiivinen yhden muuttujan
polynomi, jolla on vain reaalisia nollakohtia, niin se on
jo valmiiksi neli6. Katsotaan siis vain kompleksinen ta-
paus esimerkin avulla. Muistetaan identiteetti

(a® +0)(c? + d?) = (ac + bd)? + (ad — bc)®.  (3)
Tédmén avulla saadaan

f =t 4+ 623 + 392% + 66 + 58
= (2% + 2z + 2)(2? + 42 + 29)
= ((z+1)? +1)((z +2)* + 25)
= (2% 4+ 3z +7)% + (4 + 3)°.

Siis soveltamalla identiteettid (3) rekursiivisesti néh-
déén, ettd mikéd tahansa positiivinen yhden muuttujan
polynomi voidaan esittda korkeintaan kahden polyno-
min nelién summana.® PAY

Sen sijaan lauseen kohta (iii), ja se, ettd ndmé todella
ovat ainoat tapaukset, ei ole mitenkédan selvia. Hilbert
todisti tdmén 1800-luvun lopussa, mutta konkreettinen
esimerkki positiivisesta polynomista, joka ei ole sos-
polynomi 16ydettiin vasta paljon myohemmin. Helpoin
esimerkki 16ytyy tapauksessa n = 2 ja d = 6; tdma on
kuuluisa Motzkinin polynomi:

fm =ty + 2%y* — 3222 + 1. (4)

Katsotaan kohta, miksi tdmé& ei voi olla sos-polynomi,
ja osoitetaan sitten, ettd f,,, > 0 kuitenkin pétee.

Vaikka siis kaikki positiiviset polynomit eivét ole sos-
polynomeja, niin tilanne on kuitenkin parempi kuin
tuon lauseen perusteella voisi kuvitella. Katsotaan kui-
tenkin ensin, miten sos-esitysmuotoa voisi systemaatti-
sesti etsia.

Esimerkki 7. Askeisessi esimerkissi polynomin
f=a*+ 62> + 3922 + 662 + 58

sos-muoto 10ydettiin, koska nollakohdat tunnettiin.
Tyypillisesti nollakohtia ei tunneta, joten miten silloin
voisi edeta? Téssd tarvitaan joitain matriisilaskun ka-
sitteitd ja merkintdja, jotka on esitelty kirjoituksen lo-
pussa.

Jos f=>" y qu, niin g;:t ovat toisen asteen polynomeja.
Olkoot v = (1, z,2?) ja A symmetrinen 3 x 3 matriisi.
Yritetddn esittdd f muodossa

f = (v, Av).

Koska A:ssa on 6 vapaata parametria ja f:ssd on 5 ker-
rointa, niin voisi kuvitella, ettd yksi parametri voidaan

9Tissé on yhdistetty kahta hyvin yleisesti kiytettys todistustekniikkaa: proof by example ja proof by omission.

https://www.math.utah.edu/~cherk/mathjokes.html
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valita vapaasti. Kertomalla auki ja vertaamalla kertoi-
mia ndhdadnkin, etté

58 33 (39—c)/2
A= 33 c 3
(39-c)/2 3 1

Nyt pitaisi valita ¢ siten, ettd A olisi psd (positiivise-
midefiniitti). Lauseen 2 ja kriteerin (6) perusteella on
jarkevéia valita parametri niin, ettéd lavistdjaalkiot oli-
sivat mahdollisimman isoja ja lavistdjan ulkopuoliset
alkiot itseisarvoltaan mahdollisimman pienid. Tuntuisi
siis luonnolliselta kokeilla arvoa ¢ = 39.1° Saadaan siis

58 33 0
A=133 39 3
0 3 1

Lasketaan sitten A:n LDL-hajotelma A = LDLT (mé#é-
ritelmé 1 ja lause 3). Taméan voi laskea Sagessa seuraa-
vasti. Ensin méaritellédén

A = matrix(QQ, [[58,33,0],[33,39,3],[0,3,1]])
Tamaéan jalkeen hajotelma saadaan komennolla
[P,L,D] = A.block_ldIt()

missa P, L ja D ovat kuten lauseessa 3. Tama antaa
P =1, D =diag(58,1173/58,217/391) ja

1 0 0
L=1|3358 1 0
0  58/391 1

MATLABISSA!! sama hajotelma saadaan numeerisesti
komennoilla

A = [58,33,0;33,39,3;0,3,1]
[L.D,P] = IdI(A)

Miiritellisin nyt LTv = ¢, minki jilkeen

f = (v, Av) = (v, LDL"v)
= (L"v, DL"v) = 58q1 + 532 ¢} + 351 43

=58(1 + 332/58)% + LT3 (2 — 5827 /391)2 + 2T 24,

Kolmas yhtdsuuruus seuraa siis kaavasta (5). Huoma-
taan, ettd saatiin aivan erilainen sos-muoto kuin &as-
ken. Tamaé onkin tyypillistd: sos-esitys ei ole yksikésit-
teinen. PA

Téassé jo ndhtiin, miten sos-esitysté voisi etsia yleisessa
tapauksessas:

1. Laitetaan tarvittavat monomit vektoriin v.

2. Esitetdan annettu polynomi f muodossa
f= (v, Av),

missé A on symmetrinen.

3. Tyypillisesti joitain A:n alkioita voi valita vapaasti.
Pyritdén valitsemaan ndmé siten, ettd A on psd.

4. Lasketaan LDL-hajotelma A = LDL” ja asetetaan
g = LTv. T4std saadaan

f= Zdn(ﬁ

Jos A on psd, niin d;; > 0.

Tamén avulla voidaankin helposti todistaa &skeisen
lauseen kohta (ii). Jos x = (x1,...,2,) ja f on muuttu-
jlen z; toisen asteen homogeeninen polynomi, niin on
olemassa symmetrinen A siten, ettd f = (z, Az). Jos
f >0, niin A on psd ja sos-muoto saadaan kuten yll&
kohdassa 4.

Newton ja Motzkin

Askeisen menetelmén kohdassa 1 puhuttiin tarvittavis-
ta monomeista. Jos f on vaikkapa 8. asteen polynomi,
niin yleisesti ottaen polynomit g; ovat yleisid 4. asteen
polynomeja. Jos muuttujia on n, niin astetta d olevas-
sa polynomissa on (") eri monomia, joten monomien
maédara kasvaa varsin nopeasti seké d:n ettd n:n suhteen.
Joskus kuitenkin parjatdan paljon pienemmaélld maa-
ralld. Katsotaan tdma vain kahden muuttujan tapauk-
sessa, mutta idea yleistyy sellaisenaan n:n muuttujan

tapaukseen.

Liitetdin monomiin 2'y* tason piste (i, k). Kahden
muuttujan polynomiin f voidaan siis liittaé pisteet kai-
kista sen monomeista, ja Newtonin monikulmio N(f)
on pienin konveksi monikulmio, joka siséltda kaikki f:n
monomien pisteet. Jos nyt g on jokin toinen polynomi,
niin voidaan osoittaa, etta

N(fg) = N(f) +N(g).

Oikealla puolella olevaa summaa sanotaan Minkowskin
summaksi. Jos siis A, B C R™, niin naitten Minkowskin
summa on

A+B:{p€R"|p:a—l—b, aeA,beB}.
Tata hyviksi kdyttden voidaan edelleen osoittaa, etta
jos f =3, 47, niin

1
Ng;) € §N(f)~

Osoitetaan tdmén avulla, ettd Motzkinin polynomi (4)
ei ole sos-polynomi.

Kuvassa 1 on N (f,,) ja sen "puolikas”. Jos siis patisi,
ettd fr, = ; q]2», niin g; olisi muotoa

2 2
qj = Cj,0 + Cj1TY + Cj 227y + ¢ 3TY".

10J4t4n harjoitustehtéviksi sen tutkimisen mitd tapahtuu, kun ¢ = 25 tai ¢ = 45, ja miksi ndma arvot ovat mielenkiintoisia.

M https://se.mathworks.com /help/matlab/ref/Idl.html
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Huomaa, ettd g; on kolmannen asteen polynomi, jo-
ten periaatteessa siind voisi olla 10 monomia ja siis 10
tuntematonta kerrointa. Newtonin monikulmion avulla
kertoimien ja monomien méara voidaan rajoittaa nel-
jaan, mikd on huomattava yksinkertaistus.

Mutta jos g; on edelld olevaa muotoa, niin
qJQ- = ilxzyQ + ...,

mutta toisaalta f,, = —3x2y? + ..., joten yhtdsuuruus
on mahdoton.

4 A
5L

2 ° . >
! ° °

I |

Kuva 1: Motzkinin polynomin Newtonin monikulmio.

Kun Hilbert oli osoittanut, ettéd yleensé positiiviset po-
lynomit eivat ole sos-polynomeja, hén pohti, voisivatko
kaikki positiiviset polynomit olla rationaalifunktioitten
nelioita. Hilbert selvésti piti tdtd mielenkiintoisena ky-
symyksené, koska tdmaé oli 17. ongelma, jonka hén esit-
ti kuuluisassa esitelméssidin vuonna 1900.'2 Parikym-
mentd vuotta my6hemmin Artin osoitti, ettd sopivat
rationaalifunktiot aina 16ytyy. Artinin tulos voidaan
muotoilla seuraavasti:

Jos f > 0, niin on olemassa sos-polynomi ¢ siten,
ettd ¢ f on sos-polynomi.

Artinin lauseen takia siis sos-tekniikat ovat paljon hyo6-
dyllisempié kuin lauseen 1 perusteella voisi kuvitella.
Nyt voitaisiinkin yrittdd etsid jotain sos-polynomia ¢
siten, ettd qf,, olisi sos-polynomi. Jos téillainen ¢ 16y-
tyy, niin tdstdhén tietysti seuraa, ettd f,,, > 0.

Nyt osoittautuu, ettd riittdaa valita ¢ = 22 +y2. Olkoon
siis f = (22 + y?) fm. Kuvassa 2 on esitetty vastaavat
Newtonin monikulmiot; tarvitaan siis monomivektori

v = (z,y,zy, 2%y, zy?, 2%y, 2*y*, xy”).

Huomaa, etté ilman Newtonin monikulmiota voisi luul-
la, ettd monomivektoriin pitdé laittaa kaikki (2) =15
komponenttia.

12https://en.wikipedia.org/wiki/Hilbert%27s_problems
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Kuva 2: Polynomia f,, vastaava Newtonin monikulmio.

Yritetddn nyt etsii symmetrinen A € R3%8 siten, etti
fm = (v, Av).

Periaatteessa A:ssa on 36 vapaata parametria. Sym-
metrian avulla voidaan kuitenkin heti pienentdd para-
metrien maardad. Olkoon

0= (y,z, 2y, e, ya?, yPe, 2%y?, ya®).
Koska f, ja siis fm ovat symmetrisia, niin taytyy patea
(v, Av) = (v, AD).

Toisaalta © = Pv, missé

OO DD OO O
O OO OO OO
OO O OO+ OO
[ NeNel e NN Nl
OO OO O OO
_ O OO oo oo
O OO OO oo
[=Nel o NeNeNoNe]

Siispé kaavan (5) perusteella
(9, AD) = (Pv, APv) = (v, PT APv)
= (v, PAPv) = (v, Av).

Taytyy siis patea, ettd A = PAP. Vertaamalla matrii-
seja ndhdéédn, ettd on endd 21 vapaata parametria:

ai1 a2 @13 a4 a1z Qaie A17 418
a12 a1 @13 Aais G4 Qaig A7 Q16
a1z a3 asz az4 az4 a3 a37 G36
A= A14 Q15 A34 Q44 Q45 Q46 Q47 A48
a15 Q14 Aa34 Q45 Q44 Q48 Q47 Q46
a1 A18 A36 A46 A48 (g6 A7 068
ai7 Qiy Aagy Q47 Q47 Gg7 Q77 A7
aig aie a3 A48 A46 A8 A7 066
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Yhtalostd f, = (v, Av) saadaan periaatteessa 24 ehtoa,
koska Newtonin monikulmiossa N(f,,) on 24 monomia
vastaavaa pistettd. Symmetrian takia saadaan kuiten-
kin vain 14 riippumatonta yhtélod. Kun vain kertoo
kaikki auki, niin havaitaan, ettd yhtédlot ovat lineaa-
risia ja vielapa hyvin yksinkertaisia. Kun ratkaistaan
namé yhtalot, niin jaljelle jaa viela 7 parametria:

A= (A1 : Az),

1 0 0 0
—ass
0 1 0
4
0 0 ass —aj7 — aig
—a
0 2 —ai7 —aig (44
Ay = | —as3 0 ,
—a17 — @18 —asy
—Aa44 3
- = 0
a1 9 2
air a7 asz aq7
—Aa44 3
ag 0 5 "3 —ayq7
—ass
0
1 air aig
0 aig air 0
—a44 3 —a44 3
—a17 — a18 B) - B asr B) - 5
A, — —asy 0 a7 —ay7
Q44 —Qaa7 a47 0
ary
—Qy7 1 0 1— 7
Q47 0 arr 0
ary
0 1—— 0 1
2

Nyt muistetaan lause 2 ja pyritdédn laittamaan lavis-
tdjan ulkopuoliset parametrit nollaksi, ja lavistdjdal-
kiot mahdollisimman isoiksi. Heti ndhd&én, ettd voi-
daan asettaa a17 = a18 = agy = aqry = 0. Taman jal-
keen 7. rivilld on enéé vain a7, joten valitaan sekin nol-
laksi. Nyt A:n ensimméinen rivi toteuttaa ehdon (6),
jos ass < 4, joten valitaan ags = 4. Lopuksi ehto (6)
patee neljannella rivilla, jos a4q > 1, ja kolmannella
rivilla, jos 0 < ayqq < 1 joten valitaan aqq = 1, jolloin

1P 0 o0 0 -1 0 0 O

0 1 0o -1 0 0 0 O
o 0 4 0 0 -2 0 =2
A 0 -1 0 1 0O 0 0 0
-1 0 0 O 1 0 0 O
0o 0 -2 0 O 1 0 1
o o0 0 0 o 0 0 0
0o 0 -2 0 O 1 0 1

Kun nyt lasketaan hajotelma A = LDL”, niin huo-
mataan, ettd D:ssd on vain kolme nollasta poikkeavaa

alkiota: dy; = doo = 1 ja d3z3 = 4. Kun merkitdén
q = L"v, niin voidaan lopulta kirjoittaa

fn = @+ 9% fn = & + 65 + 443,

¢ =y(l —a?),

g = x(1—y?),

g3 = wy(2® +y* —2)/2.

FEsimerkk: 8. Esimerkissd 4 mainitussa Vesalaisen teh-
tavissa 27 piti osoittaa, ettéd

fo=at+yt + 24 —ayz(z+y+2) >0.

Néaytetaan, ettd tdma on sos-polynomi. Kyseessé on ho-
mogeeninen neljinnen asteen polynomi, joten tarvitaan
monomivektori

— 2 2 2
V= (x S XY, T2, Y, Y2, 2 )

Newtonin monikulmion avulla ndhdéin, ettd kaikkia
niitd monomeja saatetaan tarvita. Nyt yhtdlossa fo =
(v, Agv) on periaatteessa 21 parametria, mutta sym-
metrian perusteella jéljelle jad vain 6 parametria:

Ch €1 €1 C2 C3 C2
C1 €4 C5 C1 C5 C3
Ci C5 €4 C3 C5 (1
Ca C1 C3 Cp C1 C2
€3 C C5 C1 C4 C
Ca €3 C1 C2 C1 O

A

Téamén jalkeen yhtalo fo = (v, Agv) kiinnittad 4 para-
metria, mistd saadaan Ay =

1 0 0 —674 C3 —%
0 C4 —%—63 0 —%—03 C3

0 —%—Cg Cq C3 —%—Cg 0
—< 0 c3 1 0 —%
c3 7%703 7%703 0 Cy4 0
-4 s 0 -5 0 1

Lopuksi valitaan lauseen 2 perusteella ¢4 = 1 ja c3 =0,
jolloin Ag on psd:

1 0o o -+ 0o -1
o 1 -+ 0o -1 o0
e R
2 2
0o -+ -+ 0o 1 o0
-3 0 0 -+ 0 1

Sitten lasketaan Ay = LDL”, ja havaitaan, ettd D:ssi
on 4 nollasta poikkeavaa alkiota, misté lopulta saadaan

fo=di+di+3d+ 14,
@ =2 —y?)2 - 2%/2,

G =xy —xz/2 —yz/2,

a3 =2(y — 2),

Q4=y2—22-
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Aivan samoin voidaan osoittaa, etté esimerkissé 3 ollut
polynomi

fr=a®+4° + 2% —ayz(a® + 47 + 2°)
on sos-polynomi. Nyt tarvitaan monomivektori:

3,2 2 2
V= (x YUY, T2, XY, LYZ,

2 .3 .2 2 .3
TZ5Y Y 2 Yz, 2 )

Yhtalon f; = (v, Ajv) matriisilla A; on periaattees-
sa 55 vapaata parametria, mutta symmetrian perus-
teella parametrien méaéra onkin vain 13. Yhtdsuuruus
f1 = (v, Ajv) kiinnittdd 7 parametria. Loput 6 para-
metria valitaan taas lauseen 2 mukaisesti. Kun vali-
taan lavistdjan ulkopuolella kaikki mahdolliset para-
metrit nolliksi, niin huomataan, ettid ehto (6) on voi-
massa. Kun sitten lasketaan A; = LDL”, niin nih-
déan, ettd D:n lavistdjalla on 8 nollasta poikkeavaa al-
kiota, joten f; voidaan esittdd kahdeksan polynomin
nelion summana. PA

Lopuksi

Sos-tekniikat eivit selvistikddn sovellu késin lasken-
taan, mutta ylld olevat laskut olivat helppoja sopivaa
ohjelmaa kéyttden. Tarvittiin vain matriisien kertolas-
kua ja yksinkertaisten lineaaristen yhtéloitten ratkai-
sua. Lisédksi tietysti piti laskea LDL-hajotelma. Monis-
sa sos-sovelluksissa on kuitenkin valttdmatonta kayt-
td4 numeerisia menetelmia. Téhan on olemassa MAT-
LABIIN tehty paketti sostools [5].

Matriisit

Olkoot & = (x1,...
toreita ja asetetaan

JTn) jay = (Y1,---,yn) € R™ vek-

() =251 + - + Tnn-
Neliomatriisi A on

aill N A1n,
A=

an1

e RTLXTL

ann

Matriisi maarittaa lineaarikuvauksen, kun méaaritellaan
matriisin ja vektorin kertolasku:

A: R - R,

n
y:AJ? — Y :Zaija:j.
j=1

Matriisin A transpoosi AT saadaan, kun indeksointia
vaihdetaan: siis jos A = (aij), niin AT = (aji). On
helppo tarkistaa, etté

(Az,y) = (2, ATy). ()

Matriisien A ja B kertolasku mééritellddn seuraavasti:
n
C =BA — Cij = Z bizafj.
=1

Huomaa, ettd yleensd AB # BA. Seuraavat matriisi-
luokat ovat téssa oleellisia:

1. A on lavistédjamatriisi, jos a;; = 0 kun ¢ # j. Yksik-
komatriisi I on sellainen lavistajamatriisi, jossa 1a-
vistdjdalkiot ovat ykkosid. Huomaa, ettd Al = [A =
A kaikille A. Jos lavistdjaalkiot ovat dy, ..., d,, niin
voidaan merkitd D = diag(ds,...,d,).

2. A on alakolmiomatriisi, jos a;; = 0, kun ¢ < j.
3. A on symmetrinen, jos A = AT.

4. Symmetrinen matriisi A on psd (positiivisemidefi-
niitti), jos

(x,Az) >0 kaikilla z € R™.

5. P on permutaatiomatriisi, jos jokaisella P:n rivilla
ja sarakkeella on yksi alkio ykkonen ja muut alkiot
nollia.'3

Olkoon sitten e; vektori, jonka j:s komponentti on 1 ja
muut nollia; talléin

<Ej,Ae]‘> = Qjj-
Saadaan siis valttadméton ehto:
jos A on psd, niin aj; > 0 kaikilla j.

Tama ei kuitenkaan ole riittdva ehto. Tarkastelemalla
2 x 2 tapausta saadaan kuitenkin lisda kétevia valtta-
mattomia ehtoja:

Jos A on psd, niin ajjare — a3, > 0 kaikilla j ja k.
Erityisesti jos arr = 0, niin a;; = 0 kaikilla 7.

Oletetaan sitten, etté seuraava ehto pétee kaikilla j:

aj; >y |ag)- (6)

i#j

T&lloin on tapana sanoa, ettd A on ldvistdjavaltainen
(diagonally dominant). Voidaan osoittaa:

Lause 2. A on psd, jos ehto (6) pdtee.

13Shakin pelaajat huomaavat, ettd jokainen 8 x 8 permutaatiomatriisi vastaa yhté torniongelman ratkaisua. Torniongelmalla on siis
8! = 40320 ratkaisua. Harjoitustehtévéksi jatdn sen pohtimisen, kuinka monta oleellisesti erilaista ratkaisua on, ja miten oleellinen

erilaisuus pitdisi méaritella.
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Tamaé ehto ei puolestaan ole valttaméaton. Erds tunnet-
tu esimerkki on Hilbertin matriisi H, jonka alkiot ovat
hij = 1/(i4+j—1). Baltian tie -matematiikkakilpailuissa
vuonna 1990 piti osoittaa, ettd H on psd.'* Olkoot

g=cot+cz+--+cpa”

jac=(co,...,cn). Nyt selvisti

1
(c,Hc) :/ g*dx > 0.
0

Ehto (6) on silti erittdin hyodyllinen, koska se on niin
helppo tarkistaa.

Tarvitaan vielé

Maéritelma 1. Olkoon A on symmetrinen. A:n LDL-
hajotelma on

A=LDL",
missi D on lavistajamatriisi ja L on alakolmiomatriisi,
ja lisdksi l;; = 1 kaikilla 3.

Kaikilla symmetrisilld matriiseilla ei ihan ole juuri tal-
laista LDL-hajotelmaa. Yleisesti ottaen voidaan osoit-
taa:

Lause 3. Jos A on symmeltrinen, niin on olemassa P,
L ja D siten, ettd

PTAP =LDLT,

missd P on permutaatiomatriisi ja L on alakolmiomat-
riisi, ja lisiksi l;; = 1 kaikilla i. D on lohkoldvistdja-
matriisi, jossa lohkot ovat joko 1 X 1 tai 2 x 2.

Tarkka muotoilu 16ytyy Highamin kirjasta [4]. Vaik-
ka kirjan nimessé on numerical algorithms, niin LDL-
hajotelma on (my6s) symbolinen algoritmi siin& mieles-
sé, ettd jos A:n alkiot ovat rationaalilukuja, niin myos
L:n ja D:n alkiot ovat rationaalilukuja.

Tata yleistysta ei tdssa kirjoituksessa tarvita, vaan kai-
kissa esimerkeissd D on lavistdjamatriisi ja P on yksik-
komatriisi.
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MHilbertin matriisi on erikoistapaus Gramin matriisista, jotka ovat aina psd. https://en.wikipedia.org/wiki/Gram_matrix
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