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Kiehtovaa matematiikkaa, Cauchyn funktionaaliyhtalo

Lasse Pantsar

Additiivisuus ja lineaarisuus

Maaritelma 1: Funktio f: R — R on additiivinen, jos
se toteuttaa Cauchyn funktionaaliyhtilon

flz+y) = flx)+ fy) (1)
kaikilla z € R ja kaikilla y € R.
Helposti voidaan todistaa
Lause 1: Jos funktio f: R — R on additiivinen, on
flqz) = qf (z) (2)
kaikilla ¢ € Q ja kaikilla z € R.

Jokaisella additiivisella funktiolla f on siis ominaisuus
(2), mutta toteutuuko yhtdlo f(rx) = rf(x) kaikille
additiivisille funktioille f ja kaikille reaaliluvuille r ja
x? Tamén selvittdmiseksi otetaan kayttoon lineaarisen
funktion késite.

Maéritelma 2: Funktio f: R — R on lineaarinen, jos
on olemassa c € R siten, ettd

f(x) = cx 3)
kaikilla z € R.
Nyt voidaan todistaa:
Lause 2: Funktio f: R — R on lineaarinen, jos ja vain

jos

flrz) =rf(z) (4)

kaikilla r» € R ja kaikilla z € R.

Termi lineaarinen tulee siité, etta tallaisen funktion ku-
vaaja on origon kautta kulkeva suora.

Maaritelmasta seuraa valittémasti

Lause 3: Jokainen lineaarinen funktio f: R — R on
additiivinen.

Mutta onko jokainen additiivinen funktio lineaarinen?
Jaljempénd osoitetaan, ettd ei ole. Mutta sitd ennen
tutustutaan vahéan téllaisen additiivisen ei-lineaarisen
funktion ominaisuuksiin.

Additiivisen ei-lineaarisen funktion omi-
naisuuksia

Lause 4: Jos funktio f: R — R on additiivinen ja ei-
lineaarinen, sen kuvaaja on tihed koko tasossa.

Lause "kuvaaja on tihed koko tasossa” tarkoittaa, et-
td tason R? jokaiselle pisteelle (a,b) ja jokaiselle posi-
tiiviselle reaaliluvulle r on olemassa x € R siten, ettéd
funktion f kuvaajan pisteen (z, f(x)) etdisyys pisteestéd
(a,b)

d=/(z—a)? + (f(z) — )2
on pienempi kuin 7.
Lauseen 4 todistus: Valitaan mielivaltainen tason piste

(a,b) ja mielivaltainen positiivinen reaaliluku 7 ja ole-
tetaan, ettd funktio f on additiivinen eli silld on omi-
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naisuus (1), mutta se ei ole lineaarinen eli silli ei ole
ominaisuutta (3).

Pistetta (a,b) lihella olevan funktion f kuvaajan pis-
teen (z, f(x)) 1oytamiseksi todetaan aluksi, etta kaikil-
le rationaaliluvuille ¢; ja go ja kaikille reaaliluvuille x4
ja xo on tason piste

PII1$1QQ$2 = ((hml + qox2, qlf(xl) + qu(xQ)) (5)

funktion f kuvaajan piste, silld lauseen 1 ja mééaritel-
méan 1 mukaan

(1 + g2, qu f(21) + g2 f (22))
= (121 + @222, f(q121) + f(qaz2))
= (171 + @2, f(121 + @22)).

Pitda siis 10ytdd reaaliluvut x; ja xo sekéd rationaa-
liluvut g1 ja go siten, ettd pisteen Py . goe. 2-koor-
dinaatti q1x1 + gax2 on ldhelld a:ta ja y-koordinaatti
q1f(z1) + g2 f (z2) 1ahelld b:ta.

Valitaan ensin mielivaltainen z; € R\{0}. Koska f ei
ole lineaarinen, on mééritelmén 2 mukaan jokaiselle
¢ € R olemassa = € R siten, ettd f(r) # cx. Koska
x1 # 0, voidaan valita ¢ = f(z1)/z1, jolloin on olemas-
sa xo € R siten, etté

jolloin

x1f(z2) — w2 f (21) # 0. (6)

Reaaliluvut z; ja o on nyt valittu. Pitaa vield loytaa
rationaaliluvut ¢; ja go, joille pisteen Py, 4, g,z, £-koor-
dinaatti ¢ux1 + gox2 on ldhelld a:ta ja y-koordinaatti
q1f(z1) + g2 f (z2) 18helld b:ta. Téssé tarkoituksessa et-
sitddn ensin reaaliluvut z ja y, joille

T + Yyro = a,
{ (7)

2f(@1) + yf(w2) = b

Koska (6):n mukaan x; f(x2) — x2f(x1) # 0, on talla
yhtéloparilla ratkaisu

. af(wa) — bro
x1f(22) — zof (1)’
Y= bry —af(xy)

w1 f(x2) — xof(x1)

Niéin saadut x ja y eiviat kuitenkaan ole valttamatta
rationaalilukuja, joten sijoittamalla yhtdloon (5) pis-
teen Py, 4, 4,2, koordinaatteihin g;:n paikalle = ja ga2:n
paikalle y ei aina saada funktion f kuvaajan pistetté.
Mutta nyt riittdadkin l0ytdéd rationaaliluku ¢; niin 18-
heltd x:44 ja rationaaliluku ¢o niin laheltd y:téd, etta
pisteen Py, 4, g.2, €tiisyys pisteestd (a,b) on pienempi

kuin alussa valittu mielivaltainen positiivinen reaalilu-
ku r.

Rationaalilukujen joukko on tihed reaalilukujen joukos-
sa, eli jokaisen reaaliluvun jokaisessa avoimessa ym-
péristossd on ainakin yksi rationaaliluku. Tamé& tar-
koittaa, ettd olipa § mikd tahansa positiivinen reaa-
liluku, niin on olemassa rationaaliluku g; siten, etté
lg1 — z| < 4, ja kun edelld oli valittu x; # 0, niin

lg1 — 2| |z1] < 6 |z4] . (8)
Talléin on myos

lqn — 2| [f ()] < 6[f(z1)]- (9)

Samoin on olemassa rationaaliluku ¢o siten, etté
lg2 — y| < 4, jolloin

g2 — yl |w2| < 6 a2 (10)

ja

g2 — yl|f (w2)] < 6[f(2)]. (11)

Kolmioepéayhtalona tunnetun reaalilukujen ominaisuu-
den mukaan kaikilla ¢ € R ja kaikilla b € R on
|a+ 0] < |a| +[b].

Yhtéloparin (7) ensimméistd yhtdlod, kolmioepayhté-

164 ja epéyhtaloitd (8) ja (10) kiyttden saadaan

|11 + gex2 — a] = |11 + Qa2 — xT1 — YT2
<lg —zl|z1] + g2 — yl |22
<6 |z1] + 6 |ze| = 6(|z1] + [22]).

Yhtéaloparin (7) toista yhtilod, kolmioepéayhtilod ja
epayhtaloitd (9) ja (11) kiyttden saadaan

lq1f(x1) + qof(x2) — b
=g f(x1) + g2 f (x2) — 2 f(x1) — yf(x2)]
<lar — [ [f(z1)] + la2 — y[ | f(22)]
< Oo[f()|+6|f(z2)] = 6(|f(z1)] + | f(z2)])-

Nain valituilla luvuilla ¢, 1, g2 ja z2 on piste

qumthm = (fhll?l + qox2, Q1f(=T1) + Q2f(I2))

funktion f kuvaajan piste. Sen ja pisteen (a, b) vélinen
etaisyys

V(gzr + g2r2 — a)2 + (g1 f(21) + go.f (x2) — D)2
< 0/ (Joa] + [w2])? + (1 f (@) + | f(2)])2

on pienempi kuin edelld valittu pisteen (a,b) avoimen
ympaériston mielivaltainen sade r > 0, jos

- Ve[ + [z2))? + (1f (@)l + [f(@2))?

Lause 4 on néin todistettu. O
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On siis osoitettu, ettd jos funktio on additiivinen, sen
kuvaaja on joko origon kautta kulkeva suora tai piste-
joukko, joka on tihed koko tasossa.

Mielenkiintoista on erityisesti se, ettd tason jokaisen
pisteen jokaisesta avoimesta ympéristosta ei 16ydy ai-
noastaan yhtd, vaan itse asiassa &darettomén monta
funktion f kuvaajan pistettd, mikd voidaan todistaa
vastaoletusta kéyttéen.

Lauseesta 4 seuraa heti, ettd jos yhdelldkin tason pis-
teelld on avoin ympéristo, johon ei kuulu yhtdan addi-
tiivisen funktion f kuvaajan pistetta, niin f on lineaa-
rinen. Néin ollen esim. yhdelldkin avoimella vélilla yl-
haaltd (tai alhaalta) rajoitettu additiivinen funktio on
lineaarinen. Téstéd taas seuraa, ettd additiivinen funk-
tio on lineaarinen, jos se on yhdessékin pisteessé o € R
jatkuva.

Additiivisen ei-lineaarisen funktion ole-
massaolo

Nyt tiedetddn, millaisia additiiviset ei-lineaariset funk-
tiot ovat. Mutta onko sellaisia olemassa?

Yksi ns. valinta-aksiooman seurauksista on

Lause 5: On olemassa reaalilukujen joukon osajouk-
ko B siten, ettd jokainen reaaliluku x voidaan esittda
vksikésitteiselld tavalla dérellisen monen joukkoon B
kuuluvan luvun zq,...,z, rationaalilukukertoimisena
lineaarikombinaationa, siis muodossa

x:q1$1+...+qnxn7
»Qn} g@? {‘rlw'

Joukkoa B kutsutaan reaalilukujen Hamelin kannaksi
saksalaisen matemaatikon Georg Karl Wilhelm Hame-
lin (12.9.1877-4.10.1954) mukaan.

missa {qi, ... S Zn}t CB.

Lauseen todistus menee niin syville joukko-opin pe-
rusteisiin, ettd se joudutaan téssé yhteydessa sivuutta-
maan.

Kiusallista, mutta samalla erittdin viehdttdvad on se,
ettd tata joukkoa B ei voida konstruoida, joten ei tie-
detd, millainen esim. luvun 1 esitys on. Sen verran kui-
tenkin tiedetdén, ettd luku 0 ei kuulu kantaan, silla
jos se kuuluisi ja esim. luvun 1 esitys kannan B lukuja
kayttien olisi

1=qx1+ -+ gy,
niin olisi myG6s
L=qei 4+ gnzn +c-0

jokaiselle reaaliluvulle ¢ ja eri esityksié olisi siis aéret-
toman monta.

Tiedetddn myos, ettd kannassa B on vdhintddn kaksi
lukua, sillé jos siind olisi vain yksi luku z1, olisi jokai-
nen reaaliluku muotoa ¢z, missd ¢ on rationaaliluku.
Olisi siis oltava esim. 1 = g;z1 jollekin rationaaliluvul-
le ¢1 ja v/2 = gox1 jollekin rationaaliluvulle ¢o, misti
seuraisi, etta

2
\/izithﬂﬁqu

1 q1%1 q1

olisi rationaaliluku.

Itse asiassa kanta B on ylinumeroituvasti daretén lu-
kujoukko ja sen mahtavuus (kardinaliteetti) on sama
kuin reaalilukujen joukon R, eli on olemassa bijektio
g: B—R.

Oletetaan téasta alkaen, ettd z:n esityksestd jatetdan ai-
na pois kaikki termit, joissa on kertoimena 0. Toisin sa-
noen, oletetaan, ettéd jos x # 0jax = qrx1+- -+ GnTn,

niin {q1,...,q,} € Q\{0}.

Jostaas x =0 jax = qx1+ -+ gnTyn, niin esityksen
vksikésitteisyyden vuoksi ¢g1z1 + - - - + gnx,, = 0 toteu-
tuu vain, jos q¢1 = -+ = ¢, = 0, silld 0:lla on myos
esitys 0 = 0z + - - - + Oz,

Hamelin kantaa kéiyttden voidaan nyt todistaa

Lause 6: On olemassa funktio f: R — R, joka on ad-
ditiivinen mutta ei lineaarinen.

Todistus: Valitaan ensin mielivaltainen funktio h: B —
R ja sen jédlkeen funktio f: R — R seuraavasti

) = {O, jos z =0, (12)

gih(z1) + -+ guh(xy), jos x # 0,
an} € Q\{0} ja

missi x = q1xy + - +ann7 {qlv"'
{z1,...,2,} C B.

Koska x:n esitys ¢ = q1x1 + - - - + g, on yksikéasittei-
nen, on myos f(z):n arvo yksikésitteinen ja f on niin
ollen funktio.

Néin maaritellylle funktiolle f pétee

f(x) = h(z)

jokaiselle z € B. Jos nimittdin x € B, niin z # 0 ja
koska x:n yksikésitteinen esitys kannan B lukujen line-
aarikombinaationa on 1z, niin f(z) = f(lz) = lh(x) =
h(z).

(13)

Melko suoraviivaisesti edeten voidaan todistaa, ettd f
on additiivinen.

Todistetaan nyt, ettd niiden funktioiden joukossa, joilla
on ominaisuus (12), on ei-lineaarinen funktio.

Kuten edelld osoitettiin, on kannassa B vahintaén kaksi
lukua, olkoot ne x; ja x5. Jotta f olisi lineaarinen, oli-
si madritelman 2 mukaan oltava olemassa ¢ € R siten,
ettd f(z) = cx kaikilla z € R.



Solmu 3,/2023

19

Siis f(x1) = cxy1 ja f(x2) = cxo jolloin

~ fl@)  f(w2)

T T2

)

silld kannan B lukuina z; # 0 ja xo # 0. Télléin on
yhtélon (13) mukaan

h(Il) _ f($1) _ f(IQ) h(xz).

I T T2 T2

Tama tarkoittaa, ettd f on lineaarinen vain, jos

h
h(zq) = (901)@’
1
joten jos valitaan
h(z
haa) # M0,
Tl

saadaan ei-lineaarinen funktio f, jolla on ominaisuus
(12) ja joka on néin ollen additiivinen. O

Tasta voidaan padtella kaksi mielenkiintoista asiaa.

Ensiksi se, ettd pienikin h(ze):n poikkeama luvusta
(EQ@ aiheuttaa sen, ettd f muuttuu lineaarisesta ei-
lineaariseksi. Koska f on additiivinen, tdmé tarkoittaa
lauseen 4 mukaan, ettd funktion f kuvaaja hajoaa ori-
gon kautta kulkevasta suorasta pistejoukoksi, joka on

tihe& koko tasossa.

Toiseksi se, ettd kun on vain yksi h(x2)m arvo, jolla f
on lineaarinen, ja ddrettomén monta, joilla ei ole, line-
aarisuus on harvinaista additiivisten funktioiden jou-
kossa. Jopa niin harvinaista, ettd umpimahkaén valit-
tu additiivinen funktio on lineaarinen todennékoisyy-
della 0.

Siitd, millaisia additiiviset ei-lineaariset funktiot ovat,
saa jonkinlaisen kasityksen, jos alkaa piirtda sellaisen

kuvaajaa. Tall6inhén on piirrettéva jokaiselle pystysuo-
ralle suoralle yksi kuvaajan piste ja jokaiseen sen avoi-
meen ympéristoon ddrettéméan monta kuvaajan pistet-
ta.

Fi siis ole ihme, jos additiivisia ei-lineaarisia funktioi-
ta kutsutaan joskus "hirviéfunktioiksi” ("monster func-
tions”).

Téasté kirjoituksesta on yksityiskohtaisempi versio Ma-
tematiikkalehti Solmun Oppimateriaalit-sivulla:
https://matematiikkalehtisolmu.fi/
oppimateriaalit.html
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