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Mietteita matematiikasta

Jukka Liukkonen
Mat. yo. evp.

Matematiikan olemuksesta

Matematiikka [4][14] on syntynyt tarpeeseen jasentad
maailmaa, vertailla asioita ja ennustaa tapahtumia.
Ensimmaisia sovellusalueita olivat ainakin ajanlasku,
kauppa, verotus ja maanmittaus. Matematiikalle on
ominaista késitteellisyys ja yleisyys. Matematiikan ab-
straktiot syntyvit samastamalla: luku viisi edustaa se-
ké viittd varista ettd viittd sormea. Késitteiden avulla
maéaritellddn uusia késitteitd ja tutkitaan niiden omi-
naisuuksia, esimerkkeind lukujen yhteenlasku ja sen
vaihdannaisuus.

Abstraktin systeemin tietyt ominaisuudet voidaan ot-
taa perustotuuksiksi, aksioomiksi, uudelle systeemille.
Talloin on kysymys yleistamisestd: katsotaan, millai-
nen teoria saadaan aikaan kéyttden péaattelyiden lah-
tokohtina aksioomia ja vain niitd. Esimerkiksi reaalilu-
vut olivat kaytossa jo ennen ajanlaskumme alkua, mut-
ta ne madriteltiin tarkasti vasta 1800-luvun loppupuo-
lella, ja tédydellinen reaalilukujen aksioomajarjestelma
esitettiin 1800- ja 1900-lukujen vaihteessa. Intuitiivises-
ti, heuristisesti, tietokoneohjelmalla tai muulla tavoin
keksityt véitteet, arvaukset systeemin ominaisuuksiksi,
varmennetaan todistamalla, etsimélld aukoton péétte-
lyketju aksioomista ja aikaisemmin varmennetuista to-
siasioista véitteeseen. Todistettu viite, mikali sitd pi-
detdan tarpeeksi merkittavana, tulee osaksi matematii-
kan yleisesti hyviksyttya oppirakennelmaa. Niin mate-

matiikan teoriat laajenevat. Todistamalla todeksi osoi-
tettu viite on takuuvarmasti totta myos tulevaisuudes-
sa.

Joskus vaitteet eldavit vuosikausia konjektuureina tai
hypoteeseina ilman todistusta. Kuuluisimpia ovat Rie-
mannin hypoteesi [2][16] vuodelta 1859 ja Collatzin
konjektuuri [3][9] vuodelta 1937. Niistd kumpaakaan
ei tietddkseni ole vield todistettu eikd kumottu. Fer-
mat’n suuri lause [11] vuodelta 1637 eli todistamat-
tomana viitteend 358 vuotta, kunnes Andrew Wiles
keksi todistuksen ja julkaisi sen vuonna 1995. Jouk-
kojen mahtavuuksiin liittyva kontinuumihypoteesi [10]
vuodelta 1878 on sikéli erikoislaatuinen véite, etta sita
ei edes periaatteessa pystytd todistamaan eikd kumoa-
maan joukko-opin tavanomaisista aksioomista léhtien.
Tamén osoittivat puoliksi Kurt Godel vuonna 1940 ja
lopullisesti Paul Cohen vuonna 1963. Ennen Goédelia
lukuisat matemaatikot yrittivit todistaa kontinuumi-
hypoteesia joko péateviksi tai patemattoméksi, muiden
muassa hypoteesin esittéja Georg Cantor!. Kokonaislu-
kujen alkutekijéiden lukumééraén liittyva Pdlyan kon-
jektuuri [15] vuodelta 1919 on kuuluisa esimerkki mate-
maatikoita pitkdédn vaivanneesta, lopulta paikkansapi-
tdméattomaksi osoittautuneesta viitteesta. Sen osoitti
vaardksi C. Brian Haselgrove vuonna 1958.

Kauan sitten matematiikka méariteltiin Helsingin yli-
opiston opinto-oppaassa loogiseksi ja formaaliksi tie-

I Kuriositeettina mainittakoon, ettd suomalainen filosofi ja kirjastonjohtaja Uuno Saarnio “todisti” kontinuumihypoteesin, mutta

matemaatikkoyhteiso ei ole hyviksynyt Saarnion pééttelya. [1][6]
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teeksi, joka kehittid teorioita annetuista perusldhtokoh-
dista, aksioomista, lihtien. Maaritelma ei kata koko to-
tuutta, silld usein mielenkiintoisin ja syvéllisin tehtéva
on itse aksioomajirjestelmén luominen. Aksioomat ei-
vat saa olla ristiriidassa keskenédin; tdmé on ehdoton
vaatimus. Liséksi aksioomia tulisi olla mahdollisimman
vahan, mutta kuitenkin riittédvasti, jotta kaikki teoriaan
liittyvét mielenkiintoiset kysymykset pystytdéan ainakin
periaatteessa ratkaisemaan aksioomien pohjalta. Pyr-
kimys niukkuuteen tunnetaan nimelld Occamin parta-
veilsi.

Vanhan opinto-oppaan mééritelmé antaa sikalikin vaa-
rdn mielikuvan, ettd matematiikka ei tarkoita mekaa-
nista kaavojen johtamista aksioomapohjalta, ei todel-
lakaan. Matematiikan harjoittaminen on mita suurim-
massa méarin luovaa tyotéd, jossa on rajattomasti va-
pauksia. Ideointivaiheessa kaikenlainen hulluttelu on
tavallista ja suotavaa. Lopputuloksessa, joka voi olla
pienimuotoinen kdytdnnén ongelman ratkaisu tai mah-
tavimmillaan tieteellinen artikkeli, on usein nakyvissa
matemaatikon persoonallinen kddenjalki. Ankara loo-
gisuuden vaatimus ei ole sellainen tukahduttava kahle,
joksi se helposti kuvitellaan. Jokaisella pelilld on séén-
tonsé, kakofonia ei ole musiikkia.

Matematiikan ja luonnontieteiden ero

Luonnontieteissé, joita ovat esimerkiksi fysiikka ja bio-
logia, tehddédn havaintoja ja rakennetaan niiden poh-
jalta malleja reaalimaailman ilmioille. Tyypillisessa fy-
siikan mallissa ilmididen kuvaamiseen kaytetdan mate-
matiikan kieltd. Teorian 1lahtokohtana aksioomajérjes-
telmén tilalla on itse luonto, reaalimaailman suuri tun-
tematon, jonka olemusta pyritdan ymmaéartaméaan. Ta-
mén takia luonnontieteissa ei pystyté todistamaan véit-
teitd oikeiksi. Sen sijaan véitteen vadrdksi todistaminen
on luonnontieteen ydinté: jos havainnot osoittavat mal-
lin vaaraksi, malli hyldtaén tai rajoitetaan sen kaytto-
aluetta. Tavallisin esimerkki on 1600-luvulla syntyneen
newtonilaisen maailmankaikkeuden mallin tdsmenty-
minen Einsteinin malliksi 1900-luvun alussa. Newtonin
teoriaa ei suinkaan hylatty, vaan vanhan teorian “kau-
neusvirheiden” herdttdmien epailysten ja uusien tark-
kojen mittausten kautta ymmaérrettiin, ettd pari sataa
vuotta kéytossd ollut malli ei toimi, kun ollaan tar-
peeksi kaukana ihmisen arkipdivéisestd kokemusmaail-
masta. Toisaalta Einsteinin suhteellisuusteoria on teh-
nyt mahdolliseksi suunnitella laitteita, jotka rikasta-
vat arkikokemusta. Esimerkiksi GPS-paikannin on sel-
lainen laite. Kuitenkin valtaosalle insinooreisté riittaa
tdnddn ja varmasti huomennakin klassinen Newtonin
teoria. Maailmankuvamme tdsmentyy uusien havainto-
jen kautta, mutta luonnontieteet eivit tarjoa varmuut-
ta siité, ettd nykyinen kasitys luonnonilmi6ista ja nii-
den syisté sailyisi my6s tulevaisuudessa.

Matematiikan kieli

Matematiikalle on luonteenomaista tdsmallisyys. Ihmi-
sen luonnollinen kieli on liian ylimalkaista ja monitul-
kintaista matematiikan tarpeisiin. Arkikielestd myos
puuttuu matematiikassa tarvittava késitteisto. Mate-
maattisten totuuksien ilmaiseminen luonnollisella kie-
lelld johtaa alhaisellakin abstraktiotasolla aivan liian
pitkiin sanallisiin selostuksiin. Esimerkiksi toisen as-
teen yhtédlon selittiminen ilman matematiikan kasit-
teitd ja symbolikieltd tuottaisi sanatulvan, jonka pe-
rusteella asian ymmértdminen olisi hankalaa. Viela vai-
keampaa olisi selittdd, miten yhtélo ratkaistaan.

Suurelle yleisolle tarkoitetussa matematiikan saavutuk-
sia esittelevéssa kirjallisuudessa pyritddn minimoimaan
matemaattisten symbolien ja kaavojen lukumaééra. Téa-
mé on ymmaérrettivad, mutta samalla lukijalle jate-
tadn paljastamatta matematiikan ydinolemus. Tekstis-
sd esiintyvid kaavoja on tapana jopa pahoitella. Varo-
maton lukija houkutellaan pedon luokse naamioimal-
la se lampaaksi. Vaaryydelld ja viekkaudella matema-
tilkan ansaan viekoiteltu pieni ihminen saattaa ja&-
dé koukkuun ja kiinnostua aiheesta niin paljon, etta
joutuu sisdisen pakon sanelemana opettelemaan myos
symbolikielen, matematiikan nuotit. Tadma lienee kir-
joittajan tavoite, enkd moiti hanta siitd. Myos yhteis-
kunta kiittda, varsinkin teknologiateollisuus.

Puolanjuutalaisen silmalddkérin Ludovic Lazarus Za-
menhofin 1800-luvun loppupuolella kehittdmasta espe-
ranton kielest4 oli tarkoitus tulla universaali maailman-
kieli. Erdan arvion mukaan maailmassa on suunnilleen
New York Cityn vékiluvun (kymmenisen miljoonaa)
verran ihmisid, jotka ovat joskus tutustuneet esperan-
ton alkeisiin. Toisen arvion mukaan yli 600 miljoonaa
opiskelijaa on parhaillaan toisen asteen koulutuksessa
maapallolla. Ei liene kovin védarin arvattu, ettd ldhes
jokainen néista 600 miljoonasta tutustuu jossain vai-
heessa matematiikan kielen alkeisiin. Matematiikka on
tosiasiallinen universaali kieli. Matematiikan symbolit
kirjoitetaan samalla tavalla ldnsimaisissa, venélaisissa
ja japanilaisissa oppikirjoissa. Matematiikan késitteet
ja teoreemat ovat samat kautta maailman.

Onko matematiikka vaikeaa

Kaiken jarjen mukaan matematiikan luulisi olevan
helppoa kuin mikéd. Matematiikkahan on vain kokoel-
ma itsestddnselvyyksié organisoituna erilaisiksi raken-
nelmiksi, teorioiksi. Jos kahden seipaén vilinen etéi-
syys on viisitoista metrid ja kumpaankin seipddseen on
kiinnitetty péssi viiden metrin narulla, passit eivit paé-
se pokkiméén toisiaan. Periaatteessa matematiikan to-
tuudet eivéit ole tdméan kummallisempia: jos tietyt vaa-
timukset tayttyvéit, systeemilld on tiettyjd ominaisuuk-
sia. Matematiikka ei ota kantaa siihen, tayttyvaitko
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vaatimukset, systeemin oletukset, tarkasteltavassa re-
aalimaailman tilanteessa. Oletusten voimassaolon poh-
dinta on matematiikan soveltajan, esimerkiksi fyysi-
kon, insin6érin tai lammasfarmarin, tehtéva. Péssiteo-
reeman matemaattinen yleistys, teoreeman abstrakti
vastine, voidaan todistaa yleisissd metrisissd avaruuk-
sissa niin sanotun kolmioepéyhtélon avulla.

Thmisen aivoja ei ilmeisestikaén ole luotu loogista ajat-
telua varten, ja itsestddnselvyydet ne vasta vaikei-
ta ovatkin, myos ja varsinkin minulle. Kuuluisan sa-
nonnan mukaan matematiikkaan ei ole kuningastieté.
Matematiikan oppiminen vaatii vuosikausien méaara-
tietoista tyoskentelyd samaan tapaan kuin pianonsoi-
ton oppiminen tai kehonrakennus. Tavallinen ihminen
ymmértdd heti soiton alkaessa, milloin pianon &éres-
sé istuu taitava pianisti, ja osaa ihailla hdnen taidok-
kuuttaan. Kehonrakentajan vartalo ndyttdd komealta
ja tavoittelemisen arvoiselta taviksenkin silmissa. Enté-
pa sitten matemaatikko, millaisena hidnen osaamisensa
néyttdytyy kadunmiehelle tai -naiselle? Matemaatikko
osaa piirtdd hieroglyfeja taululle, heilutella késidan ja
puhua kasittdméattomiad. Pitkdn matematiikan valinnut
lukiolainen ja kansainvélistd arvostusta nauttiva mate-
matiikan tutkija, lukiolaista suunnattomasti oppineem-
pi matemaatikko, elehtivit ja hopisevit samalla taval-
la. Edellisen piirtdméat hieroglyfit ovat ehkéa aavistuksen
verran selvipiirteisempié, siind merkittavin ero.

On oikeastaan kummallista, miksi joissakin ihmisissa
syntyy halu oppia matematiikkaa. Matematiikan saa-
vutusten arvon ymmaéartdminen edellyttdd matematii-
kan perusteiden hallintaa, mutta kukaan ei ole seppa
syntyessdan. Minkéa takia nuori ihminen suostuu vuosi-
kausia jatkuvaan kovaan tyohon, jonka lopputuloksena
on taito piirrelld koukeroita ja mutista omituisia kédet
viuhtoen? Miké saa ihmistaimen ajattelemaan “tuol-
laiseksi minakin haluan”? Ehkéa &iti, isoisd tai opetta-
ja on saanut vakuutettua nuorelle, ettd matematiikka
tuottaa huvia myo6s matemaatikolle itselleen eiké pel-
késtddn stand up tai hand-waving -komiikan ystévil-
le yleison joukossa, ja lisdksi matematiikan opiskelusta
saattaa olla ihan asiallista hyotyédkin.

Matematiikan osaajaksi tuleminen on siis tyolésta,
mutta niin on monen muunkin asian opettelu. Koke-
mukseni mukaan matematiikka on vaikeudestaan huo-
limatta paljon helpompaa kuin esimerkiksi kasvatustie-
de. Jalkimmaisen malleja ja viitekehyksid en ole ikina
ymmértanyt, vaikka olen kovasti yrittdnyt. Osaamat-
tomuuteni luultavasti kuultaa lapi tastédkin kirjoituk-
sesta.

Matematiikan vaikeus lienee juuri siind, ettd ilman
selvdd nayttod ponnistelun hyodyllisyydestd tai koke-
musta ongelmanratkaisun tuottamasta ilosta on todel-
la rankkaa ellei mahdotonta ryhtyé keskittymista vaa-
tivaan opiskeluun. Mielestdni matematiikan hyodylli-
syytta esimerkiksi sovellusten kautta on korostettu lii-

kaa motivaation ldhteend. Luulenpa motivaation kum-
puavan enemmén oppimisen, oivaltamisen ja onnistu-
misen kokemusten tuomasta riemusta. Ehka liikkeelle
kannattaa ldhted hyvin pienin askelin. Mielenkiinnon
herattya opiskelija saattaa vaivihkaa ajautua keskitty-
neeseen flow-tilaan [12], jossa ajantaju katoaa, ja yl-
lattavan suuri madrd tyota tulee tehdyksi ikddn kuin
huomaamatta. Peliharrastajille flow on tuttu kokemus.

Tarvitaanko matematiikkaa

Tutkimus, tuotekehitys, kauppa, pankkitoiminta, lii-
kenne, viestintd ja yleenséd kaikki nykyiset jarkeen ja
tietoon perustuvat, ihmiskunnan hyvinvointia yllapi-
tavat ja lisdavit aktiviteetit ovat tulleet mahdollisik-
si vain sen takia, ettd ihmisyhteis6illa on ollut kéytos-
sddn matematiikan osaajia; ei pelkédstdédn matemaati-
koita, vaan matematiikkaa osaavia tutkijoita, insin66-
rejd, yhteiskuntatieteilijoitd, talouden asiantuntijoita,
opettajia ja muita matemaattisesti sivistyneitd henki-
16ité. Valitettavasti matematiikka on tehnyt mahdolli-
seksi my0s ilmaston pilaantumisen ja nykyaikaisen so-
dankédynnin, miké ei liene kovin edistyksellistd. Olisi
kuitenkin aika hassua syyttad matematiikkaa tai ma-
temaatikoita teknologian vaarinkaytosta.

Thmiskunta, kansakunnat, yritykset ja muut yhteisot
siis tarvitsevat matematiikkaa. Entédpa yksilot? On to-
siasia, ettd Pisa-testien tuloksilla vuonna 2006 ylpeil-
leessé Suomessa on pilvin pimein aikuisia ihmisié, joille
kertotaulu tai prosenttilaskut ovat yhtd vaativia kuin
spagaatti tai spiraali valtaosalle kansalaisista. Néissa
voimisteluliikkeissdhén suorat jalat laitetaan 180° kul-
maan toisiinsa ndhden. Oma spagaattini jaa noin 120°
vajaaksi. Yritin parantaa suoritustani muutamalla as-
teella. Siksi téssé kirjoittelenkin, kun en mitdéan fyysi-
sempéd pysty vahaédn aikaan tekeméén. Toisaalta osaan
kertotaulun ja tiedédn, ettd jos tuotteen hintaa ensin
nostetaan 50 % ja sen jilkeen lasketaan 50 %, tuote on
lopulta 25 % alkuperiistd halvempi. Osalla prosentti-
laskuja osaamattomista kansalaisista menee oikein hy-
vin, onpa erés heistd kohonnut Suomen paédministerik-
sikin. Voidaanko téstd tehdd johtopéatos, ettd yksilot
eivit tarvitse matematiikkaa? Kylla vaan.

Matematiikan osaaminen ei ole valttdméaton, eikd va-
litettavasti riittdvakaédn, edellytys yhteiskunnassa pér-
jadmiselle. Opiskelijan kannalta matematiikka on mah-
dollistaja, ovien avaaja samoin kuin kielitaitokin, jo-
hon laajasti ymmaérrettynd voidaan lukea ohjelmoin-
tikieltenkin hallinta. Matematiikan osaajalla on pal-
jon moninaisemmat mahdollisuudet sijoittua tyomark-
kinoille kuin matematiikan opiskelun laiminlyoneelld
toverillaan. Alan opinnoista on hyotya myos sellaisissa
tehtavissé, joissa matematiikan abstraktia tyokalupak-
kia ei varsinaisesti tarvita, silld matematiikan opiskelu
kehittda kasitteellista ajattelua, syiden ja seurausten



28

Solmu 2/2023

ymmaértamista ja yleisemmin paattelykykyé, suhteiden
tajua, geometrista hahmottamista, ongelmanratkaisu-
taitoja, keskittymiskykyé, sinnikkyyttd ja “rohkeutta
tarttua vaativiinkin tehtéviin ennakkoluulottomasti”,
jota niin monessa tyopaikkailmoituksessa toivotaan ha-
kijalta. Tyourallaan menestynyt ihminen ei valttamaét-
té tiedosta, ettd hinen kyvykkyytenséd on periisin ah-
keroinnista matikan ldksyjen parissa.

Matematiikan taitajaa on hyvin hankalaa ellei mah-
dotonta huijata esimerkiksi tilastoilla tai prosenteilla.
Hén osaa arvioida lainanottoon tai rahastosddstdmi-
seen liittyvéat riskit, kulut ja tuotot. Asuntokaupoilla
matematiikkaosaaja tajuaa kauppahinnan ja velatto-
man hinnan eron. Asunto-osakeyhtion tilinpadtoksen
analysointi ei ole hénelle ylivoimainen tehtava. Hanel-
14 on edellytykset vertailla oman tontin ja toisaalta
vuokratontin vaikutusta myyntihintaan, vastikkeisiin
ja vastikkeiden tulevaan kehitykseen.

Voidaanko matematiikkaa ymmartaa

Fyysikko Richard Feynmanin mielestd kvanttimeka-
niikkaa on mahdotonta ymmartad. Matemaatikko John
von Neumann on sanonut samaa matematiikasta. N&-
mé jo edesmenneet tiedemiehet ovat niin ansioitunei-
ta oman alansa (ellei muidenkin alojen) asiantuntijoita
ja kehittajid, ettd heiddn ndkemyksiddn on uskaliasta
kyseenalaistaa. Luultavasti herrojen lausahduksissa on
mukana ripaus huumoriakin.

Mitd ymmaértdmiselld tai erityisesti matematiikan ym-
maértamiselld tarkoitetaan? Ymmaérryksen eri kompo-
nentteja on esitelty Wikipedian sivulla [17]. Mielestéa-
ni oleellisia kysymyksid ovat miten ja miksi. Edelliseen
vastaaminen vaatii tietoa, jalkimmaéiseen vastaaminen
ymmaértamista. Lisdksi tieto on edellytys ymmartami-
selle. Opiskelijat usein vetoavat internetiin tiedon 1dh-
teend, ulkoisena muistina, jolloin heidén itsensé ei tar-
vitse muistaa juuri mitddn. Puheentunnistukseen ky-
kenevin Google-kddntdjan kanssa voidaan matkustaa
moneen paikkaan maailmassa ja kommunikoida pai-
kallisen véeston kanssa kieltd osaamatta. Kyllad se var-
maan auttavasti onnistuukin, mutta tuollainen keskus-
telu on hyvin hankalaa ja rajoittunutta. Sujuvaan kes-
kusteluun tarvitaan sujuvaa kielen hallintaa ja kohta-
laista sanavarastoa omassa padssi. Samalla tavoin ker-
totaulun muistaminen ja kyky suorittaa yksinkertaisia
pédssilaskutoimituksia sujuvoittaa vaikkapa laina- tai
hintaneuvotteluita varsinkin, jos ja kun on Kkiire.

Asioiden oppimisen ja ymmaéartdmisen kannalta muis-
tamisella on erds vihélle huomiolle jadnyt, mutta sité-
kin merkittavampi etu: tarkedt oivallukset tulevat usein
odottamattomissa tilanteissa, esimerkiksi bussipysékil-
14 seistessé tai autoa ajaessa. Taustatietojen muistami-
nen on edellytys téallaisten hedelméllisten paahénpal-
kahtédmisten synnylle.

Tiedon ja ymmarryksen raja on héailyva. Jos autoteknii-
kan opiskelija osaa kuvailla, miten polttomoottori toi-
mii, tatd pidetddn jo moottorin toiminnan ymmaéartami-
send. Toisinaan opiskelija opettelee tenttia varten jon-
kin laskun vélivaiheet ulkoa ymmartamatta itse laskua:
hén ei kykene selittdmédén, mihin yleiseen periaattee-
seen kukin vélivaihe perustuu. Matematiikan lauseiden
todistuksia lukiessa pelkké vélivaiheiden laillisuuden
verifiointikaan ei takaa ymmaérrysta paattelyn ideasta
tai juonesta. Sen olen itseopiskelun yhteydessd monta
kertaa omakohtaisesti huomannut kahlatessani 1api it-
selleni ennestdin tuntematonta lauseen todistusta. Jos
opiskelija pystyy omasta padstdan keksiméan véitteelle
patevén todistuksen, han ymmartaé ainakin sen, miten
todistettava tulos on vaistamaton seuraus aikaisemmin
todistetuista tosiasioista. Téma ei kuitenkaan ole riit-
téva osoitus niiden aikaisempien tulosten ymméartami-
sesta.

En katso ymmértdvani matemaattista méaéaritelméaa,
lausetta tai esimerkkid ennen kuin saan rakennettua
tilanteesta toimivan ja tarpeeksi yksityiskohtaisen geo-
metrisen tai muuten visuaalisen mielikuvan. Kuulles-
saan tdmén erds minua ansioituneempi matemaatikko
sanoi kerran, etta olen ajattelussani turhan rajoittunut.
Keskustelimme tuolloin Hilbertin kuutiosta [13], josta
on kaytetty myos havainnollisempaa nimitystda Hilber-
tin tiili. Se on suorakulmaisen sdrmion daretonulottei-
nen vastine, jota voidaan kdadnnelld “kyljeltd toiselle”
niin, ettd tiilen korkeus koko ajan vdhenee ldhestyen
raja-arvonaan nollaa. Tavallista kolmiulotteista tiilté-
kin voidaan kadntaa kaksi kertaa sarmén ympéri taval-
la, jossa tiilen korkeus pienenee kummallakin kerralla.
Tempun voi tehdd my6s tulitikkuaskilla péydalla. Eh-
ki kollega tarkoitti sitéd, ettd geometriset mielikuvat
rajoittuvat pakosti kolmeen dimensioon. Useampiulot-
teisista kappaleista luodut visualisoinnit ovat vain pro-
jektioita, varjoja. Siirtyminen kolmesta ulottuvuudes-
ta useampaan ulottuvuuteen tehdéan algebrallisesti, li-
sdamaélla kolmiulotteisen avaruuden lausekkeisiin koor-
dinaatteja ilmeiselld tavalla. Esimerkiksi Pythagoraan
lauseesta kumpuava kahden pisteen vélisen etédisyyden
kaava on téallainen lauseke.

Matemaattisen lauseen todistuksen idea valkenee mi-
nulle usein vasta sitten, kun rakennan pédéhéni havain-
nollisen esimerkin, jossa lauseen oletukset ovat voimas-
sa, ja voin seurata padttelyn kulkua esimerkkitapauk-
sessa vaihe vaiheelta. Tadydenndn ymmartamystani li-
sdesimerkeilld, joissa jokin oletuksista ei ole voimassa,
ja katsomalla, missd todistuksen kohdassa tulee seiné
vastaan. Hyviat matematiikanopettajat kautta aikain
ovat piirrelleet havainnollisia kuvia ja tarjonneet opis-
kelijoille valmiita esimerkkeji. Nykyadn havainnollista-
minen on helpottunut huomattavasti kehittyneen digi-
taalitekniikan ansiosta.
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Digitalisaatiosta

Katselin kevddn 2023 matematiikan ylioppilaskokeita
Ylen sivuilta [18]. Samalla muistelin, kuinka takavuo-
sina laadin Moodleen matematiikan STACK-tehtavia.
Joskus minusta tuntuu silta, ettd liiallisen digitalisaa-
tioinnostuksen takia teknologisesta kikkailusta on tul-
lut itsetarkoitus: erinomaisesta rengistd on tullut kel-
voton iséntd, matematiikkaa opetetaan digitaalisuu-
den ehdoilla. Opettaminen ja tavallaan oppiminenkin
pyritddn ulkoistamaan tietokoneille. Kuitenkaan niil-
14 ei ole edes pintapuolista saati syvallistd ymmaérrys-
ta asioista. Tekodly pystyy luomaan erilaisia variaatioi-
ta ja kombinaatioita vanhoista ideoista, mutta mitdan
oleellisesti uutta se ei pysty saamaan aikaan. Tai jos
pystyy, madarittelen oleellisesti uuden uudelleen sellai-
seksi, mihin tekodly ei pysty.

Kysykaddpa ChatGPT:1td, miten gravitaatio ja muut
vuorovaikutukset saadaan saman sateenvarjon alle.

Matemaattista performanssitaidetta

Vauva.fi -keskustelupalstalla pohditaan tyopaikkojen
stereotyyppisid hahmoja:

“Show-persoona — se, joka pamahtaa paikalle kun
yleinen ilmapiiri on jdinen, avaa suunsa ja heittdd
sellaisen vitsin, ettd kaikki alkavat nauraa, rentoutu-
vat silminndhden ja oppivat taas puhumaan. Ja mi-
td renmompi ilmapiiri, sitd villimmiksi tdmdn show-
persoonan jutut menevdt. Hantd ei jannitd alkaa spon-
taanisti vaikka tanssia kollegoidensa edessd.”

Tehtava: Lue sitaatti uudelleen korvaamalla yhdyssa-
na show-persoona sanalla matemaatikko. Kuulostaako
tutulta? Tuleeko mieleesi oma matematiikanopettaja-
si?

Visa Saarisen [5] tai Samuli Siltasen [8] oppilaat var-
maan vastaavat kylld. Saarinen, Siltanen ja muut so-
metaitoiset showpersoonat ovat tosissaan panneet hi-
hat heilumaan tehddkseen vastenmielisestd haluttavaa.
Saarisen mukaan “palkitsevinta on saada omalla sisél-
l6lldén huijattua porukka oppimaan jotain, mita heita
el muuten kiinnostaisi seurata” [7]. Yhteiskunta tar-
vitsee matematiikan osaajia, joten kaikki keinot ovat
sallittuja. Vanhakantainen matematiikanopettaja hie-
man huvittuneena seuraa sivusta. Showmeininki muis-
tuttaa niitd kommervenkkeja, joilla lapsi houkutellaan
syoméan tai kissa ottamaan matolddkkeensa.

Oma suosikkini on kuivakkaan monotonisella dénella
luennoiva, harmaaseen liitutauluun sulautuva tweed-
takkimies, joka vuosikausia jatkuneen opetustyon hio-
malla rutiinilla kertoo totuuden kulloinkin késitelté-
vasta aiheesta “siitd mitdédn salaamatta tai sithen mi-
tadn lisiamatta taikka sitd muuttamatta” — paitsi, et-
ta tarkkaan harkitulla hetkelld, samalla monotonisella

nuotilla, silloin, kun kuulija sitd vdhiten odottaa, mies
tipauttaa suupielestdén tuskin havaittavan, rutikuivan
vitsin. Jos luennoitsija on taitava, tuon hetken rekiste-
rointi ei suinkaan ole vahéisimpid luennon tarjoamista
haasteista. Kliimaksin hoksaaminen on palkitsevaa.

Pahoittelut

Pahoittelen sitd, ettd artikkelissani ei ole nékyvilla
ainuttakaan matemaattista kaavaa. Pidettakoon tata
kertaluontoisena hairahduksena.
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