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Harmonisesta keskiarvosta

Pekka Smolander
Karelia-ammattikorkeakoulu

Luvuille voidaan tavallisen keskiarvon eli aritmeettisen
keskiarvon lisdksi maédritelld myos muita keskiarvoja,
esimerkiksi geometrinen keskiarvo ja harmoninen kes-
kiarvo. Muistutetaan mieleen, etta positiivisten lukujen
a ja b aritmeettinen keskiarvo on

a+b
2

A—

ja geometrinen keskiarvo
G = Vab.

Harmoninen keskiarvo voidaan maaritelld kaanteislu-
kujen avulla seuraavalla ilmaisulla: "Lukujen a ja b
harmoninen keskiarvo H on ka#nteislukujen 1/a ja 1/b
aritmeettisen keskiarvon kdanteisluku.” Tama ajatus il-
maistaan kaavalla

1 1/a+1/b
H 2
tai
2 1 1
H a' b

Ratkaisemalla tastd H saadaan, ettd lukujen a ja b har-
moninen keskiarvo on

2ab
a+b

Tarkastelemalla kaavoja ndhdédén, ettd ndméa kolme
keskiarvoa liittyvét ldheisesti toisiinsa. Nimittdin po-
sitiivisille luvuille a ja b saadaan

a+b 2ab

a2
> a+b—ab—G.

AH =

Nain ollen

G =VAH,
eli G on lukujen A ja H geometrinen keskiarvo.

Téassé kirjoitelmassa ollaan kiinnostuneita harmonises-
ta keskiarvosta. Katsotaan ensin, kuinka se liittyy kes-
kinopeuksien laskemiseen ja virdhtelevin kielen &énen-
korkeuksiin. Lopuksi késitelldin muutamia harmonisen
keskiarvon geometrisia konstruktioita.

Yksi harmonisen keskiarvon konstruktio on esitelty Sol-
mun artikkelissa [1]. Siind konstruoidaan useita kahden
luvun eri keskiarvoja puolisuunnikkaan avulla. Netti-
haku "harmonic mean” johtaa verkkosivuille, joilta 16y-
tyy lisdd harmonisen keskiarvon konstruktioita. Katso
esimerkiksi [2].

Nopeuksien keskiarvo

Tarkastellaan seuraavaa ajatusleikkid. Pekka ajaa pol-
kupyorilld ensin 5 km nopeudella 10 km/h ja sen jal-
keen 5 km nopeudella 30 km/h. Mik& on Pekan keski-
nopeus koko 10 km pyoralenkill&?

Ensiksi tulee mieleen nopeus 20 km /h, silli 20 on luku-
jen 10 ja 30 keskiarvo. Talld nopeudella Pekalta kuluisi
10 km:n matkaan puoli tuntia. Mutta Pekalta kuluu
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nopeudella 10 km/h jo pyordlenkin 5 km:n alkumat-
kaan puoli tuntia. Siis keskinopeus ei voi olla 20 km /h.
Luovutaan kokeilemisesta.

Oikea keskinopeus saadaan, kun lasketaan ensin mat-
kaan kaytetty aika ja jaetaan silld matka 10 km. Ku-
ten jo edelld huomattiin 5 km:n matkaan nopeudella 10
km/h aikaa kuluu 30 min. Vastaavasti 5 km:n loppu-
matkaan nopeudella 30 km/h aikaa kuluu 10 min. Ko-
ko 10 km pyorélenkkiin kuluu siis aikaa 40 min, josta
saadaan keskinopeudeksi 15 km/h.

Mutta kuinka luku 15 liittyy lukuihin 10 ja 30?7 Laske-
taan keskinopeus yleisemmassé tilanteessa. Ajatellaan,
ettd ensin ajetaan matka s keskinopeudella v; ja sen
jalkeen sama matka s keskinopeudella vo. Néihin mat-
koihin kéytetdan ajat t1 = s/v1 ja to = s/ve. Siis kes-
kinopeus koko matkalla on

2s
v =
t1 +to

3

josta muokkauksen jalkeen saadaan

2’[)1'[)2

V1 + Vg

Siis v on lukujen v; ja vs harmoninen keskiarvo. Nyt
jos v1 = 10 ja v = 30, niin

210
_2:10:30 0
10 + 30

Duurikolmisointu

Nimitykset harmoninen keskiarvo ja harmoninen jono
periytyvéit antiikin Kreikasta, jossa Pythagoraan kou-
lukunta teki huomioita varahtelevien kielten pituuksien
ja sédvelkorkeuksien yhteydestd. Huomattiin, ettd jos
kolmen samanlaisen kielen pituudet suhtautuvat toi-
siinsa kuten luvut 1/4, 1/5 ja 1/6, niin saadaan harmo-
niselta kuulostava sointu. Ndin muodostuukin puhdas
duurikolmisointu. Katsotaan, kuinka se liittyy harmo-
niseen keskiarvoon.

Tarkastellaan vardhtelevia kieltd ja merkitdan vapaan
kielen pituutta luvulla 1. Tehd&an seuraavia huomioita:

e Jos kieli laitetaan virdhtelemédn ensin koko pituu-
della 1 ja sitten pituudella 1/2, niin &4nien taajuudet
muodostavat oktaavin suuruisen intervallin.

o Lukujen 1 ja 1/2 harmoninen keskiarvo on 2/3. Kie-
len pituuksia 1 ja 2/3 vastaavien dénien taajuudet
muodostavat intervallin puhdas kvintti.

e Lukujen 1 ja 2/3 harmoninen keskiarvo on 4/5 ja
kielen pituuksia 1 ja 4/5 vastaavista &énien taajuuk-
sista syntyy intervalli suuri terssi.

Niin ollen viardhdyspituuksia 1, 4/5 ja 2/3 vastaavista
taajuuksista muodostuu duurikolmisointu.

Huomataan, ettd duurisoinnun antavat kielen vérahte-
lypituudet 1, 4/5 ja 2/3 suhtautuvat toisiinsa samalla
tavalla kuin luvut 1/4, 1/5 ja 1/6. Kannattaa huomata
my0s, ettéd tdssd puhutaan puhtaista intervalleista. Soi-
tinten tasaviritys ei aivan tésmélleen tuota téssé tar-
kasteltuja kielen pituuksien suhteita.

Konstruktio

Kahden positiivisen luvun harmoniselle keskiarvolle on
keksitty useita erilaisia konstruktioita. Solmun artik-
kelissa [1] esitetdéan yksi konstruktio puolisuunnikkaan
avulla. Piirtdmalld puolisuunnikas sopivasti voidaan
tuota padttelyd hieman keventéa.

Olkoot a ja b positiivisia lukuja. Piirretdén janat AB ja
CD siten, ettd a = AB ja b = CD ja ettd ndmé janat
ovat kohtisuorassa janan AC kanssa. Piirretdéan yhdys-
janat AD ja BC'. Olkoon F yhdysjanojen leikkauspiste
ja F' pisteen E kohtisuora projektio janalle AC. Mer-
kitdan ¢ = FF ja osoitetaan, ettd ¢ on lukujen a ja b
harmonisen keskiarvon puolikas.

B
D
“ E
b
c
A X F )% C

Merkitdan © = AF ja y = CF. Kolmioiden ABC' ja
FEC yhdenmuotoisuuden perusteella

rT+y a

Y Cc

eli " a
—4+1=-.

c

Koska z ja y ovat yhdenmuotoisten kolmioiden ABE
ja CDFE korkeudet, niin niille patee

r _a
Y b

Siis a a

—+1=-.

b + c
Ratkaisemalla tédsté ¢ saadaan
_ ab

a+b

Siis ¢ on puolet lukujen a ja b harmonisesta keskiarvos-
ta.
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Virtaviivaistetaan konstruktiota

Edellisessé konstruktiossa kéytettiin verrantoa

xT a

y b
Koska x + y on janan AC pituus, se voidaan valita va-
paasti. Valitaan nyt x = a ja y = b. Talloin riittaa
tarkastella edellisen kuvan kolmiota ACD, joka on ir-
rotettu oheiseen kuvaan.

D
E
b
C
A a F b C

Muodostetaan siis suorakulmainen kolmio ACD, jolla
on kateetit a+b = AC ja b = C'D. Valitaan sivulta AC
sellainen piste F', ettd a = AF ja b = FC. Valitaan si-
vulta AD piste E siten, ettd F'E on yhdensuuntainen
sivun C'D kanssa.

Merkitaén ¢ = FF. Nyt ndhdaén, ettd ¢ on puolet lu-
kujen a ja b harmonisesta keskiarvosta. Nimittain kol-
miot AF'E ja ACD ovat yhdenmuotoisia, joten

c_ a
b a+b
Siis
. ab
T a+b
Tehtavia

Aiheesta kiinnostunut lukija voi konstruoida positiivis-
ten lukujen a ja b harmonisen keskiarvon puolikkaan
seuraavien tehtédvien avulla. Konstruktioiden todistuk-
set ovat mukavia geometrian harjoitustehtavid ja ne
jatetaan lukijalle.

Tehtava 1. Piirretdén kolmio O AB siten, ettd a = OA
ja b= OB. Lisiksi oletetaan, ettd kulma AOB on 120

astetta. Olkoon C' kulman AOB puolittajan ja sivun
AB leikkauspiste.

Tehtava 2. Piirretdén kolmio O AB siten, ettd a = OA
jab = OB. Olkoon C kulman AOB puolittajan ja sivun
AB leikkauspiste. Olkoon D sivun OB sellainen piste,
ettd jana DC on yhdensuuntainen sivun O A kanssa.

Osoita, ettéd luvulle ¢ = DC' pétee
11,1
c a b
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