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Ilmakehan massa
Markku Halmetoja

Viime vuosituhannen lopulla laskettiin Méntén lukion
matematiikan erikoiskurssilla ilmakehdn massa. Alun-
perin oli tarkoitus ainoastaan maéarittdd ilman paine
(p) ja tiheys (p) maan pinnasta lasketun korkeuden
funktioina, mutta tilanne riistaytyi kasistd. Oppilaiden
kontribuutio ei ollut vdhdinen. Laadin aiheesta tuol-
loin nettisivunkin, mutta kun se on nyttemmin kadon-
nut (ilman myotavaikutustani), arvelen, etta laskelma
ansaitsisi tulla laajemminkin julki ja pysyvadmmin ar-
kistoiduksi.

Kerrataan aluksi hieman kemiaa ja fysiikkaa. Ilma on
seos, joka koostuu péddosin typestd N2 (noin 78 %) ja
hapesta Oz (noin 21 %). Niiden liséksi on pieni& méaaria
muita kaasuja, kuten argonia Ar (alle 1 %), hiilidioksi-
dia, vetyé, heliumia yms., sekd vaihteleva méaira vesi-
hoyrya. Oletetaan hieman yksinkertaistaen, etté typen
ja hapen lisdksi loppuosa koostuu pelkéstdan argonis-
ta. Laskemalla molekyylien moolimassoista niiden pro-
senttiosuuksilla painotetun keskiarvon saamme ilman

laskennalliseksi moolimassaksi M = 29,0 £+.

Ilma noudattaa varsin hyvin ideaalikaasulakia
pV =nRT,

missd n on tarkasteltavan ilmaerdn ainemaéérd, V sen
tilavuus, T sen absoluuttinen lampoétila ja R yleinen
kaasuvakio. Sen arvo 16ytyy taulukkokirjasta. Koska
ainem&drd on massa jaettuna moolimassalla ja tiheys
puolestaan massa jaettuna tilavuudella, saadaan kaa-
sulaista paineen ja tiheyden véliset yhtélot:

RT

oM RT
P—RTPJ P—MP~

Jos siis saamme méaéritetyksi ilman paineen korkeudel-
la x, saamme samalla ilman tiheyden kyseiselld korkeu-
della.

Tarkastellaan kuvion mukaista (teoreettista) ilmasylin-
terid, jonka pohjan pinta-ala on A, korkeus on h ja
tilavuus tédten Ah. Jos ilmanpaine korkeudella z on
p = p(x), niin se vaikuttaa sylinterin pohjaan voimal-
la p(x)A. Ylipuoliseen pohjaan vaikuttava voima on
vastaavasti —p(x 4+ h) A, mikd samalla kohdistuu vélil-
lisesti my6s alapohjaan. Siihen vaikuttaa myos sylinte-
rin sisdlld olevaan ilmamaérdaan kohdistuva painovoima
~ —p(x)Ahg, missi g on putoamiskiihtyvyys.

Voimat kumoavat toisensa, eli
p(x)A —p(x + h)A — p(x)Ahg =~ 0.

Jos néin ei olisi, olisi ilmakehd ajan myo6ta litistynyt
maan pintaan tai haihtunut avaruuteen. Saatu yhtalo
on sitd tarkempi mitd pienempi sylinterin korkeus on.
Kirjoittamalla se muotoon
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ja antamalla h:n ldhestyd nollaa likiméérdinen yht&lo
tarkentuu differentiaaliyhtéloksi

(@) = ~gp(x) = —oap(a).

Putoamiskiihtyvyyttd g voi pitdd vakiona ainoastaan
maan pinnan l&heisyydessd tapahtuvia ilmititd tar-
kasteltaessa. Yleisemmin sen arvo korkeudella x (> 0)
maan pinnasta on gravitaatiolain mukaan

g=g(x)= 7(717:7(;)2’

missd mg on maapallon massa, r sen sidde ja v on gra-
vitaatiovakio. Kun tdmaé sijoitetaan edelld saatuun yh-
taloon, saadaan Leibnizin tavalla merkittyna

o _Mymo__ p
dz RT (r+x)?

alkuehdolla p(0) = py (normaali ilmanpaine). Erotta-
malla muuttujat saadaan

dp ~ Mymy dx

P RT (r+z)%’
ja edelleen integroimalla
M~ymg 1
1 =
np RT (r+ux) te
Alkuehdon perusteella
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ja lopulta
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Téaten ilman tiheys korkeudella x

(@) Mpg ( M~ymyg ( x ))

x) = exp | — .

P RT P RTr \r+=x

Kun se nyt tunnetaan, voidaan laskea massa. Tarkas-

tellaan (r +x)-séteistd pallon kuorta, jonka paksuus on
dz. Sen tilavuus

p(x) = po exp (f

dV = 4n(r + z)dx

ja massa eli massa-alkio

dm = p(z)dV = 47 (r 4 z)?p(x)dz

Mpo (r +x)*exp (_Mfymo (r _T_ x)) dz.

=4 RT RTr

Ilmakehan likiméaardinen massa saadaan summaamalla
se maan pinnalta parin sadan kilometrin korkeuteen.
Satelliittien alimmat kiertoradat ovat niilld main eiké
ohuenkaan ilman kitka héiritse niiden lentoa. Lampo-
tilassa on hyvéksyttdva hieman mielivaltaisuutta. Wi-
kildhteen [1] mukaan maapallon keskilampdétila maan
pinnan tasolla on noin 15 °C eli 288 K, mutta ylem-
missd ilmakerroksissa se on pakkasellakin. Toisaalta,
ilmakehd on tiheimmillidn maan pinnalla, joten ole-
tamme keskim&ardiseksi lampdétilaksi 0 °C eli 273 K.
Maa on navoiltaan hieman litistynyt. Puserramme sen
pyoreaksi valitsemalla sédteeksi napa- ja ekvaattorisa-
teen keskiarvon. Taulukossa on tiivistetysti numeeriset
vakiot.

r=6,367-10% m
mo = 5,974 - 10%* kg

v = 6,67259 - 10~ Nm?/kg?
po = 1,01325 - 10° N/m?

R = 8,3145 Nm (mol - K)

T =273 K

M = 0,0290 kg/mol

Solmu-formaattiin saattamista lukuunottamatta ta-
maén kirjoituksen laatimisessa on tdhin mennessé kiy-
tetty ainoastaan matemaatikon kolmea perustyokalua,
kyn#d, paperia ja roskaponttod. Siksi tuntuu perin
kummalliselta kuulla somevéitteitd, joiden mukaan ky-
nésta ja paperista on pelkkaa haittaa matematiikan op-
pimisessa. Saattaa olla, ettd paperilla hahmottelu on
turhaa, jos tehtévit laaditaan niin alkeellisiksi, ettei
niiden ratkaisemisessa tarvita ajattelua. Mutta tdhéan-
hén ei kouluopetuksessa pyritd — vai pyritdanko?

Nyt on kuitenkin perusteltua turvautua tietokoneeseen,
silld integrointi on suoritettava numeerisesti. Wolfram-
Alpha [2] antaa vastaukseksi m ~ 5,28-10'8 kg. Wikisi-
vuston [1] mukaan m ~ 5,15-10'8 kg. Sielld kiytetysti
menetelmésta ei ole tietoa, mutta ilmeisesti todellisuu-
den piirteitd on otettu tarkemmin huomioon. Luontoa
kuvaavilla eksponentiaalisilla malleilla on kokeellisiin
tietoihin perustuvat pétevyysalueensa. Kahtasataa ki-
lometria korkeammalle ei kannata integroida, silld ku-
ten todettu, satelliitit lentavét sielld. Lisaksi integraali
hajaantuu yli absoluuttisen nollapisteen olevissa lam-
potiloissa, jos ddrettomyyksiin asti lasketaan.

Viitteet

[1] https://en.wikipedia.org/wiki/Atmosphere_
of _Earth

[2] https://www.wolframalpha.com/
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