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Raja-arvo ei aina kayttaydy niin kuin luulisi

Simo K. Kiveld

Funktion raja-arvo

lim f(z) =5

r—a
luonnehditaan usein sanomalla, ettd funktion arvot
f(z) saadaan niin ldhelle lukua b kuin halutaan, kun-
han muuttujan x arvot vieddén riittavéin ldhelle lukua
a. Tavoitteena on luoda asiasta mielikuva, mutta var-
sinaiseksi madritelméksi tdmaé ei oikein kelpaa.

Tasméllisyyteen pyrkivd méaritelméd kéayttdd usean
aloittelevan matematiikan opiskelijan kammoamia
kreikkalaisia kirjaimia epsilon ja delta, € ja §. Mate-
matiikan pitkddn historiaan verrattuna mééaritelmé on
nuori, 1800-luvulta. Kuvan piirtdminen auttaa méaari-
telmén ymmaéartdmisessd eikéd se lopulta ole kovin ih-
meellinen, joskin edellyttdd usein hieman uutta ajatte-
lutapaa. Siis:

Funktion f raja-arvo pisteessé a on b, merkitdin
lim, . f(z) = b, jos jokaista positiivilukua € kohden
on olemassa positiwviluku § siten, ettd |f(x) — b < ¢,
kun 0 < |z —al| < 0.

Merkintd 0 < |z — a| on hieman hdméaavé, koska itseis-
arvo ei kuitenkaan voi negatiivinen olla. Tata ei ole-
kaan tarkoitus korostaa, vaan ilmaista, ettd yhtdsuu-
ruus ei tule kysymykseen, ts. ei saa olla x = a. Ei siis
tarkastella lainkaan funktion f arvoa pisteessd a eiké
sen edes tarvitse olla méaritelty téssd pisteessi. (Tark-
kaan ottaen méaritelméan pitédisi lisdté, ettd huomioon
otetaan vain ne pisteet x, joissa funktio on madaritelty.
Tata ei kuitenkaan kannata liikaa miettid pyrittdessa
ymmértamain médritelmén idea.)
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Ylemmaéssé kuvassa on lim, ¢ f(z) = 1 (musta piste).
Vaakasuorat katkoviivat rajaavat alueen, jossa funktion
arvot ovat enintdén epsilonin etéisyydelld raja-arvosta
1. Pystysuorat katkoviivat alueen, jossa argumentti x
on enintddan deltan etiisyydelld tarkastelupisteesté 0.
Kuvan mukainen delta ei kelpaa vastaamaan vaakasuo-
rien katkoviivojen epsilonia, mutta pienentamélla del-
taa padstdan tilanteeseen, jossa vastaavat funktion ar-
vot ovat vaakasuorien katkoviivojen vélissd. Néin kéy,
valitaanpa epsilon millaiseksi tahansa.

Alemmassa kuvassa tutkitaan, onko lim,_,q f(z) = 0
(valkoinen piste). Kuvan tilanteessa epsilonia vastaava
delta on 16ytynyt. Itse asiassa deltalle kédvisi mika ta-
hansa arvo. Jokaiselle epsilonille pitaisi kuitenkin 16y-
tdd jokin sitd vastaava delta, mutta tdmé ei onnistu,
jos epsilon on < 0.5. Tama merkitsee, etta raja-arvo ei
ole 0, eika sité itse asiassa ole olemassakaan.

Yhdistetyn funktion raja-arvo

Alussa esitetty raja-arvon luonnehdinta antaa aiheen
uskoa, ettd jos

lim g(z) =b ja

niin myos
lim f(g(z)) = c.

Tr—ra

Jos siis x ldhestyy a:ta, niin g(x) ldhestyy b:ta ja tal-
16in f(g(x)) lahestyy c:td. Tamé pitéisi tietenkin to-
distaa epsilon-delta-méaritelméan perustuen eika vain
luottaa intuitioon. Jos taas lausuma ei olekaan oikea,
sen kaatamiseen riittda yksi vastaesimerkki.

Olkoon g oheisen kuvan mukainen funktio, g(z) =
xsin(1/z). Tama ei ole médritelty origossa, jossa raja-
arvoa tarkastellaan, mutta sen ei tarvitsekaan olla.
Koska

|lzsin(1/x)| = [z[|sin(1/z)] < |z,

on
lg(z) — 0] <e, jos 0 < |z —0] <e=04.

Epsilonia vastaava delta on siis sama kuin epsilon itse,
ja raja-arvo origossa on 0.

Funktion f arvo origossa olkoon f(0) = 1, muutoin ol-
koon f(z) = 0. Talloin lim,_,o f(z) = 0.

Millainen sitten on yhdistetty funktio f(g(z))? Se saa
samoja arvoja kuin ulkofunktio f, ts. 0 ja 1. Jos g(x) =
0, arvo on 1, muutoin se on 0. Funktiolla g on &aretto-
mén paljon nollakohtia, jotka kasautuvat origoon (ku-
van mukaisesti; lukija laskekoon nollakohdat tarkem-
min). Talléin yhdistetty funktio saa jokaisella valilla
] — 9,9 sekéd arvoja 1 ettd arvoja 0. Néin ollen yhdis-
tetylla funktiolla ei ole raja-arvoa origossa eikd yhdis-
tetyn funktion raja-arvoa koskeva otaksuma ainakaan
tassa tapauksessa pade.

Voisi tietenkin ajatella, ettd otaksuma olisi voimassa
siiné tapauksessa, ettd yhdistetylld funktiolla on raja-
arvo. Nainkéddn ei ole, mikd ndhddan tarkastelemalla
yvhdistettya funktiota f o f, ts. lauseketta f(f(z)). Jos
nimittdin « # 0, on f(x) = 0 ja siis f(f(z)) = 1. T&l-
16in lim, 0 f(f(x)) = 1.

Luonnolliselta tuntuva lausuma yhdistetyn funktion
raja-arvosta ei siis ndytd olevan totta ainakaan ylei-
sesti. Itse asiassa se on kylld melkein totta, mutta tar-
vitaan yksi lisdoletus: ulkofunktion pitdé olla jatkuva.
Tamén todistaminen jaakoon harjoitustehtaviksi luki-
jalle. Vihjeen saa vaikkapa artikkelin lopussa mainit-
tavista ranskankielisistd dokumenteista, joiden lukemi-
sessa ei kovin paljoa ranskan taitoa tarvita. Matemaat-
tinen notaatio on kansainvélista.

Mita Wikipedia sanoo

Suomenkielinen raja-arvoa kisittelevd Wikipedia-
artikkeli esittda yhdistettyd funktiota koskevan lausu-
man totena. Englanninkielisen ja saksankielisen mu-
kaan lausuma ei pidéd paikkaansa ja vastaesimerkkikin
esitetddn. Ranskankielisen mukaan lausuma pétee.

Misté téssd on kysymys? Eikd Wikipedia-artikkeleihin
voi luottaa?

Lahdekritiikki on tietenkin aina paikallaan ja kaikki
inhimillinen toiminta on virhealtista. Téss& on kuiten-
kin kyse hieman muustakin. Suomenkielisessd artik-
kelissa on yksinkertaisesti virhe. Englannin-, saksan-
ja ranskankieliset ovat omassa kontekstissaan oikein.
Englannin- ja saksankielisilli on nimittain sama raja-
arvon maéritelmé kuin Suomessa kiytetty (ja edelld
esitetty), mutta Ranskassa on — ainakin aika yleisend
— tapana maéritelld hieman toisin:

Funktion f raja-arvo pisteessé a on b, merkitddn
lim, o f(z) = b, jos jokaista positiivilukua € kohden
on olemassa positiiviluku 0 siten, ettd |f(x) — b < ¢,
kun |z — al < 4.
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Erona on, ettd miirittelyehdon |f(z) — b] < e tulee
pited myos, jos x = a. Jos tulee olla |f(a) — b < ¢
milld tahansa positiiviluvulla e, tulee valttaméatta olla
f(a) = b (jos a kuuluu funktion f méirittelyjoukkoon).
Funktion f pité4 siten olla jatkuva pisteessé a. (Jos f ei
ole méaritelty pisteessé a, sen maérittely voidaan laa-
jentaa pisteeseen a asettamalla f(a) = b, jolloin saa-
daan jatkuva funktio.)

Ranskassa raja-arvon olemassaololta vaaditaan siis hie-
man enemmaén, jolloin ehdot tayttavia tapauksia on vé-
hemmén ja néille yhdistettyja funktioita koskeva tulos
patee.

Eik6 matematiikka sitten olekaan universaalia, kaik-
kialla samanlaista? Ei tdssd mielessd. Méadritelmissé voi
olla eroja. Periaatteessa tdmaé ei ole sen kummallisem-
paa, kuin ettd toisinaan pienimpéné luonnollisena lu-
kuna pidetddn ykkosté, toisinaan nollaa (kuten mate-
maattisten merkintojen standardi tekee). Uutta kirjaa
luettaessa onkin syyté katsoa, millaisia méaritelmia sii-
na kaytetadn. Ainakin kriittisissd tapauksissa, mita ne
sitten ovatkin.
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