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Muirheadin epayhtalo

Esa V. Vesalainen
Matematik och statistik, Abo Akademi

Kerromme téssa artikkelissa Muirheadin epayhtélos-
td. Se on tehokas tyokalu tietynlaisten symmetris-
ten epdyhtéldiden todistamiseen. Keskitymme vain esi-
merkkeihin ja ongelmiin, joissa Muirheadin epayhtalo
on yksindén riittdvéi. Esitdmme myos tdyden todistuk-
sen sille. Jotkin vastaan tulevat kohdat ovat huomatta-
van mutkikkaita, ja halutessaan lukijan kannattaakin
hypéata hankalien kohtien yli.

Hieman merkintoja esimerkein

Jatkossa n tulee yleensd olemaan positiivinen kokonais-
luku, joka kertoo muuttujien lukuméérian todistettavis-
sa epayhtéaloissa. Naméa n muuttujaa tulevat usein ole-
maan xi, X2, ..., Tn, joiden oletetaan olevan epanega-
tiivisia reaalilukuja. Vaihtelun vuoksi saatamme kéyt-
tdd muuttujia a ja b, kun n = 2, tai x, y ja z, kun
n = 3, ja niin edelleen.

Tulemme tarkastelemaan lausekkeita, joissa esiintyy
ndiden muuttujien potenssien tuloja. Merkitsemme
eksponenttien jonoja ja niiden elementtejd pienilla
kreikkalaisilla kirjaimilla
Oé:<04170t2,..-,04n> ja ﬂ:<617523"'7ﬂn>7

ja niin pois péin. Kaikissa tilanteissamme n&ma luvut
Qat, ..., Qn, B1, ..., B, tulevat olemaan epanegatiivi-
sia reaalilukuja, joille pitee a; > as > ... = a, ja

B1=P2=...2 B

Koska olemme kiinnostuneita symmetrisistd lausek-
keista, otamme kayttoon epayhtalokirjallisuudessa ylei-
sen symbolin ) Erityisesti,

sym”*

al a2, pOn
E " Ty Tn

sym

tarkoittaa summaa kaikista termeisté, jotka saadaan,
kun annetaan muuttujien zi, xo, ..., z, vaihtaa tai
olla vaihtamatta paikkoja keskenddn kaikin mahdolli-
sin tavoin. Koska néitéd eri tapoja on tunnetusti aina
n!=1-2-3-...-(n— 1) -n kappaletta, on siis summas-
sa aina 2! = 2 termid kahden muuttujan tapauksessa,
3! = 6 termid kolmen muuttujan tapauksessa, 4! = 24
termid neljain muuttujan tapauksessa, ja niin edelleen.

Esimerkiksi, kun n = 2 ja muuttujat ovat z; ja xo, ovat
eksponenttijonoja (2, 1) ja (1, 0) vastaavat symmetriset
summat

2 2 2 .
E TiTo =TT+ 2521 Ja E r1 =21+ Xo.

Sym Sym

Samoin, jos reaalimuuttujinamme ovat vaikkapa a ja b,
niin on

Za2b2a2b+ab2 ja Za:a—i—b.

sym sym

Kun n = 3 ja reaalimuuttujamme ovat x1, x2 ja x3, on
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eksponenttijonoa (3,2,1) vastaava summa

3,2 3,.2 3.2 3.2
E T{Tyx3 = X7 X53T3 + T 322 + X527 T3

sym
3.2 3.2 3.2
+x523201 + 2327 X2+ 23252,
ja eksponenttijonoa (4,0, 0) vastaava
4 _ 4,00
E x] = E x| Ty Ty

sym sym

4.0 .0 4.0 .0 4.0 .0
T ToXg + X{ L3 Ty + TyTq X3

4 4 4
+x2xgx?+x3x?xg+x3xgx?

=221 4+ 225 + 223,

Jos reaalimuuttujamme olisivat vaikkapa a, b ja ¢, niin
olisi

ZGQb:a2b+a2c+62a+b20+02a+02b,

sym

ja jos reaalimuuttujamme sattuisivat olemaan z, y ja
z, olisi

Zm4 =2 (x4 + oyt + z4) ja nyz = 6zyz.

sym sym

Samassa hengessé pétee yleisesti

E T1To Ty =nlaT1To Ty,
sym

silld kaikki n! eri tapaa jarjestelld muuttujia =i, o,
., T, keskendén johtavat aina samaan termiin, joka
on muuttujien tulo. Samoin,

in’z(n—l)!(w?—i—x%—i—...—i—mi),

sym

silld esiintyyhén esimerkiksi termi #f summassa niin

monta kertaa kuin miten monella tavalla muuttujia xo,
x3, ..., Tp voi jarjestelld keskendén, eli (n — 1)! kertaa.

Hieman mutkikkaampi esimerkki olisi eksponenttijo-
noa (1,1,...,1,0,0,...,0), missd 1 esiintyy k kertaa
ja 0 siten n — k kertaa jollakin k& € {1,2,...,n — 1},
vastaava symmetrinen summa

E XT1To Tk

=k!'(n—k)!

>

1<i1<ia<...<ip<n

Ly Ly * Ty

missé viimeisessd summassa otetaan summa niiden ko-
konaislukujen jonojen (i,is,...,4) yli, joille patevéit
epayhtalot 1 < i3 < @2 < ... < i, < n. Toisin sa-
noen, viimeisessd summassa otetaan kaikki & eri muut-
tujan tulot muuttujista z1, o, ..., x,, ja lasketaan
ne yhteen. Termeja summassa on binomikertoimen (Z)
osoittama maara.

Mita tavoittelemmekaan tassa?

Olemme kiinnostuneita siitd, mitd epdnegatiivisten re-
aalilukujen eksponenttijonoilta o = (aq,...,q,) ja
B = {B1,...,Bn), missd n on positiivinen kokonaislu-
ku, pitdakaan vaatia, etta olisi

«q a2 (6% 61 BQ
E :El zz ...:L‘n"> E 1:1 x2 ..

sym sym

. pPn
xTL

kaikilla epanegatiivisilla reaaliluvuilla x1, z2, ..., x,7

Olettakaamme, ettd eksponenttijonot « ja S ovat tél-
laisia, ja tarkastellaan, mité téstd seuraa. Koska eks-
ponenttien ag, ..., «a, permutointi ei vaikuta miten-
kdadn vasemman puolen arvoon, voimme huoletta olet-
taa, ettd luvut ovat vdhenevéissa jarjestyksessd. Sama
pétee eksponentteihin (1, ..., [,, eli voimme olettaa,
etta

ja BizpBz=...2 0

QpZ Qg 2.2 0,

Olkoon x jokin positiivinen reaaliluku, ja katsotaan,
mité oletettu epayhtéld sanoo, kun

1 =g =...=Tp =2.

Vasemmalla puolella summan jokainen termi on suu-
ruudeltaan ¥+ ja oikealla puolella jokainen ter-
mi on 21+ 8 Siispi oletettu epéyhtilo on tissi eri-
koistapauksessa

n! portoet . +an > n!x,31+/32+---+5n_
Kun £ — oo, on luonnollisesti oltava

oy tax+ ..o tay =B+ Pt B,

jotta tdmé epayhtdld patisi. Samoin, kun x — 0+, on
oltava

oy tay+ .. ta, <P+ Lot + B
Yhdessé néistd seuraa, ettd on oltava

CM1+042+...+C¥n:ﬂ1+ﬂ2+...+ﬂn.

Hyva, olkoon seuraavaksi & € {1,2,...,n—1}, ja
tarkastelkaamme hieman monimutkaisempaa erikoista-
pausta, jossa

ja
Thyl =Thyo = ... =Tp =1,
jolloin epédyhtdlon molemmilla puolilla jokainen termi

on muuttujan x potenssi. Vasemmalla puolella kor-
kein esiintyvi potenssi on z®1 T ja oikealla puolella
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xPrtFPe Titen paddymme siihen, etté jotta epiyh-
talo voisi pated, kun x — oo, on oltava

art+as+...+ap = P14+ P+ ...+ B

Kaiken kaikkiaan olemme nyt paityneet sellaisiin vaa-
timuksiin, etté

ay+as+ ... Fa, =01+ B2+ ...+ Bn,
ja

O‘l}ﬂla
a1+ ag = B1 + Pe,
oy + g +ag = B1+ B + fBs,

ar+ag+ ... tap 1 2B+ B+ 4+ Buot.

Néiden kaikkien vaatimusten vallitessa merkitsemme
a = [, ja sanomme, ettd jono « majorisoi jonoa
B. Jos lisiksi o # B, eli ay # B¢ ainakin yhdella
¢ e {1,2,...,n}, niin merkitsemme « > . On hyvin
tarkedd pitdd mielessd, ettd ylla luetellut ehdot majo-
risoinnille a = [ ovat mielekk&itd ndin kirjoitettuina
vain silloin, kun kummassakin jonoista « ja 8 luvut
ovat vihenevissa jarjestyksessa.

Esimerkki 1. Patecko kaikille positiivisille reaalilu-
vuille a, b ja ¢ epdyhtdlé

Ql/2p1/2 4 pl/2 (/2 4 (1/2 1/2

> aB/5 LB (1/5 L qL/5 315 (1/5 | g1/5 1/5 (359

Enta pdteeké  epdyhtilé jos >=-merkin wvathtaa <-
merkiksi?

Ratkaisu. Vasen puoli on

%ZQI/Q bl/? ja oikea %z:a?’/5 bl/5 /o,

sym sym

Kumpikaan ehdotettu epayhtalo ei péade, silla

11 31 1\ . 11 311
<2’ 2’0> # <5’ 5 5> J <2’ 2’0> A <5’ 5 5>’
edellinen siksi, ettd 1/2 # 3/5 ja jalkimméinen siksi,

etta

3 1 4 1

575 5 2’
muistaen, ettd molemmissa eksponenttien jonoissa lu-
vut ovat vdhenevissd jarjestyksessd. Luonnollisesti
voimme osoittaa epayhtéalét mahdottomiksi konkreet-
tisestikin. Nimittéin, jos epayhtald patisi >-merkilla,
niin valittaessa ¢ = = ja b = ¢ = 1 mielivaltaisella
positiivisella reaaliluvulla x, olisi oltava

1

222 41 2963/5—1—21;1/5,

mutta selvisti oikea puoli kasvaisi nopeammin, kun
xr — 00, eli tdim& on mahdotonta. Esimerkiksi, kun
x = 1024, on

2212 411 =65 %72=2a%° 4225,

Samoin, jos epéyhtélo patisi <-merkillé, olisi valittaes-
saa=0b=uxjac=1 oltava

IE+2$1/2 g 214/5 +x2/5’

mistéd jélleen seuraa ristiriita, kun @ — oo. Esimer-
kiksi, kun x = 1024, on

z+22'? = 1088 £ 528 = 2%/ 4 22/, O

Muirheadin epayhtalo

Y14 tarkastelimme valttamattomia ehtoja sille, etta

o1 oo o 1,.82 B
E Ty Ty "'xn">§ Ty Tgo - Tp"

sym sym

kaikilla epadnegatiivisilla reaaliluvuilla xy, zo, ..., Ty,
ja totesimme, ettd on padettdva a = [ sen jilkeen kun
jonojen « ja B luvut on uudelleenjérjestetty vahene-
vadn jarjestykseen. Muirheadin epéyhtédlon sisélto on
nyt siind, ettd paitsi, ettd o = 8 on vilttamaton ko-
koelma ehtoja alkuperédisen epéayhtélon paikkansapité-
vyydelle, se on myos riittavia kokoelma ehtoja!

Lause 2 (Muirheadin epéayhtild). Olkoon n positiivi-
nen kokonaisluku, ja olkoot v ja B epdnegatiivisten re-
aalilukujen jonoja, joissa on kummassakin n lukua vd-
henevissd jarjestyksessd, ja joille o %= (. Tdlldin

a1 Qo an E 1 ,.02 Bn
E Tt Ty ..._fL‘nW> Ty Ty ...xn'"

sym sym

kaikille epinegatiivisille reaaliluvuille x1, xo, ..., Tp.

Lisdaksi positiivisilla reaaliluvuilla x1, xo, ..., x, epd-
yhtdlossd vallitsee yhtisuurvus vain ja ainoastaan sil-
loin, kun a = tai 1 = x9 = ... = Tp.

Taman todistus on varsin monimutkainen ja sen-
pé vuoksi ensin tutustummekin joukkoon esimerkkeja
epayhtalon kiytostd palaten todistukseen vasta myo-
hemmin artikkelissa.

Esimerkkeja ~ Muirheadin epayhtalon
kaytosta

Esimerkki 3. Olkoot a, b ja ¢ positiivisia reaalilukuja.
Osoita, etta

a* + b+t >abc(a+b+c).
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Ratkaisu. Ensinnakin pétee (4,0,0) = (2,1,1), silld

4>0>0, 2>1>1,
sekd
44040=4=2+1+1, 4> 2,
ja
4+0=423=2+1.

Taten Muirheadin epayhtalon nojalla
Z at > Z a? be,
sym sym
eli
2 (a4 + bt —|—c4) > 2 (a2b0+ab20—|—abcz) ,
mistd pienelld sievennykselld seuraa toivottu

a + 0+t > abc(a+b+c). O

Esimerkki 4. Olkoon n positiivinen kokonaisluku, ja
olkoot ay, asg, ..., a, epdnegatiivisia reaalilukuja. Osoi-
ta, etta

at+ay+...+ay=>najaz---ay.

Josn € Z; jajos 1, xa, ..., T, ovat epinegatiivisia
reaalilukuja, niin sijoittamalla esimerkin epayht&loon

1/n 1/n 1/n
a =z, a=zy, ..., an:x/

saamme valittomaésti tutun epayhtalon

1+ 22+ ...
n

+ x5

> Yr1To- T

Esimerkin 4 epédyhtélo on téten itse asiassa aritmeettis-
geometrinen epayhtdlod, joka siis seuraa mukavasti
Muirheadin epayhtalosta.

Esimerkin 4 epdyhtdlon todistus. Todetaan ensin, ettd
(n,0,...,0) = (1,1,...,1), missd siis kummallakin
puolella esiintyy n lukua. Luonnollisesti

n=2020=>...20 ja 12121>...21,

ja
n+04+0+...+0=n=14+1+14+...4+1,
seké liséksi
n =1,
n+0=n>2=1+4+1,
n+04+0=n=23=14+1+1,
>n=14+1+14+...4+1.

n+04+0+...40=n
—_———

(n—1)x0 nx1

Nyt Muirheadin epayhtélon nojalla

E al = E aya -Gy

sym sym
eli

(n=D!(a?+af+...4a;) =2nlaras - ay,

mistéd viite seuraakin jakamalla puolittain kertomalla
(n—1)L O

Esimerkki 5. Olkoon n positiivinen kokonaisluku, ja
olkoot ay, aq, ..., a, posititvisia reaalilukuja. Jokaisel-
leve{l,2,...,n} mddritellain

P = >

2)
v/ 1<i1<ie<...<ip, <n

V/ail a’ig [ ai,/7

missd siis otetaan summa kaikkien kokonaislukujono-
jen (i1, da, ..., 1,) yli, joille 1 < i1 <ig < ...< i, < n.
Osoita, ettd
Pr>2P,>2P>...2 P,
Ratkaisu. Asian ydin on siiné, etté
(1,0,0,...,0) > < ,0 >

)

Y
Wl N
Wl N
W

0.0....0)

—

n—1n-1’

<M._.,;>.

Ei ole vaikea vakuuttua siitd, ettd jokaisessa néistad n
reaaliluvun jonoista esiintyy vain epénegatiivisia reaa-
lilukuja vahenevéssa jarjestyksessé, ja siita, ettd jokai-
sessa jonossa lukujen summa on tdsmélleen 1. Tarkis-
taaksemme osasummiin liittyvit majorisoinnin vaati-
mat ehdot, olkoon v € {1,2,...,n — 1} ja tarkastellaan

eksponenttijonoja
11 1
(o, 9,...,any={( —,—,...,—0,0,...,0
v v UV e —
T (n-v)x0
VX;
ja
<ﬂ1752a"'7ﬂn>

ﬁﬂwnﬂ>.
1 —o—

(n—v—1)x0

_ 1 1 1
T \v+1'v+1 v+

(v+1)x V~1H

Olkoon nyt k € {1,2,...,

taa, etta
k
>

i=1

n — 1}. Meidén pitéisi osoit-

k
> B
=1
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Kun k < v, tdmé pétee, koska silloin

k

ko k ,
Zai:;>V+1:;ﬂi~

i=1

Kun k£ > v+ 1, tdma pétee sen vuoksi, etté silloin

k n n k
Yoai=) a=1=> Bi=> B
i=1 =1 i=1 =1

Siten voimme kéayttdd Muirheadin epayhtéloa, ja ndem-
me, etta

2: 1/v 1/v 1/v
al a2 o-oa/l,

S
> il
S
eli
Vet Y

1<i1<i2<...<1, <N
>wv+D)(n—v-1)!

>

1<j1<g2<...<Ju+1<n

wr\/l Ajy Qjg * " Agyyqs

mistd viite seuraa jakamalla puolittain kertomalla
nl. O

Esimerkki 6. Olkoot a, b ja c positiivisia reaalilukuja,
joille abc = 1. Osoita, ettd

a+b b+c cHa

l+c 14a 14677
Ratkaisu. Aloittakaamme kertomalla puolittain tulol-
la (14 a)(14b)(1+ c), jolloin todistettava epayhtald
muuttuu muotoon

(a+b)(1+a)(1+bd)+(b+c)(1+b)(1+¢)
+(c+a)(14+c¢)(1+a)
23(1+a)(1+b)(1+¢).

Kertomalla kaiken auki ja tekemélld ilmeiset sieven-
nykset tdma muuttuu muotoon

2 (a2 + b2+ 02)
+ (a2b+a20+ab2 +b2c+(162+b62)
>34 (a+b+c)+ (ab+ bc + ca) + 3abe.
Kertomalla jokaisessa termissé sopivalla tulon abc = 1
potenssilla niin, ettd kaikkien termien asteiksi tulee

3, voimme Kkirjoittaa tdmén vield suoraviivaisemmas-
sa muodossa

Za7/3 pl/3 c1/3+2a26
sym sym
1 5/3,2/3 2/3 , 1 4/3,4/3 1/3
> §Za b*/° ¢ —|—§Syzn:1a b*? ¢

sym

+ abe.

sym

Nyt, jos asiaintila sattuu olemaan sellainen, ettd

52 2 441
2,1,0) = {=,2,2), ja (2,1,00> (=, =, =
<’ ) >>_<373’3>7 Ja <’ ) >>_<3’373>)

seka
711
L SR
(333) L.

niin saamme Muirheadin epéyhtélostéd arviot

1 1
2 1 5/312/3 2/3 , L 4/314/3 1/3
E a“b> 5 E a’’?b’? ¢ +2 g a*’? b7 ¢

sym sym sym

ja

Zaws REPERS Zabc,

sym sym

joiden summa olisi toivottu epayhtalé. Mutta asiaintila
on toivotunlainen, silld onhan

seké

5 2 2 4 4 1
24140=c4 42 =44
+Hl+0=c+s+i=c+z+3

S U I
3 3 3 v
seka vield
5 7 5 2
22—, 241=3>2-=-+4+ -,
3 + 3 3+3
ja
2>4 2—}-1—3>8—4+4
/3’ - /3_3 37
ja viela
7 7 1 8
Z>1, 4 -=->2=1+1. O
3 a3ty =3 +

Esimerkki 7. Olkoot a, b ja ¢ positiivisia reaalilukuja,
joille abc = 1. Osoita, ettd

a® b3 c3

+ + Z

14+b)(14+¢) (Q4+c)(14+a) (Q+4+a)(l+Dd) ~ 4

w

Ratkaisu. Kertomalla epédyhtdlé puolittain ilmeiselld
tulolla 4 (1 +a) (14 0) (1 + ¢) se saa muodon

4a®(14+a) +4b3(1+b)+4c (14 ¢)
>3(1+a)(1+b)(1+c),

miké kertomalla kaiken auki muuttuu muotoon

4(a4+b4+64)+4(a3+b3+cg)
2343(a+b+c)+3(ab+ be+ ca) + 3abe,
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missé kertomalla termejé sopivilla tulon abc = 1 po-
tensseilla niin, ettd kaikki termit ovat samaa astetta 4,
voimme kirjoittaa tdmén muodossa

4 (a4 + bt + 04)
14 (a10/3 BL/3 (13 1 q1/3 10/3 (1/3 | (1/3 p1/3 C10/3)
>3 (a2bc—|—ab2(z—|—ab02) + 6at/3 /3 A3
13 (a5/3 BB/3 (23 4 qB/342/3 (/3 4 (2/315/3 05/3) ,
tai vield yksinkertaisemmin muodossa

22@4 n QZam/a pL/3 (1/3

sym sym

3 2 4/3,4/3 4/3 | 3 5/315/3 2/3
>§Za bc—l—Za b*° ¢ —&-52@ bo/e el

sym sym sym

Tama puolestaan seuraa Muirheadin epéyhtélosté, jos
vain sattuu olemaan

011\ /552\ /144
373’3 333 3’3’3

4 4 4
4 2,1,1 ==,z
40,0 - 21,1 - (353 ).

ja

koska silloin voimme arvioida
9 Z q10/3 p1/3 (1/3
sym
3 1
> 2 Zas/s B5/3 (2/3 4 5 Za4/3 pa/3 c4/3,
sym sym
ja
3 1
2;;1@4 > 5 Syzmaz be + §§a4/3b4/3 A3,

Mutta ylld mainitut pétevét, silld onhan

o 1.1 5. 5_ 2
37373 37373
4 4 4
—=2-25, 42020, 2>12>1,
3 3 3 0>0, ja
ja
o, 1,1 5.5 2 4 4.4
3 3 3 3 3 3 3 3 3
=4404+40=2+1+1=4,
ja viela
0 5 4
37373
ja
10+1_11>10_5+5_10>8_4+4
3 '3 373 3 3 373 3 3
samoin kuin " A
422:7277
373
seka
9 8 4 4
4 =4>3=241==>-=-+ —. O
+0 3 + 323-3%3

Esimerkki 8. Olkoot a, b ja ¢ positiivisia reaalilukuja,
joille abc = 1. Todista, ettd

1 1 1
= —.
a3(b+c)+b3(c+a)+c3(a+b) 2

w

Ratkaisu. Kertomalla puolittain tulolla
2003 (a+b) (b+c)(c+a)

saamme todistettavalle epayhtélolle ekvivalentin muo-
don

2003 (b+c¢) (c+a) +2b°c® (c+a) (a+b)
+2c%a® (a+b) (b+c)
>3a** A (a+b)(b+c)(c+a).

Kertomalla tulot auki ja ryhmittelemélla termit uudel-
leen todistettava epédyhtilo saa muodon

2 (a4 bttt et a4)
+2 (a3b362—|—a3b263 +a2b363)
+2 (a4b3c+a3b4c+a4bc3
+aPbct +ab* B +ab? 04)
>3a30% 3 (a2b—|—a20+a62 +b%c+ac? +b02)
+6a'b* .
Ottaen huomioon, ettd abc = 1, voimme oikealla puo-
lella jakaa huoletta tulolla a*/3 b%/3 ¢*/3 niin, ettd mo-
lemmat puolet ovat homogeenisia ja astetta 8, ja kir-

joittaa todistettavan epayhtdlon symmetristen sum-
mien avulla muodossa

Za4b4+2a3b3c2+22a4b30

sym sym sym
> 3Za11/3 b8/3 05/3 4 Za8/3 b8/3 68/3.
sym sym

Tama seuraa suoraan Muirheadin epayhtéalosta, jos pé-

tee
11 8 5 11 8 5
4.4,0 —, =, = 4,.3,1 —, =, =
a0 - (3.5.5) - (F.5.3),
seka,
8 8 8
2 - =, = ).
<3737 >>.<35373>

Mutta ndmé pitdvat kuin pitavatkin paikkansa, silla
onhan tietenkin
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seké,
1 8 5
44440=—+-+5;=4+3+1
+ 4+ 3+3+3 + 3+
8 8 8
=34+34+2=-+-4+-=38
+ 3+ 3+3+3 ,
seké viel4
12 11 24 19 11 8
4=">—" 44+44=8=">"=""4 _
3 + 3 3 3+3
ja
12 11 21 19 11 8
4="3> = 443=T=">—"="42
3 + 3 3 3+3
sekéa viela,
9 _ 8 18 16 8 8
=~ 250 viela _18,16_8,8
3 373 javielda 343 3 3 3+3 O

Muirheadin epayhtalon rajoituksista

Muirheadin epayhtdld ratkaisee mukavasti ongelman
yhdenlaisesta termistd x' .-z~ symmetrisoimalla
saatujen summien mahdollisista epayhtéaloista. Kuiten-
kin verrattaessa symmetrisia lausekkeita, joissa esiin-
tyy useammanlaisia termejd, ei Muirheadin epéyhtélo
endd tavoita kaikkia epayhtéloita. Esimerkiksi Schurin
epayhtalo eksponentille 3 sanoo, ettd epanegatiivisille
reaaliluvuille a, b ja ¢ pitee

a® + 03 + & + 3abe
>ad?b+ad’c+ab®+b2c+ac® +bcP.

Koska téssa esiintyville eksponenttijonoille patee
(3,0,0) = (2,1,0) = (1,1,1),

péatee Muirheadin epéayhtélon nojalla epayhtalot

A+ 43>
1
5(a2b+a20+ab2+b2c+a02+bcz),

ja
L.y 2 2, 72 2 2
3abc§§(a b+a“c+ab®+b°c+ac erc),

missd jalkimmaéisessd epayhtédlossd epayhtdlomerkin
jarjestys on eri kuin Schurin epédyhtélossé, ja siis Schu-
rin epayhtélo ei ole véliton Muirheadin epayhtélon seu-
raus. Itse asiassa Schurinkin epéyhtdloé ehdottomasti
kannattaa pitdd késien ulottuvilla Muirheadin epéyh-
taloa kayttaessadn.

Muirheadin epayhtalon todistus

On tullut aika todistaa Muirheadin epayhtals. Todis-
tuksen ajatuksena on muokata siind esiintyvéia ekspo-
nenttijonoa o muokkaamalla kahta eksponenttia ker-
rallaan niin, ettd vastaavan symmetrisen summan arvo
ei voi kasvaa, ja niin ettd eksponentit yksi tai kaksi ker-
rallaan muuttuvat eksponenteiksi 5. Todistamme ensin
Lemman 9, joka toteuttaa tdman kahden eksponentin
muokkauksen. Témé lemma on selvasti mutkikkain osa
todistusta. Kun se on todistettu, Muirheadin epayht&lo
seuraa suoraan kayttaméalla lemmaa toistuvasti, kunnes
jono a on muuttunut jonoksi 3.

Ennen lemmaa ja sen todistusta esittelemme vield yh-
den merkinnén: Kun n on positiivinen kokonaisluku ja
a = {ag,...,an) ja B = (B1,...,0,) ovat kaksi jo-
noa, jotka kummatkin koostuvat n reaaliluvusta, niin
merkitsemme niiden erisuurten vastaavien lukujen lu-
kuméaaraa r(«, 8). Tarkemmin, r(«, 8) on niiden indek-
sien £ € {1,2,...,n} lukuméiir, joille oy # So.

Lemma 9. Olkoon n positiivinen kokonaisluku ja ol-
koot a = {a1,...,ap) ja B = {B1,...,0n) epinegatii-
visten reaalilukujen jonoja, joissa kummassakin on n
lukua vdhenevdssd jarjestyksessd, ja joille a = B ja
a #£ B. Tdlloin on olemassa n epinegatitvisen reaali-
luvun vihenevd jono v = (vV1,...,vn) niin, ettd pitee

v = B, etti r(B,y) <r(B,a), ja ettd

[e5] (6]
E 'Tl x2

sym

(o1 Y1 Y2 L Y
x,ﬁ}i T Ty T

sym

kaikille epinegatiivisille reaaliluvuille x1, ..., xy. Li-
saksi posititvisille reaaliluvuille x1, . .., x, tdssd vallit-
see yhtdsuuruus jos ja vain jos x1 = ... = Ty,.

Tassd o # [ tarkoitti siis sité, ettd oy # By ainakin yh-
delle ¢ € {1,2,...,n}. Ehto r(8,v) < r(8,a) tarkoit-
taa sitd, ettd eksponenttien jonoilla 5 ja v on enem-
mén yhteisia eksponentteja samoissa kohdissa jonoja
kuin eksponenttien jonoilla g ja «.

Lemman 9 todistus. Jonon ~ konstruktio on selvisti
mutkikkain asia, mitd teemme téssi artikkelissa. Poh-
jimmiltaan kyse on kuitenkin luonnollisesta asiasta: va-
litsemalla huolellisesti ja sopivasti kaksi eri lukua jo-
nosta a voimme liu’uttaa niitd samaa tahtia toisiaan
kohti, kunnes ainakin toinen niistd on yhta suuri kuin
vastaava luku jonossa 8. Tamaé liu’utettu jono on sitten
v, ja loppuosa todistuksesta kuluu sen tarkistamiseen,
ettd silld todella on kaikki toivotut ominaisuudet. Sel-
vésti jonossa <y tulee olemaan yksi tai kaksi yhteistd
eksponenttia jonon § kanssa enemmén kuin jonolla «
oli.

No niin, aloittakaamme. Koska « = 3, on

ar+as+...tap=01+B2+...4 Bn,
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jolloin my6s
(al_ﬁl)+(a2_ﬁ2)+"'+(an_ﬂn):0

Tarkastellaan ndiden erotusten jonoa

oy — B, as—Po, ..., ap—Pn

Koska a # (3, ainakin yksi néistd erotuksista on nol-
lasta poikkeava. Koska kaikkien erotusten summa on
nolla, on jonossa esiinnyttéva seké positiivisia ettéd ne-
gatiivisia erotuksia.

Lisdksi vasemmanpuoleisin nollasta poikkeava erotus
jonossa on positiivinen: Nimittéin, jos v € {1,2,...,n}
on se indeksi, jolle o, — 3, on vasemmanpuoleisin nol-
lasta poikkeava erotus jonossa, niin

Qy—1 = Bv—lv

041251, 042=ﬁ27 B

ja toisaalta, koska oli a = 3, on
artast...tay = fi+ Pt + B,

mistd valittomésti seuraakin, ettd «, > fS,. Koska
Qy # By, on siis a,, — B, > 0.

Olkoon seuraavaksi ¢ € {1,2,...,n} se indeksi, jolle
erotus oy — B¢ on vasemmanpuoleisin negatiivinen luku

jonossa. Toisin sanoen, olkoon ¢ € {1,2,...,n} se luku,
jolle
a1z b, az =P, ..., a1 2 feer, e <P

Koska vasemmanpuoleisin nollasta poikkeava erotus oli
positiivinen, on oltava v < ¢, ja erityisesti £ > 2.

Voimme nyt valita indeksin k € {1,2,...,£ — 1} niin,
etté erotus oy — [ on oikeanpuoleisin positiivinen ero-
tus osajonossa

ap—1— Be-1.

al_ﬂlu aQ_ﬁQu L)

Nyt meilld on siis indeksit k,¢ € {1,2,...,n}, joille
1<k<l<n,ja

apy2 = Brya, ...,
o1 = PBe—1, g < Be.

ar > B, g1 = Brt1,

Nyt ajatuksemme on kutistaa lukua aj ja suurentaa
lukua ay, pitden summa oy + oy vakiona, kunnes ay
on muuttunut luvuksi S, tai ap luvuksi 8y. Molemmat
voivat toteutua samanaikaisesti.

Tehdaksemme taméan tasméllisesti asetamme

oty . T_Oék—ae

T2 ) -T2
jolloin siis

ap =p+T, ja Qp=p—T.

Liu’utuksen mééra tulee olemaan 7 — o, missé

o =max {|Br —pl,|Be — pl} .

Koska
ag > B = Be > ay,

on 7 > 0, ja koska ay > 0, on 7 < p. Varmasti o > 0,
silld sen méadritelméssa esiintyvét itseisarvot ovat tie-
tenkin aina epdnegatiivisia. On

T=a—p<Br—p<Pr—p<ap—p=T1,
joten myos
o = max {[B — pl, |8 — pl} <.
Koska

—o<Pr—p<Pr—p<o,

ja koska ainakin toisen erotuksista 8, — p ja Bx — p on
oltava 4o tai —o, on itse asiassa oltava

—0=0—p tai fy—p=o.

Joka tapauksessa siis ainakin toinen yhtédsuuruuksista
Be=p—0 ja Br=p+o

pétee. Liséksi aina

p—0 << P <pto.

Maéérittelemme nyt toivotun jonon v = (y1,...,7n)
asettamalla
71 =@, Y2 = Qg Vk—1 = Ok—1,
Y =p+o0,
Ve+1 = Ckt1,  Ve4+2 = Qg+2, -+ Ye—1 = Qp—1,
Ye=p—o,
Ye+1 = Qo1s Vo2 = Qg2 Tn = Qn.

Pétee vy = By tai v, = Bk, jolloin
r(B,7) =r(B,a) — 1,
jos vain yksi niisté pétee, ja
r(8,7) =r(B,a) - 2,
jos molemmat pétevat. Joka tapauksessa siis varmasti

r(B,7) <r(B,a).

Koska 0 < 7 < p, on 7, = 0, ja on varsin selvdd, ettd
nyt

’)/120, ’7220, ey 'Yn>0
Osoitamme seuraavaksi, ettd v %= . Ensinnékin,

Y ZV2 2 2 Vh—1,
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koska

QapZag 2. 20 .

Liséksi, vx—1 = &, silld

Vol = Qg1 Zap=p+T>p+0 =",

jos siis sattuu olemaan k > 2. Jos ¢ = k + 1, niin luon-

nollisesti

Ve =p+02p—0="Y=Vet1

Jos taas £ > k + 1, niin

Ve =p+0 2 Br 2 Brt1 = A1 = Vrt1s

ja

Vo4l 2 Vht2 = - 2 Vo—1,
silla

Qpy1 2 Qpyo 2 ... 2 Qp1,
ja viela

Vo1 =ap_1 =12 Be =z p—0 ="

Lopuksi, jos £ < n, niin
Ve=p—0>p—T=0p = Qpy1 = Vi+1,
ja
Vet1 Z Vo2 Z -+ Z Vs

silla

Quy1 2 Qo 2 ... 2 Qg

Siispé kaiken kaikkiaan

MZY2 2. 2 Vo

Liséksi, muistaen, etta
VetV =ptot+tp—o=20=p+T+p—T =0+,

naemme, etta

1+ttt
=t -n) e (e )
+ye+ (ver1 + o+ )
=(1+...+ap_1) Fap+(appr+...+ay_1)
+ar+ (a1 + .. +ay)
:Oél+C¥2+...+O&n:ﬂ1+62+...+ﬂn.
Todistamme seuraavaksi, etté
Mmtrt+..o =B+ B+.. + 5
jokaisella v € {1,2,...,n}. Jos v < k, niin
M14+...+w=a1+...+a, =20 +...+ 6.

Jos v = k, niin

+y =+ 1)
>Pr1+.. . FP—)+B=P1+...

’yl—|—
+Bu.

Josv e {k+1,k+2,...,¢
oli

— 1}, niin, muistaen, etta

Vhtl = Okl = Bry1, -y Vool =0y_1 = By_1,

on
Y=t ) F e )
2B+ B+ Brgr+ -+ By)
=01 +...+ 8.

Lopuksi, jos v > £, niin muistaen, etta vy +v¢ = arp+ay,

on
[0 T I S
=M+ F 1)+ v+ (et + o Ye-1)
+v+ (Ve + - F )
=(a1+...+ap-1)+ap+ (gr1 +... + 1)
+ar+ (1 + ...+ @)
=a1+...+a, =2 P1+...+ 0.

Ja kas néin olemme todistaneet, ettd v = 5.

Todistettavanamme on endé lemman epayhtélé ja sen
yhtésuuruusehto. Todistetaan epédyhtélo ensin. Se seu-
raa tarkastelemalla erotusta

— a1 .02 (e Y1 72
(5’—25 x{" '--xn”—ZE x{t g’

sym sym

Y
xnn ,

missé siis xy, To, ..., T, ovat mielivaltaisia epéne-
gatiivisia reaalilukuja. Haluaisimme siis osoittaa, ettéa
& > 0. Tamin voi tehdd muokkaamalla erotus muo-
toon, jossa epanegatiivisuus on ilmeistd. Nimittdin, ot-
tamalla yhteisid tekijoitd ilmeiselld tavalla, & on

o ag Q41 Qp—1 Qe+l 0
—E :931 xk PR Tpiy Ty g Tot1 Tn
sym
aq k=1 Okt Qe—1 o Ol o,
+§ Ty Tyl Ty Ty Tyl Ty Ty Ty,
Sym
_ ar % —1 Ve Yk Ye Qe+l
E Ty L1 Tp Tpay - LR Tyyq Tn"
sym
(e3] Ve .Xk+1 Ve . e+1 Qp
—E Ty 3719 1 Tht1 - xe 1 Loy1 " Tn
sym
_2: ay | ook o an
= 1’1 ...xk ...xe ...xn
sym
ag Ve e Ye .k
(gt at faptayt — ot a) —alf a)h),
missé sirkumfleksi ~ tekijoiden x3* ja xl, piiéilléi tar-
koittaa, ettd ne unohdetaan tulosta z{ o, Nyt
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voimme jatkaa jakamalla summattavien termien vii-
meisen tekijan yksinkertaisemmiksi tekijoiksi:

—

_E: ar, ak ag an
éa_ '1:1 ...xk ...a’;z ...xn”

sym
(xZ+T Tty §+T xﬁa ay T =y §+U)
:fofl...xgk...x?z...xgn
sym
sy Ty (2 = a ) (2 = a )

Téassd summassa jokaisen termin jokainen tekijé, mah-
dollisesti kahta viimeista tekijad xzig xy 7% Jukuun
ottamatta, on epéanegatiivinen. Jos zy > xy, niin kak-
si viimeistédkin tekijdd ovat epédnegatiivisia, ja vastaa-
va termi siis myos epanegatiivinen. Jos taas xp < xy,
niin kaksi viimeistd tekijad ovat molemmat negatiivi-
sia, ja niiden tulo siis positiivinen. Joka tapauksessa
sumimassa Zsym jokainen termi on epanegatiivinen, ja
siis & > 0, kuten pitikin.

Lopuksi, meidén riittda endé todistaa yhtdsuuruusehto.
Olkoot sité varten x1, ..., x, positiivisia reaalilukuja,
joille

§~T1 z5*

sym

an Y1 .72
T, = E T Xy

sym

’Y,
x)m.

Talloin ylla méaéritelty lauseke & on nolla, ja jo tehty-
jen laskujen perusteella itse asiassa pétee

O: E m?l...x;:k...x?‘e...xz"
p—T P—T T+o T—0 T—0
cay Ty (e =2 (a7 —ay0)

Lisdksi tieddmme jo, ettd jokainen termi téssid sum-
massa on epédnegatiivinen. Koska termien summa on
nolla, on siis jokaisen termin oltava nolla. Koska kaik-
ki muuttujat xq, ..., x, olivat positiivisia, tarkoittaa
tdma sité, ettd jokaisessa termissé tulo

T+0o T+0' - —

(2777 —277) (a7 —2777)

on nolla, jolloin siis on oltava
27— =0 tai xp T—a;, 7=0.

Molemmista ehdoista seuraa x; = z,. Koska summas-
sa kdydaan lapi kaikki lukujen x4, ..., x, uudelleen-
jarjestelyt, tarkoittaa tama sité, ettd x, = z, kaikille
indeksipareille k, A € {1,2,...,n}, joille kK # A, ja tie-
tenkin silloin 1y = z9 = ... = z,. Lopuksi, koska on
helppo tarkistaa, ettd ndiden yhtdsuuruuksien vallites-
sa epayhtalossd varmasti pédtee yhtdsuuruus, olemme
valmiit ja lemma on viimein todistettu. O

Muirheadin epdyhtdlon todistus. Jos patee a = [3, niin
epayhtdlon molemmat puolet ovat yhtd suuret, ja asia
on selvd. Olettakaamme siis, ettd o # (. Lemma 9
antaa silloin n epdnegatiivisen reaaliluvun vihenevan

jonon i = (V1,1,71,2:---571,n), jolle 1 = S, ja
r(B,71) < r(B,a), ja vield

Zx?l Zx“ﬂ 1 "/1 2 g

sym sym
kaikille epénegatiivisille reaaliluvuille z1, ..., z,, ja

misséd yhtdsuuruus péatee positiivisilla reaaliluvuilla x1,
, T, tdsmaélleen silloin, kun 1 = ... = x,.

Nyt, jos 71 = [, olemme valmiit. Oletetaan siis, ettd
v1 # (B. Talloin 10ytyy samassa hengessd n epéanega-

tiivisen reaaliluvun véhenevé jono v2 = (v2.1,...,%2.n)
niin, etta 2 = Bv T(Bar)@) < r(ﬁf}ﬁ)? Ja
Zx711 V1,2 x71n>zx’721 ’722_._‘%:42,”
sym sym
kaikille epédnegatiivisille reaaliluvuille z1, ..., x,, ja

missd yhtdsuuruus jélleen vallitsee positiivisilla reaa-
liluvuilla 21, ..., x, vain ja ainoastaan silloin, kun
1 =...=Xnp.

Jélleen, jos 72 = 3, olemme valmiit. Jos taas o # 3,
niin jatkamme samassa hengessd kayttden lemmaa 9
uudelleen ja uudelleen. Koska jokaisessa askeleessa saa-
daan uusi eksponenttijono, jolla on enemmén yhteisia
eksponentteja samoissa kohdissa jonon 8 kanssa kuin
aiemmilla, ei prosessi voi jatkua ikuisesti, ja lopulta
saamme lemmasta 9 ulos itse eksponenttijonon 5. Néin
saamme jonon n epanegatiivisen reaaliluvun vihenevia
jonoja

1= <71,1,71,2,~--,71,n>7
Y2 = (V2,172,255 V2om) 5

TN-1 = <’YN—1,1,’YN—1,2, ce ,7N—1,n> s
YN = (YN 1, YN25 - YN 5

misséd N on positiivinen kokonaisluku, niin, etta
ary =72 = .= IN-1 = N = B,
ja

E xllll xg’z .. an

Sym

§ :x’)’11 712"'1'21’n

sym

§ m,’)’21 ’)’22_._

sym

§ x’)’N 1,1 ’)’N 1,2,

sym

E m’YNl ’YNQ_._

sym

= mel x’SQJ:fL

sym

WV

Y2,n
:L‘TL

WV \\/

YN -1,
x) n

WV

YN, n
Ty "

Liséksi, jos luvut z1, xs, . .., x, ovat kaikki positiivisia,
niin lemma 9 takaa, ettd jokaisessa néisté epayhtalois-
ta vallitsee yhtdsuuruus vain ja ainoastaan silloin, kun
T1 =Ty = ...=Tp. O
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Haasteita lukijalle

Ongelma 1. Olkoot a, b ja ¢ epinegatiivisia reaalilu-
kuja. Osoita, ettd

(a+b)(b+c)(c+a) > 8abe.

Ongelma 2. Olkoot a, b ja ¢ epinegatiivisia reaalilu-
kuja. Osoita, ettd

(a2+b2+02)2 > 3abc(a+b+c).

Ongelma 3. Olkoot a, b ja ¢ positiivisia reaalilukuja,
joille abc = 1. Todista, ettd
A+ +AS>a?+6+ A

Ongelma 4. Olkoon n posititvinen kokonaisluku, jolle
n = 2, ja olkoot ay, as, ..., a, epinegatiivisia reaali-
lukuja. Osoita, ettd

2
nn 1<i<j<n

Ongelma 5. Olkoot a, b ja ¢ positiivisia reaalilukuja.
Todista Nesbittin epdyhtdalé

w

a n b n c S
b+c¢c c+a a+b” 2

Ongelma 6. Olkoot a, b ja ¢ positiivisia reaalilukuja.
Todista, ettd

a b b ¢ c a a+b+c
o) (cH) () 21 == ).
<b+a> (C+b> (a+c) ( * vabe )
Ongelma 7. Olkoot a, b ja ¢ positiivisia reaalilukuja.

Todista, ettd

1 + 1 + 1 1
a3 +b34+abe b3+ 3+ abe

< .
3+ a3+ abc ~ abe

Lahteista ja kirjallisuudesta

Y1la annettu Muirheadin epédyhtdlon todistus seuraa
oleellisesti ottaen klassikkoteoksen [7] esitystd. Mainit-
takoon, ettd [7] tarkastelee mielenkiintoisella tavalla
aritmeettis-geometrista epéayhtédlod Muirheadin epéyh-
talon todistuksen valossa.

Esimerkki 1 on oleellisesti ottaen kirjan [7] esimerkki 78
ja esimerkki 5 sen lause 79. Esimerkit 3 ja 8 ovat teh-
tavat 12.8 ja 12.11 kirjassa [2]. Esimerkki 6 on teoksen
[1] esimerkki 6.14, ja esimerkki 7 sen harjoitustehtévéi
6d.6.

Ongelmat 1, 2 ja 4 ovat tehtavit 12.2(a), 12.3 ja 12.2(c)
kirjassa [10]. Ongelmat 2 ja 5 ovat esimerkit 6.12 ja 6.13

teoksessa [1], ja ongelma 6 on saman teoksen tehtédvi
6d.4. Lopuksi, ongelma 7 on harjoitustehtava 12.9 kir-
jassa [2].

Luonnollisesti Muirheadin epdyhté&lon kanssa voi kayt-
tdd muitakin klassisia epayhtaloitd, kuten vaikkapa
aritmeettis-geometrista epdyhtdlod tai Schurin epayh-
taloa. Klassisia epayhtéloita on késitelty monien mui-
den teosten ohella kirjoissa [1, 2, 7, 8, 10], Solmun si-
vuilla artikkeleissa [3, 4, 5, 6], ja Internetissé vaikkapa
matematiikan olympiavalmennuksen materiaalisivuilla

[9, 11].
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