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Tiivistelma

Téssé kirjoitelmassa todistetaan seuraavat alkulukujen ti-
heyttéd lukusuoralla kuvailevat tulokset: Merkitddn korkein-
taan N:n suuruisten alkulukujen méaraa = (N). Talloin kai-
kille N > 2 pétee

W(N)S(21H2+1)$. (1)

Erityisesti siis alkulukujen osuus w(N)/N kaikista kokonais-
luvuista N:84n asti ldhestyy nollaa kun N kasvaa rajat-
ta. Todistetaan my6s alaraja alkulukujen tiheydelle: kaikil-
le N > 2 patee

In2 N

TN )

"Nz 5 N

Todistukset ovat toisistaan loogisesti riippumattomat.
Kumpikaan ei vaadi logaritmia monimutkaisempia tyoka-
luja, ja ne voisivat yhdessé tai erikseen soveltua esitetté-
vaksi esimerkiksi lukiolaisesitelmédn tai lukion lukuteorian
kurssilla.

Perusteita

Merkitaan luonnollisten lukujen joukkoa {1,2,3,...}
kirjaimella N. Viitataan jatkossa muuttujamerkinnoilla
k, m, N ja n aina N-arvoiseen muuttujaan.

Alkuluvut P = {2,3,5,7,11,13,...} ovat yhtd suurem-
pia luonnollisia lukuja, jotka ovat jaollisia vain itsel-
la4n ja ykkoselld. Alkulukumuuttujaa merkitdan téassa
kirjoitelmassa aina kirjaimella p (engl. prime number).

Alkulukulaskuri 7 : N — N U {0} on funktio, jonka ar-
vo pisteessd N € N kertoo, kuinka monta korkeintaan
N:n suuruista alkulukua on olemassa,

n(N) = #{peP : p<N}.
Esimerkiksi siis 7(6) = 3 ja w(11) = 5.

Jo muinaiset kreikkalaiset tiesivit, ettd alkulukuja on
ddrettomén monta, eli
w(N) — o0, kun N — oo,

ja Eukleideen todistus alkulukujen aarettomyydesté
kuuluu lukion lukuteorian kurssin vakiomateriaaliin.
Mutta miten nopeasti tai hitaasti alkulukulaskuri 7 (N)
kasvaa IN:n mukana? Vaikuttaa esimerkiksi jérkeen-
kayvaltéd, ettd alkulukuja olisi (keskimédrin) aina vain
harvemmassa, eli

w(N)
N

— 0, kun N — oo. (3)
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Téassi artikkelissa todistetaan yhtdlon (1) yliraja
m(N):lle, josta seuraa myos raja-arvo (3). Liséksi to-
distetaan alaraja (2) 7(N):lle.

Epéyhtélot (1)—(2) tunnetaan Chebyshevin estimaat-
tina, ja ne ovat heikennetty versio alkulukulauseesta,
joka toimi sadan vuoden ajan lukuteorian kehityksen
pontimena. Sikili onkin huomattavaa, ettd epayhtaloi-
den (1)—(2) todistukset ovat suhteellisen yksinkertai-
set. Tamén kirjoitelman tarkoituksena on tuoda néitéa
yksinkertaisia todistuksia yleisempéén tietoisuuteen.

Ylidrajan (1) todistus

Tassa luvussa todistetaan tiivistelméssé esitelty epayh-
talo (1).

Logaritminen alkulukulaskuri

Todistuksessa avainasemassa on Chebyshevin theta-
funktio, jota voidaan ajatella logaritmisesti painotet-
tuna alkulukulaskurina.

Maaritelma 1. Maaritellidn Chebyshevin  theta-
funktio ¥ : N — R kaavalla

ﬁ(N):Zlnp:ln Hp ) (4)
peP peP
PN PN

Esimerkiksi siis 9(10) = In(2-3-5-7). Varsinaisen alku-
lukulaskurin 7 rajoittaminen epayhtélossa (1) perustuu
logaritmisen alkulukulaskurin 1} rajoittamiseen:

Propositio 2. Kaikilla N € N pdtee
HN) < (2In2)N.

Erotetaan Proposition 2 todistuksesta seuraava aputu-
los.
Lemma 3. Parillisille luvuille (2m), m € N, pitee
II »< (Qm) <2,

m
p€P
m<p<2m

ja parittomille luvuille (2m + 1) pdtee

2m + 1 9
2 <2 < 92l
H P = <m+1)_

peP

m+1<p<2m+1

Todistus. Parilliset luvut 2m, vasen epayhtalo: binomi-
kerroin

on kokonaisluku. Sen alkutekijiat voidaan péaatelld tut-
kimalla kertomien (2m)! ja m! alkutekijoitd. Alkuluvut
p € P, joille m < p < 2m, ovat alkutekijoiné kertomas-
sa (2m)!, ja ne eivit ole alkutekijoind kertomassa m!.
Néin ollen kaikki alkuluvut p € P, m < p < 2m, ovat
alkutekijéind binomikertoimessa (Qm). Tama todistaa
vasemman epdyhtdlon. Oikea epdyhtalo: (2m):m alkion
joukolla on 22™ osajoukkoa ja (25) osajoukkoa, joissa
on tasan m alkiota.

Parittomat luvut (2m + 1): oikean epdyhtdlon todista-
miseksi huomataan, ettéa

5 2m+1\ _ (2m+1)! (2m+1)!
m+1/)  (m+1)m! ml(m+1)
<2m + 1) <2m + 1>
= + .
m-+1 m
Muilta osin todistus on kuten parillisille luvuille. [

Proposition 2 todistus. Induktio. Kun N = 1 saadaan
9(1) = 0, eli viite pitee. Oletetaan, ettd viite pétee
theta-funktiolle ¥(-) argumenteilla 1,2,..., (N — 1) ja
osoitetaan, ettd se patee talloin myos argumentilla N.
Kasitelldan parilliset ja parittomat N erikseen. Parilli-
selle N = 2m saadaan

d(2m) — ¥(m)

(Mé&éaritelmé 1) = In

IT »

peP
m<p<2m

(Lemma 3) < In(2*™) = 2mIn?2.

Niin ollen saadaan 9(2m) < d(m) + 2mIn2, jolloin
induktio-oletuksesta ¥(m) < (21n2)m seuraa

HN) =932m) <4mln2 = (2In2)N.

Parittomille N = 2m + 1 todistus seuraa samaan ta-
paan tutkimalla erotusta ¥(2m + 1) —d(m+1). O

Tavallinen alkulukulaskuri

Proposition 2 mukaan logaritmisesti painotetun alkulu-
kujen laskurin ¢¥(N) kasvua rajoittaa suora (2Iln2)N.
Mitd tamé kertoo alkulukujen tiheydesta? Tutkitaan
ensin vertailun vuoksi logaritmisen luonnollisten luku-
jen laskurin

S(N) = zN:lnn

kasvua, joka on alla olevan proposition mukaan no-
b
peampaa kuin minkéén suoran [vakio] - N.
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Propositio 4. Kaikille N € N pdtee
S(N)>NInN — N.

Todistus. Verrataan summaa integraaliin:

N
S(N):Z n—Zlnn

v

22/ Inn dx
.

22/ Inz dx

:/ Inz dx

=NInN-N-+1
>NInN — N.

O

Yldraja (1) seuraa nyt suoraviivaisesti yhdistamalla
Propositiot 2 ja 4.

Lause 5. Kaikille N € N pdtee
m(N)InN < (2In2+ 1)N.
Todistus. Tutkitaan erotusta
N
S(N)=9(N) = Inn.
ngP

Yhtaaltd y.o. logaritmisummassa on N — 7(N) termié,
kukin korkeintaan In N, joten

S(N)—93(N) < (N —a(N))InN. (5)
Toisaalta Propositioiden 2 ja 4 perusteella
S(N)—9(N)>NInN — N — (2ln2)N. (6)

Viite seuraa nyt yhdistaméilld yla- ja alarajat (5)
ja (6). O

Alarajan (2) todistus

Todistetaan alaraja (2).
Lause 6. Kaikille N > 2 pitee

In2 N

TNz 5N

Siind missd ylarajan (1) todistuksen ydin, Lemma 3,
oli alkulukujen logaritmien Inp rajoittaminen binomi-
kertoimen logaritmilla ln( ) perustuu alarajan (2)
todistus In (27”) n rajoittamiseen alkulukujen logarit-
mien In p avulla.

Erotetaan todistuksesta kaksi aputulosta. Alla kayte-
taan lattiafunktiomerkintid |x|, jolla tarkoitetaan re-
aaliluvulle x suurinta kokonaislukua ¢, jolle ¢ < x.

Lemma 7. Kaikille n € N patee

:%QZJ%;F...)M

p<n

In(n!)

Huomaa, etté Ln/ka = 0, kun k£ on niin suuri, etté
p* > n. Yll4 sulkeissa olevat summat ovat siis ei-nollien
termien Ln/ ka summia, joissa k on tarpeeksi pieni.

Lemman 7 todistus. Tutkitaan kertoman n! =1-2-...-
n alkutekijoitd sen tekijoiden 1,2, ..., n avulla. Kaikki
alkutekijit p ovat korkeintaan n, joten saadaan

= Zmplnp,

p€EP
p<n

jossa m;, € N kertoo kuinka monta kertaa alkuteki-
ja p esiintyy (n!):n alkulukuhajotelmassa. Kertoman n!
tekijoiden 1,2,...,n joukossa on p:lla jaollisia lukuja
|n/p] kappaletta, joista p*:lla jaollisia on |n/p?| kap-
paletta jne., joten saadaan

oo (2] [3]-)

Lemma 8. Kaikille m € N ja p € P pitee

(RIS EREES

Todistus. Erotus LQm/ka -2 [m/ka on joko 1 tai 0,
vastaten tapauksia, joissa reaaliluvun m/p* desimaali-
kehitelman desimaaliosa on > 0.5 tai < 0.5. Toisaalta
erotuksen kumpikin termi on nolla, jos pitee p* > 2m.
Erotus voi siis olla 1, vain jos pétee

p* <2m <k <In(2m)/Inp.

Néin ollen summassa (7) on (sopivasti uudelleenjérjes-
teltynd) enintdén In(2m)/Inp ei-nollaa termid, kukin
enintdan 1. Vaite seuraa. O

L Alaraja (8) ei ole tiukka suurille m. Arvioimalla kertomien logaritmeja ylhiiltd ja alhaalta Proposition 4 tapaan saataisiin
suurille m parempi alaraja epayhtialoon (8) ja siten myds epayhtaloon (2).
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Lauseen 6 todistus. Todistetaan ensin epédyhtélo paril-

lisille luvuille N = 2m. Tutkitaan binomikerrointa
(2::) Yhtaalta saadaan!
2m 2m 2m —1 m—+1
In =In(—- e
m m m-—1 1
>In(2™) =mlIn2. (8)

Toisaalta yhdistdméalla Lemmat 7 ja 8 saadaan

In (%Zl) = In((2m)!) — 2In(m!)

2 2
(Lemma 7) = Z ({mJ + {TJ +.. ) Inp
peP p p
p<2m
— Z2<{mJ + V’;J -l-) Inp
peP p p
p<m
In(2
(Lemma 8) < Z nl(nzl) Inp + Z Inp
peEP pEP
p<m m<p<2m
< 7w(2m) In(2m); (9)

viimeisessé epayhtélosséd summattiin 7(2m) kappalet-
ta korkeintaan In(2m):n suuruisia termeja. Véite pa-
rilliselle N = 2m seuraa nyt yhdistdmalla yht&lot (8)

ja (9)-

Parittomille luvuille N > 3 epayhtélo seuraa, kun sen
tiedetddn pétevan parilliselle luvulle (N + 1):
In2 (N+1) In2 N
N=n(N+1)>——- . — 72 >_~._~ .
TN =N 2 5 NI D 2 2 N
ylld alussa kéytettiin havaintoa, ettd (N + 1) ei paril-
lisena lukuna ole alkuluku ja lopussa havaintoa, etta
funktio x — z/Inz on kasvava kun = > 3. O

Kirjallisuutta ja historiaa

Chebyshev todisti ensimmaéisend yhtélsiden (1)—(2)
tyyppiset yli- ja alarajat alkulukulaskurille seké esitteli
theta-funktionsa vuonna 1852 [3]. Erilaisia moderneja,
enemman tai vihemmaén téssé esitetyn kaltaisia todis-
tuksia 16ytyy lukuisista lukuteorian oppimateriaaleista
(esim. [1]).

Tamén artikkelin tuloksia vahvempi ja huomattavasti
vaikeampi on alkulukulause

w(N)

ULS.P N |
N/iN

, kun N — oo,

joka voidaan muotoilla yhtépitavisti (kts. esim. [1])
theta-funktion avulla

v)

N — 1, kun N — oo.

Esimerkiksi Proposition 2 mukaan siis ¢(N)/N <
2In2 =~ 1.4 kaikilla N. Alkulukulauseen eri muotoi-
luja ennustivat tosiksi 1700-luvun lopulta alkaen esi-
merkiksi ajan suurimmat matemaatikot Legendre [6]
ja Gauss [4]. Chebyshev tutki ongelmaa 1850-luvun
alussa ja todisti estimaattinsa ja erditd muita lukuteo-
rian tuolloin avoimia kysymyksid, mutta ei alkuluku-
lausetta [2, 3]. Riemann taas kirjoitti aiheesta vuonna
1859, misséd yhteydesséd hén esitteli tyokaluksi kuului-
san zeta-funktionsa [7]. Alkulukulause pysyi avoimena
lopulta noin sata vuotta, kunnes vuonna 1896 de la
Vallée Poussin [8] ja Hadamard [5] julkaisivat riippu-
mattomat todistukset, molemmat perustuen Rieman-
nin zeta-funktioon.

Alkulukujen jakautuminen lukusuoralle on yhé luku-
teorian tutkimuksen ydinalueita. Esimerkiksi yksi lu-
kuteorian suurimmista ratkaisemattomista ongelmis-
ta on todistaa alkulukuparien konjektuuri: jos merki-
tadn ¢:mnettd alkulukua p;, niin uskotaan olevan ole-
massa darettomén monta perdkkaisten alkulukujen pa-
ria (p;, pit1), joille (piy1 — i) = 2, kuten (3,5), (5,7)
tai (41,43). Huomaa, ettd yhdistaméalla epayhtalot (1)
ja (2) saadaan w(7N) — w(N) > 0 kaikilla tarpeeksi
suurilla N; toisin sanoen (p;+1 — p;) < 6p; kaikilla tar-
peeksi suurilla i. Toisaalta raja-arvosta (3) seuraa, etti
mille tahansa m on olemassa perédkkéisten alkulukujen

pareja (p;, pit1), joille (piy1 —pi) > m.

Suomalainen lukuteorian tutkimus on saanut viime ai-
koina kansainvélistd tunnustusta, kenties huomatta-
vimpana Kaisa Matoméaen syksyllda 2018 saama New
Horizons in Mathematics -palkinto. Lukuteorian tutki-
musta ja opetusta eri painotuksilla 16ytyy useimmilta
suomalaisilta matematiikan laitoksilta.
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