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Kolmannen ja neljannen asteen yhtaloista

Esa V. Vesalainen
Matematik och statistik, Abo Akademi

Taméan pienen artikkelin tarkoituksena on satuilla hie-
man algebrallisista yhtaloista. Erityisesti tarkoituksena
olisi antaa jonkinlainen kuva siitd, miten kolmannen ja
neljannen asteen yhtaloitd voi ratkaista. Vaikka kaikki
tdmaé olisi luonnollisempaa, jos kdyttdisimme komplek-
silukuja, yritimme kuitenkin yksinkertaisuuden nimis-
sé valtelld niité.

Toisen asteen yhtilo

Aloittakaamme ratkaisemalla toisen asteen yhtélo.
Yleisen toisen asteen yhtalon

aX?+bX +¢=0,

missi a, b ja ¢ ovat reaalilukuja ja a # 0, voimme luon-
nollisesti yksinkertaistaa jakamalla sen puolittain lu-
vulla a, miké johtaa toisen asteen yhtal6on

X2+ AX +B=0,

missé b
c

A=— ja B=-.

a a
Voimme yksinkertaistaa yhtdload lisdd ottamalla kéyt-
t66n uuden muuttujan x = X + A/2, jolloin tietenkin

X =2 — A/2, ja yhtdlé muuttuu muotoon

2
(m—?) +A<m—2>+B:0,

mistéd kertomalla kaiken auki saamme

2 A2
2> — Az + —+ Az — —+B=0,
4 2
ja sieventamalla
2 +p=0,
missa )
A
=B-—.
P 4

Tamén yhtilon osaammekin ratkaista ja sen ratkaisut

ovat
T = E+/—Dp.

Luonnollisesti, jos p > 0, niin reaalisia ratkaisuita ei
ole. Itse asiassa ratkaisuita on kuitenkin kaksi kappa-
letta téssa tapauksessa, mutta ne ovat kompleksilukuja,
ja pyrimme valttamaan kompleksiluvut tassé kirjoituk-
sessa.

Jos p < 0, niin saamme kaksi erisuurta reaalista rat-
kaisua, ja tapauksessa p = 0 saamme tdsmélleen yhden
reaalisen ratkaisun x = 0. Nyt voimme my0s ratkaista

A A A [aAz
X=-Fto=-F+/p=—7+\/ B

Sijoittamalla vield alkuperéiset kertoimet tdhan saam-
me pienelld sievennykselld kaikkien tunteman ystéval-
lisen ratkaisukaavan

_ —bEVV? —dac

X
2a
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Esimerkki

Tarkastelkaamme esimerkiksi yhtaloa
5X% —65=0

ylld kuvatulla tavalla. Jakamalla ensin kertoimella 5
jaljelle jaa yhtalo

X2 -12X +35=0.

Tekemalld seuraavaksi muuttujanvaihto X =z + 6 yh-
t416 muuttuu muotoon

(z46)> =12 (2 + 6) + 35 = 0,
mikd on auki kirjoitettuna
22+ 122+ 36— 122 —72+35=0,
ja edelleen sieventamaélla
z? =1

Tamén ratkaisut ovat tietenkin x = +1. Alkuperéisen
yhtalon ratkaisut ovat siten X = 6+ 1 eli X =5 ja
X="T

Pieni toisen asteen yhtalon sovellus

Tarkastelkaamme seuraavaa ongelmaa: Meilld on kaksi
tuntematonta reaalilukua a ja b, joista tiedimme sum-
man S = a + b ja tulon T" = ab. Voimmeko selvittdad
luvuista S ja T luvut a ja b?

Luonnollisestikaan emme voi selvittda lukujen a ja b
jirjestystd, jos ne ovat erisuuret, silld onhan a+b = b+a
ja ab = ba. Mutta osoittautuu, ettd muutoin luvut a ja
b voi kuin voikin selvittaa.

Asian ydin on seuraava: yhtalon
(x—a)(x—=0b)=0

ratkaisut ovat tdsmélleen a ja b. Nimittéin, toisaalta
voimme suoraan laskea, etté

(a—a)(a—b)=0-(a—b) =0,

ja
b—a)(b—b)=(b—a)-0=0.
Toisaalta, jos & on jokin yhtalon ratkaisu, niin silloin
z—a=0 tai x—b=0,

silla tulo on nolla vain ja ainoastaan silloin, kun ainakin
yksi tulontekijia on nolla. Mutta nyt tietenkin

Tr=a tai z =b.

Voimme kirjoittaa yhtédlén muodossa
2 —(a+b)z+ab=0,

ja tdmén yhtalon kertoimet tieddmme, silld yhtalohan
on
22— Sz +T=0,

missd S ja T ovat jo tiedossamme. Taméan yhtdlon
osaamme ratkaista ja sen ratkaisut ovat

2
Sy )

T.
2 4

Esimerkki

Kahdesta tuntemattomasta reaaliluvusta a ja b tiede-
tadn, ettd

a+b=12 ja ab=35.

Selvittdkddmme ndma luvut a ja b.

Yhtélon
(x—a)(z—0b)=0

ratkaisut ovat tdsmélleen a ja b. Toisaalta, tdma yhtalo
on
2?2 —(a+b)z+ab=0,

eli
22 — 122 + 35 = 0.

Tamén yhtalon ratkaisut ovat

12 £ /144 — 140
2

=6=+1,
eli 5 ja 7. Siten on oltava
a=5 ja b=T,

tai
a=7 ja b=5.

Kolmannen asteen yhtédlon yksinkertais-
taminen

Siirtykddmme sitten tarkastelemaan kolmannen asteen
yhtaloa
aX?+bX%2+cX+d=0,

missé a, b, ¢ ja d ovat reaalilukuja ja a # 0. Luonnol-
lisesti voimme aina jakaa yhtédlon puolittain luvulla a,
jolloin se yksinkertaistuu muotoon

X3+ AX?2 +BX +C =0,

missé tietenkin

A=l poc¢
a a

d
ja C=-.
a
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Mutta osoittautuu, ettd voimme yksinkertaistaa yhté-
164 vield hieman enemméinkin ja hévittda siitd yksin-
kertaisella muuttujanvaihdolla toisen asteen termin ko-
konaan. Nimittédin, ottamalla kdytt6on uusi tuntema-
ton

A

jolloin X =2 — —,

A
:X —_
v Ty 3

yhtdlé muuttuu muotoon
%+ px+q =0,
missé suoraviivaisen laskemisen jélkeen saamme uusille
kertoimille lausekkeet
A? 243 AB

_B-2 g ¢=2_22 ¢
p g B I9T gt

Esimerkki

Esimerkiksi, jos tarkastelemme yhtéloa
3X3 4+ 27X% + 60X + 36 =0,

niin jakamalla puolittain kertoimella 3 se yksinkertais-
tuu muotoon

X3 4+9X24+20X +12=0.

Nyt muuttujanvaihdolla z = X + 3 yhtalé muuttuu
muotoon

(z—3)°+9(z—3)"+20(z—3)+12=0,

mistd kertomalla kaiken auki ja sieventamalld jéljelle
jaa yhtalo
2 —Tr+6=0,

jossa toisen asteen termié ei endéd ole. Jos nyt keinol-
la tai toisella ratkaisemme tdmén yhtélon ja 16yddmme
sen ratkaisut x = 1, x = 2 ja x = —3, niin alkuperiisen
yhtélon ratkaisut ovat vastaavasti

X=1-3=-2, X=2-3=-1
ja

X=-3-3=-6.

Kolmannen asteen yhtalon ratkaisemi-
nen

Riittaa siis tarkastella yhtaloa
2?4+ pr+q=0,

missd p ja g ovat annettuja reaalilukuja. Yksinkertai-
suuden vuoksi rajoitumme vain tilanteeseen, jossa

3

D = > 0.

2
q
1 +

N"B
-3

Téssé tilanteessa yhtalolld on tésmélleen yksi reaalinen
ratkaisu. Todettakoon, ettéd tilanteessa, jossa D < 0,
yhtéalolla on tdsmélleen kolme erisuurta reaalista rat-
kaisua, mutta alla johdetuissa laskuissa joudutaan sil-
loin ottamaan kuutiojuuria kompleksiluvuista. Muu-
toin kaikki kuitenkin toimii samalla tavalla. Tapauk-
sessa D = 0 alla johdettu kaava antaa my6s ratkaisun,
mutta emme murehdi sitd tapausta kuitenkaan téssa.

Aloitamme yhtéalon ratkaisemisen valitsemalla tunte-
mattomat luvut « ja v niin, etta

r=u+v ja uvz—g.

Tieddmme aiemmista pohdinnoistamme, ettd on ole-
massa enintdén yksi tdllainen pari lukuja v ja v, lukuun
ottamatta lukujen jarjestystd, tietenkin. Ja itse asiassa
tallaiset kaksi lukua on aina olemassa kompleksilukui-
na, ja tarkastelemassamme tilanteessa D > 0 kyseiset
luvut ovat reaalisia.

Nailla uusilla muuttujilla v ja v voimme kirjoittaa yh-
tdlon muodossa

(u+v)’ +p(u+v)+q=0,
misté kertomalla auki saamme
u® + 03 + 3uv (u+v) + p(u+v) +q=0,

mistéd edelleen sieventdmélla, muistaen, ettd valitsim-
me luvut u ja v niin, ettd uo = —p/3, yhtdlé muuttuu
muotoon

Liséksi tieddmme, etté

3,3_ D
u’v® = YA

Nyt kuutiot u® ja v3 ovat kaksi tuntematonta lukua,
joiden summa ja tulo tiedetdén, eli voimme selvittaa
ne aiemmin kuvailemallamme tavalla. Tarkemmin, yh-

talon
(y—u®) (y —v*) =0,

missé y on tuntematon, ratkaisut ovat tdsmaélleen luvut
u? ja v3, ja toisaalta, tdmé yhtélé on

2 — (u3 Jrv:s)iju:s,Ua —0,
eli

3

2 p
——=0.
Yy +qy o7

Tamén osaammekin ratkaista mukavasti. Sen ratkai-
sut, eli luvut u? ja v® jommassa kummassa jirjestyk-
sessa, ovat

3
+ 5

i)

—=- =+

pe
4

N[
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Téssé neliGjuuren alla on siis oletustemme mukaan po-
sitiivinen luku, eli u3 ja v® ovat kaksi reaalilukua. Kos-
ka voimme valita lukujen u ja v jarjestyksen haluamal-
lamme tavalla, voimme valita merkit niin, etté

O S LG ol

“_\/2Jr T

sl q @  p?

”_\/2 Vi tar
(

Toisin sanoen, olemme loytaneet (ainoan) reaalisen rat-
kaisun

sl q @ pP s q @ p
m_\/2+\/4+27+\/2 Vi tar

Esimerkki

ja

Tarkastelkaamme esimerkkind yhtaloa
2® — 11z +20 = 0.

Tassa tapauksessa otamme kayttoon uudet tuntemat-
tomat muuttujat v ja v niin, etta

. 11
utv=x ja uvz;.

Nyt yhtdlomme muuttuu muotoon
u? 403 = —20.

Liséksi tieddmme, etté

3 3
udvd = 1 = £
3 27

Siten luvut u3 ja v® ovat tésmilleen yhtilon
(y—u?) (y=v) =0,

eli yhtalon
3

11
24204+ — =0
y© + 20y + 57

ratkaisut. Tdmén yhtédlon ratkaisut ovat tdsmélleen

202 113

—10 + —
4 27

ja niin saamme alkuperdisen yhtdlomme ainoan reaali-
sen ratkaisun

5 202 113 3 202 113
x\/m+ 427+¢1O PR

Vaikkakaan se ei ole mitenkédén selvaé tasté lausekkees-
ta, on itse asiassa x = —4...

Neljannen asteen yhtalosta

Emme ratkaise yleistd neljinnen asteen yhtaloa téssa
huolellisesti, mutta ehké lienee paikallaan hahmotel-
la, miten se onnistuu. On kiintoisaa, ettd se onnistuu
samanlaisin ideoin kuin kolmannen asteen yhtélonkin
ratkaisu. Ja sopivan kolmannen asteen yhtélon ratkai-
seminen on vieldpé erds vélivaihe yleisen neljénnen as-
teen yhtéalon ratkaisemisessa.

Nimittain, samoin kuin aiemmin, yleinen neljinnen as-
teen yhtélo

aX*+bX2 +eX? +dX +e=0,

missi a, b, ¢, d ja e ovat reaalilukuja ja a # 0, voidaan
tietenkin yksinkertaistaa jakamalla puolittain kertoi-
mella a muotoon

X*+ AX® + BX?24+CX + D=0,
ja edelleen muuttujanvaihdolla z = X + A/4 muotoon
4+ pa? +qr+r=0.

Nyt, jos  on ratkaisu, voimme valita uudet muuttujat
u, v ja w niin, etta

.132

ut+v+w=2x ja uv—i—vw—l—wu:?—i—g,
sekd
uvw:—g
g

Naiden kolmen lausekkeen arvot kiinnittavat luvut u,
v ja w jarjestysta vaille yksikésitteiselld tavalla, silld ne
ovat yhtéalon

(t —u)(t—v) (t —w) =0,

missé t toimittaa tuntemattoman virkaa, ratkaisut. Téa-
mén yhtalon voi kirjoittaa muodossa

3 — (u4v+w)t* + (w + vw + wu) t — uvw = 0,

missd kertoimet ovat annettuja. Lisdksi ehdoista seu-

raa, etta
p

u? +o? =2,
2
Alkuperéinen neljannen asteen yhtalomme sievenee lu-
kujen u, v ja w tulon ja nelididen summan arvojen avul-
la muotoon

2

IS

u2,U2 —|—v2w2 + w2u2 _

(=}
A~ =3

1

Nyt neljannen asteen yhtéalon ratkaisemisen ideana on,

etta
u2+02+w2:—£,
2
ja
24
u?v? 4+ v*w? + w? = P 16 T,
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11

seké,
2

674 .
Siten Iuvut u?, v? ja w? ovat kolmannen asteen yhtélén

(y =) (y —v*) (y —w?) =0,

u2v2w2 =

eli yhtalon

ratkaisut ja tdméan yhtdlon ratkaiseminen onnistuu. Lo-
puksi, luvuista w2, v? ja w? voi ottaa nelidjuuret niin,
ettd luvut u, v ja w ovat tiedossa, ja kunhan vain ne-
liGjuurissa etumerkit valitaan niin, ettd wvw = —q/8,
saamme nelijuurien summista = u+v-+w neljinnen
asteen yhtélon ratkaisut.

Esimerkki

Tarkastelkaamme esimerkkind sitd, miltd ylld kuva-
tut neljinnen asteen yhtalon ratkaisun ideat nayttavit
konkreettisen yhtélon

xt — 6222 — 2402 — 239 =0

tapauksessa. Téssd tapauksessa valitsemme tuntemat-
tomat luvut u, v ja w niin, etta

ut+tv+w==x

a
: 2 —62 22 31
uv—l—vw—l—wu:?—i—T:?—?
seka,
UVW = 7$ = 30.

Nyt voimme laskea, etta

w0+ = (ut v+ w)? = 2w+ vw + wu)

ja, muistaen, ettd % — 6222 = 240x + 239, ettd
u?v? + v2w? + w?u?

= (uv + vw + wu)® — 2uvw (u + v+ w)

22 31\’

x* — 6222 + 312

Y 60x
2
_ 240x + 2439 +31° 602 — 300.

2

Koska vield u?v?w? = 302 = 900, on kolmannen asteen

yhtélo
(y—u?) (y—2°) (y—w®) =0

siis
y® — 31y + 300y — 900 = 0.

Sen ratkaisut y, ja siis my6s luvut u2, v? ja w?, ovat

loppujen lopuksi 6, 10 ja 15. Luvuiksi u, v ja w voi-
daan siis valita +v/6, +v/10 ja /15, missi merkit on
valittava niin, ettd uvw = 30.

Niin paddymme yhtélon ratkaisuihin

xzx/é—i—\/ﬁ—&-\/ﬁ,
z =6 — V10 — V15,
x:—\/é—km—\/ﬁ

seké

z=—V6—-v10+ V15.

Kirjallisuudesta

Y14 esitetyt kolmannen ja neljannen asteen yhtaloi-
den tarkastelut perustuvat erityisesti klassikkoteokseen
[6], josta voi opiskella paljon laajemminkin klassista al-
gebraa. Kolmannen asteen yhtél6itéd on tarkasteltu Sol-
mun sivuilla aiemminkin artikkeleissa [5, 1], joista var-
sinkin edellinen sisdltdd paljon yksityiskohtaisemman
tarkastelun.

Téassd kirjoituksessa vélttelimme kompleksilukuja,
mutta ne ovat hirmuisen térkeitd. Niihin voi tutustua
esimerkiksi artikkelista [3]. Erés erityisen kaunis seikka
kompleksilukuihin ja algebrallisiin yhtal6ihin liittyen
on algebran peruslause, jota voi ihmetella vaikkapa ar-
tikkelista [2].

Sivuutimme historialliset seikat kokonaan. Matematii-
kan historiaan algebralliset seikat mukaan lukien voi
tutustua suomeksi teoksesta [4].

Viitteet

[1] Ajanki, L.: Kompleksiluvut ja kolmannen asteen
yhtalon ratkaisut, Solmu, 2/2013, 15-17.

[2] HYTONEN, T.: Algebran peruslause lukiolaisille,
Solmu, 3/2011, 6-8.

[3] LEHTINEN, M.: Kaikki tarpeellinen kompleksilu-
vuista, Solmu, 1/2006, 17-22.

[4] LEHTINEN, M.: Matematiikan vuosituhannet:

perustiedot matematiikan historiasta, Eukleides-
kirjat, 2017.

[5] SAKSMAN, E.: Kolmannen asteen yhtilod ratkaise-
massa, Solmu, 1/2000-2001, 5-12.

[6] VAISALA, K.: Lukuteorian ja korkeamman algebran
alkeet, Tiedekirjasto, 17, Otava, 1961.



	Kolmannen ja neljännen asteen yhtälöistä

