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Kahden muuttujan keskiarvoista

Esa V. Vesalainen
Matematik och statistik, Abo Akademi

Olkoot a ja b positiivisia reaalilukuja. Niiden kvadraat-
tinen keskiarvo @, (aritmeettinen) keskiarvo A, geo-
metrinen keskiarvo G ja harmoninen keskiarvo H saa-
daan kaavoista

a2 + b2 a+b
= A:
Q 2 b 2 b

2
G:\/%, ja H:ﬁ
a

+ —
b
Niille tunnetusti patevat hyvin klassiset ja tyylikkéat
epayhtdlot @ > A > G > H. Liséksi tunnetusti pa-
tee, ettd jos jotkin kaksi keskiarvoista @, A, G ja H
ovat yhté suuria, niin silloin itse asiassa on a = b ja

Q=A=G=H.

Kuitenkin ndmé keskiarvot voivat dkkiseltddn tuntua
hieman abstrakteilta tai kummallisilta. Téssé pienes-
sd kirjoituksessa tarkoituksenamme on kertoa muuta-
mista geometrisista tilanteista, joissa néité keskiarvoja
luonnollisilla tavoilla esiintyy, mika toivottavasti saa ne
ja ylla kuvatut epayhtdlot ndyttdmadn ystavillisemmil-
ta.

Ympyra, jonka halkaisijan pituus on a+b

Tarkastellaan ensin ympyrad, jonka halkaisijan AB pi-
tuus on a+ b, ja piirretddn halkaisijalle AB kohtisuora,
joka pilkkoo sen néihin osiin:

Y

Téssa siis pisteet X ja Y sijaitsevat ympyrdan kehélla
niin, ettd XY 1 AB, ja janojen AB ja XY leikkaus-
piste on C. Lisiksi AC =a ja CB =b.

Lause. Ylld kuvatussa tilanteessa pdtee
XC =C0Y = Vab.

Todistus. Kehdkulmalauseen nojalla on luonnollises-
ti oltava LZCAX = /ZBYC(, ja tietenkin on myos
/XCA = ZYCB = 90°, joten kolmiot AACX ja
AY CB ovat yhdenmuotoisia. Siten vastaavien sivupa-
rien suhteet ovat yhtd suuria, ja erityisesti

AC XC

CY OB
Liséksi, koska kuvio on itse asiassa peilisymmetrinen
halkaisijan AB suhteen, on XC = CY, eli

XC?=CY? = AC-CB = ab,
ja siis XC = CY = ab. O

eli AC-CB=XC-CY.
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Tama4 tarjoaa myo6s ndppardn tavan laskea kahden ja-
nan geometrisen keskiarvon vaikkapa harpilla ja viivai-
mella. Soveltamalla konstruktiota janoihin, joiden pi-
tuudet ovat a ja b = 1, voimme kayttdd samaa kon-
struktiota myos neliojuuren /a laskemiseen.

Kuviosta 16ytyy myos lukujen a ja b aritmeettinen kes-
kiarvo. Nimittdin, piirretddn ympyralle toinen halkai-
sija PQ, jolle PQ 1 AB. Olkoon janojen PQ ja AB
leikkauspiste D. Tietenkin PD = DQ = (a + b)/2.

P X

——

l_—

QY

Nyt on visuaalisesti varsin selvid, ettéd on oltava PD >
X, eli aritmeettinen keskiarvo on aina vahintaédn geo-
metrinen keskiarvo, ja lisaksi yhtdsuuruus vallitsee vain
ja ainoastaan silloin, kun P = X ja D = C, eli kun
AC =CB, eli kun a = b.

Nopeuksien keskiarvoja

Aritmeettinen ja harmoninen keskiarvo esiintyvét luon-
nollisesti tarkasteltaessa nopeuksien keskiarvoja. Seu-
raavaksi ihmettelemme kahta esimerkkié tésté. Seuraa-
va on klassinen kilpailutehtavé.:

Ongelma. Arthurin pitid pddastd Davidin luo autolla.
Mikali Arthur ajaa 60km/h, saapuu hin 5 minuuttia
myohdssa. Mikdli han ajaa 90km/h, saapuu hin 5 mi-
nuuttia etuajassa. Mitd nopeutta hdnen on ajettava ol-
lakseen tasmdlleen oikeaan aikaan perilld?

Ratkaisu. Olkoon ¢ se matka, joka Arthurin on ajetta-
va, olkoon t se aika, jossa Arthurin on oltava perill4, ja
olkoon v kysytty nopeus. On selvitettava v = ¢/t, kun
tiedetddn, etta

. ¢
SOkm/h= e o A=
Kirjoittamalla ndmé& yhtalét muodossa
f4+5min=(-— ja t—5min—/f —
min = L — omin — e
60km/b 90km/h’

ja laskemalla ndmé yhteen, saadaan

2t =14 L, 1
B 60km/h = 90km/h /’

ja edelleen, etta

14 2 2
S S B R R
60km/h = 90km/h 180 180
= ?km/h:?ka/h. O

Toinen esimerkkimme nopeuksien keskiarvoista olisi
1

tallainen:
Ongelma. Aarne ja Bertta pyordilevat Ankkavaaras-
ta Hanhilinnaan. Aarne pyordilee puolet etdisyydes-
td nopeudella vy ja toiset puolet mnopeudella vy # v1.
Bertta taas pyordilee puolet matka-ajastaan nopeu-
della vy ja toiset puolet nopeudella vo. Kumpi heistd
saapuu perille nopeammin?

Ratkaisu. Olkoon matkaetaisyys d, ja olkoon Aarnen
matka-aika t4 ja Bertan ¢g. Aarne kulkee puolet etéi-
syydesta ajassa d/(2v1) ja toiset puolet ajassa d/(2v2).

Siten
d (1 1
ta==-|—+—].
2 (% (%)

Bertta taas kulkee puolessa ajastaan etiisyyden t vy /2
ja toisella puolella etiisyyden tpgvs/2, jolloin

2d
(% -|—’l)2.

t
d:?B(Ul—FUg), eli tg=

Nyt aritmeettis-harmonisen epayhtalon nojalla

1 1
ba—d U 2y
A 5 v T vg B
eli Bertta saapuu perille nopeammin. O

Puolisuunnikas, jonka kannat ovat a ja b

Tarkastellaan puolisuunnikasta ABC D, jonka kanto-
jen pituudet ovat AD = a ja BC =b.

A a D

B
5 C

1Tam4 on poimittu C. J. Bradleyn teoksesta Introduction to Inequalities (Handbooks, Number Two, United Kingdom Mathema-

tics Trust, 2010).
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Osoittautuu, ettd tdastd kuviosta loytyvat kaikki nelja
keskiarvoa @, A, G ja H, vielapd geometrisesti luon-
nollisilla tavoilla!?

Lause. Sijaitkoot piste X sivulla AB ja piste Y sivulla
CD niin, etti AD || XY || BC, ja ettd puolisuunnik-
kaiden AXY D ja XBCY alat ovat yhtd suuret. Tdl-
loin
2 12
xy — /22

Todistus. Olkoon alkuperdisen puolisuunnikkaan kor-
keus h, jolloin sen pinta-ala on tunnetusti

a+b
2

Olkoon puolisuunnikkaan AXY D ala A; ja korkeus hq,
ja olkoon puolisuunnikkaan X BC'Y ala As ja korkeus
ha, jolloin luonnollisesti hi 4+ ho = h:

A= h.

Janan XY mééritelmén nojalla on siis Ay = As = A/2,
eli

a+ XY
2

XY +b 1 a+b
= chy = — - )

2 2 2 h-

1

Tastéd voimme ratkaista korkeudeksi ho

b — (a+b)h
2T 2(XY +b)

Koska h1 = h — hsy, voimme myo0s laskea

a;b,h:(a+XY)h1:(CLJFXY)(hth)
B (a+b)h
=(a+ XY) (h_2(XY+b)>
- 2XY +2b— (a+b)
=(a+XY)- 2(XY +b) h

misté sieventamalla edelleen
(a+b) (XY +b)=(a+XY)2- XY +b—a).
Kertomalla kaiken auki saamme

a- XY +ab+b- XY +b2
=2a- XY 4+ab—a’>+2-XY?>+0b- XY —a- XY,

josta supistuu mukavasti termeja pois niin, etta

a? + b2

A +02=2-XY?% el 5

XY = O

Lause. Olkoon X sivun AB keskipiste, ja olkoon Y
sivun C'D keskipiste. Talloin AD || XY || BC ja

xy = b

Todistus. Olkoon puolisuunnikkaan ABC' D korkeus h.
Koska oli AD || BC, on kumpikin pisteistd X ja YV
yhté etddlla suorasta AD kuin suorasta BC. Siispi
AD || XY || BC, ja liséksi puolisuunnikkaiden AXY D
ja XBCY korkeudet ovat yhtd suuria, nimittdin yh-
té suuria kuin h/2. Mutta koska néiden kahden puo-
lisuunnikkaan alojen summan on oltava puolisuunnik-
kaan ABCD ala, voimme todeta, etté

a+ XY @ XY +0b ﬁia—i—b b
2 2 2 2 2 ’
misté saa sieventamalla
XY = “;b. 0

Lause. Sijaitkoot piste X sivulla AB ja piste Y sivul-
la CD niin, etti AD || XY || BC, ja ettd nelikulmiot
AXY D ja XBCY owvat yhdenmuotoiset. Tdlldin

XY = Vab.

B
5 c

2Kirjoittaja 16ysi tdman yllattavin seikan E. Beckenbachin ja R. Bellmanin teoksesta An Introduction to Inequalities (New Mat-

hematical Library, 3, Random House, 1961).
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Todistus. Koska AXY D ja X BC'Y ovat yhdenmuotoi-
set, saamme vertailemalla vastaavia sivuja AD ja XY,
ja toisaalta vastaavia sivuja XY ja BC, ettd

AD XY ) 9
ﬁ—%, eli XY AD BC—ab
eli XY = v/ab, kuten pitikin. O

Lause. Sivulta AB voi valita pisteen X, ja sivulta C'D
pisteen Y niin, ettdi AD || XY || BC, ja ettd puoli-
suunnikkaat AXY D ja X BCY ovat yhdenmuotoiset.

Todistus. Olemassaolon todistaminen on helppoa ta-
pauksessa AD = BC, sill4 silloin kyseessé on suunnikas
ja riittda vain valita pisteeksi X sivun AB keskipiste ja
pisteeksi Y sivun C'D keskipiste, jolloin jana XY jakaa
suunnikkaan kahdeksi yhtenevéiksi kapeammaksi suun-
nikkaaksi. Oletetaan siis, ettd AD # BC. Ilman ylei-
syyden menettamistd voimme olettaa, ettd AD < BC.
Koska AD < v/AD - BC < BC, voimme valita pis-
teen X sivulta AB ja pisteen Y sivulta CD niin, etti
AD || XY || BC ja XY = VAD-BC = Vab. Nyt
AXY D on puolisuunnikas, jossa AD || XY, ja XBCY
on puolisuunnikas, jossa XY | BC. Liséksi kulmille
selvasti patee / XAD = /BXY, /YXA = /CBX,
/DY X = /YCB ja LZADY = ZXY (), silld jokaisessa
néistd yhtdsuuruuksista on kyse samankohtaisista kul-
mista, missd jokin suora leikkaa kaksi keskendén sa-
mansuuntaista suoraa. Riittda siis enédd tarkistaa, et-
td vastinsivujen pareilla on oikeat pituuksien suhteet.
Tarkemmin, osoitamme, etta

AX DY AD XY  Ja

XB YC Xxvy BC Vv

Naista kaksi viimeistd yhtdsuuruutta seuraavat suo-
raan janan XY konstruktiosta, silld onhan

ny b XY\/>\/7'

Olkoot puolisuunnikkaan ABCD korkeus h, puoli-
suunnikkaan AXY D korkeus hi, ja puolisuunnikkaan
X BCY korkeus ho, jolloin jalleen hy 4+ ho = h.

B

Aiomme osoittaa, ettd hy/he = y/a/b, silld kun tdmi
on todistettu, on oltava

AX hy simnZCBX _hy _ Ja

XB sin/YXA ho he VW
ja

DY hq

Dy sinAYCBhl\/E
YC  sinZDYX ha  hy Vb

Koska puolisuunnikkaiden AXY D ja XBCY alojen
summa on puolisuunnikkaan ABCD ala, on oltava

b b
%\/%.hl+\/‘72+b.h2:a; (h1 + ha)

misté seuraa pienelld sievennyksellé
hi (b—Vab) = hy (Vab — a),
ja edelleen

h_ Vab-a Va(Vb-va) \[
e b—vab  Vb(Vb—va) Vb

ja olemme valmiit. O

Lause. Olkoon O ldvistajien AC ja BD leikkauspis-
te, ja stjaitkoot piste X sivulla AB ja piste Y sivulla
CD niin, etta AD || XY || BC ja ettd jana XY kulkee
pisteen O kautta. Tdlloin

2
XY = T T
a b
A a D
X Y
0]
B C
b
Todistus. Todistamme, etté
1
X0 = 71 L T
a b

jolloin tietenkin, tarkastellen puolisuunnikasta DC' B A
puolisuunnikkaan ABC'D sijaan, on oltava my06s

b PRI

1 N
ﬁ, Ja s11s

oY =

kuten pitikin.

Koska kolmiot AAXO ja AABC ovat yhdenmuotoiset,
on oltava

XO _AX _AB—XB | BX

BC AB  AB = BA
Koska lisdksi kolmiot ABXO ja ABAD ovat yhden-

muotoisia, on oltava BX/BA = XO/AD, josta sijoit-
tamalla edelliseen laskuun saadaan

XO XO 1 1

— =1-—— i XO|—+— 1

BC AD & O(BC+AD) ’
ja olemme valmiit. O
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