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Baselin ongelma
Markku Halmetoja

Kirjoitukseni [1] johdannossa totesin, ettd Leonhard
Euler (1707-1783) péadtyi yhtaloon
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tavalla, joka ei vastaa nykyaikaisen matemaattisen ana-
lyysin tarkkuusvaatimuksia. Mainittu kirjoitus koski
peruskoulun matematiikkaa ja tarkoitukseni oli suu-
reen auktoriteettiin vedoten osoittaa, ettd myos epé-
taydellisella paattelylla saattaa olla arvonsa.

Koulumatematiikassakin asiat tulisi selittda eikd antaa
valmiita laskukaavoja ulkoa opeteltaviksi. Esimerkiksi
lukion differentiaali- ja integraalilaskennassa (vanhem-
missa oppikirjoissa) annetut perustelut sisélsivéit usein
tdsméllisten todistusten ideat vaikka niité ei puutteelli-
sen lukukésityksen takia voitu viedd loppuun. Opetus-
suunnitelmia ja oppimateriaaleja valmisteltaessa olisi-
kin muistettava, ettd kussakin ikédluokassa on muka-
na myos matemaattisesti keskiméaréista lahjakkaam-
pia oppilaita, jotka turhautuvat kaavojen ulkolukuun.

Téassé kirjoituksessa kerrotaan, miten Euler johti yhté-
16n (1), ja esitetaan sille toinenkin todistus. Sarjan
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laskeminen oli hdnen aikanaan jo liki sata vuotta vanha
ongelma. Ensimmaisind sité lienevit miettineet ranska-
lainen René Descartes (1596-1650) ja italialainen Piet-
ro Mengoli (1626-1686) sekd mythemmin saksalainen
Gottfried Leibniz (1646-1716) ja sveitsildinen Jakob

Bernoulli (1655-1705). Sarjan suppeneminen oli kaikil-
le selvaa. Esimerkiksi Bernoulli todisti sen seuraavasti:
Jos k > 1, niin k% > k, 2k > k(k + 1), ja edelleen
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joten osasumma S, < 2. Jono (Sy,) on siis kasvava ja
ylhéalta rajoitettu, mistd seuraa ettd se suppenee.

Mainituista matemaatikoista Jakob Bernoulli kéytti
eniten aikaa sarjan madrittdmiseen siind kuitenkaan
onnistumatta. Lopulta han luovutti ja kirjasi ongelmas-
ta matemaattiselle yhteisolle suunnatun avunpyynnén
erddseen teokseensa. Summan tarkan arvon méaéritta-
minen nimettiin hdnen kotipaikkansa mukaan Baselin
ongelmaksi.

Euler tarttui kysymykseen hieman yli 20-vuotiaana ja
vuonna 1731 hén onnistui johtamaan sarjalle vaihtoeh-
toisen esityksen

=1 1
§= Zﬁ* (n2) +Zk22k1:
k=1

Se ei tuonut ratkaisua ldhemmaéksi, mutta tarjosi mu-
kavamman tavan likiarvon maéaarittamiseen, silld tdma
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sarja suppenee oleellisesti nopeammin kuin alkuperai-
nen: osasummassa Siggp vain kaksi ensimméistd de-
simaalia on oikein mutta osasummassa >4 niitd on
kuusi.

Varsinaisen ongelman ratkaisemiseen Euler tarvitsi
erditd polynomien perusominaisuuksia. Olkoon

q(z) =1 + 1w+ cox? + ez 4.+ cpa”
polynomi, jolla on n kappaletta nollakohtia; olkoot ne

ai, as, ..., a,. Ne ovat nollasta eroavia, silld ¢(0) = 1.
Nollakohtiensa avulla ¢ voidaan kirjoittaa tulomuo-

toon:
q(z) = (17%)07%)...(17%).

My®és sinifunktio oli tarpeen. Ehké matematiikkaa har-
rastava lukiolainen tuntee sen sarjakehitelmén
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mutta jos se ei ole tuttu, niin asiaan voi perehtya luke-
malla Pekka Alestalon artikkelin [3]. Sinifunktion nol-
lakohdat ovat 0, &7, £27, £3m, ... , joten funktion

nollakohdat ovat arvoa z = 0 lukuun ottamatta sa-
mat. Lisdksi p muistuttaa edelld ndhtyd g-polynomia
(p(0) = 1), joten Euler tulkitsi sen oo-asteiseksi poly-
nomiksi. Nollakohtiensa avulla se siis voidaan kirjoittaa
tuloksi
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misté sulut auki kertomalla seuraa
11 1 ) .
p(ac)zl—(;—ﬁ-w-i-w—f—...)x +(>m —...

Vertaamalla p:n lausekkeissa x:n nelion kertoimia saa-
daan
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Eulerin ratkaisu oli sensaatio ja se sinet6i hdnen mai-
neensa 1700-luvun johtavana matemaatikkona. Erityi-
sesti m:n esiintyminen tuloksessa hammastytti, vaikka
muutamia siithen liittyvid paattymattomia summia ja
tuloja oli jo 16ydetty. Jakob Bernoulli ei Eulerin saa-
vutusta ehtinyt ndkemédn. Hinen nuoremman veljen-
sé Johann Bernoullin (1667-1748) kerrotaan todenneen
Eulerin ratkaisun luettuaan: ”Olisipa veljeni elossa”.

Todistusta pidettiin sen syntyhetkelld moitteettomana,
mutta nykyisen késityksen mukaan siind on ongelmana
tuo oo-asteinen polynomi. Polynomin astehan on aina
ddrellinen eiké ole itsestddn selvad, ettd padttymaton
potenssisarja voidaan muuntaa nollakohtiensa avulla
tulomuotoon. Likiarvon laskeminen kuitenkin vahvis-
ti uskoa tuloksen oikeellisuuteen seké se, ettd tuloesi-
tyksesta

sinx:x(l—%)(14—%)(1—%)(14—%)...

x:n arvolla § seurasi jo 1600-luvulla tunnettu Wallisin

kaava -
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John Wallis (1616-1703) julkaisi sen vuonna 1656.

Mybhemmin Euler esitti analyyttisesti vahvempia rat-
kaisuja Baselin ongelmalle. Kun tulos tiedettiin, oli
helpompaa maéaratietoisesti pyrkié sitd kohti. Nykyédan
tunnetaan lukuisia tapoja johtaa tdméa yhtélo. Esimer-
kiksi teoksessa [4] se tehd&én kolmella eri tavalla. Niis-
ta yksi perustuu péadosin sellaiseen matematiikkaan, jo-
ta on joskus opiskeltu lukion pitkédssd matematiikassa.
Kaymme ldpi tdmén todistuksen, mutta aloitamme pie-
nelld kertauksella, silld se edellyttdd nykyiseen ja mité
ilmeisimmin my6s tulevaan opetussuunnitelmaan kuu-
lumatonta oppiainesta.

Tulemme tarvitsemaan kompleksilukuja. Niita on ajoit-
tain késitelty lukion oppimé&érésséd. Perustiedot 10yty-
vit kdtevimmin Matti Lehtisen artikkelista [5]. Aktii-
vinen lukija voi sen luettuaan todistaa induktiolla de
Moivren kaavan: Kaikillan € Njax € R

(cosx +isinz)™ = cosnx + isinnz. (2)

Abraham de Moivre (1667-1754) julkaisi sen vuon-
na 1722. Kotangenttifunktiota tarvitsemme myos. Sen
madritelmé on seuraava:

1 cos T

cotxr = =
tanx

sinx’
Erdiden maiden kouluissa opetellaan nédiden neljan
funktion lisdksi vield kaksi muutakin trigonometrista
funktiota, mutta emme tarvitse niitd tassd. Tulevassa
todistuksessa riittaéd yhtalo

1 sin? z 4 cos® x

2
—— = — =1+ cot”x. (3)
sin” x sin® z
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Polynomiyhtéloiden késittely on lukiossa supistunut 14-
hes pelkéstddn toisen asteen yhtalod koskevaksi. Toi-
vottavasti jatkossakin sen juurien ja kertoimien vé-
liset yhtélot pysyvat opetuksessa, silla niistd saa ai-
kaan viihdyttévia tehtéavid. Korkeamman asteen poly-
nomiyht&l6illa on my6s juurien ja kertoimien véliset yh-
talot, mutta ne ovat hieman monimutkaisempia. Tar-
vitsemme niistd vain yhden. Olkoon siis ¢, # 0 ja yh-
talon

el

c(x) = cpa™ + ez +cix+cg=0

juuret a1, ag, ..., Gn—1 ja a,. Niiden avulla ¢ voidaan

kirjoittaa tuloksi

c(z) =cp(z —ar)(x —az)...(x —ay).
Kun sulut kerrotaan auki, saadaan
c(x) = cpx™ —cplag +ag + ... Fay)z" 4L,

mistd kertoimia vertaamalla ndhdaén, etta

Cn-1 = —cCpla1 + a2+ ...+ ay),
ja edelleen
Cr—
ar+ax+...+a, = — n 1.
Cn

Ratkaisemme nyt Baselin ongelman johtamalla sarjan
(1) osasummalle S,, alarajan «, ja yldrajan S, siten,

etta

2

lim a,, = lim G, = —.
m—oo m—o0 6
Koska kaksoisepéayhtélo a., < S, < B, pitee kaikilla
m € Z,, seuraa téstd, ettd myos osasummalla S, on
sama raja-arvo. Aloitetaan méaérittdmalld lausekkeen
(cosz + isinz)™ imaginaariosa. Yhtdlon (2) mukaan
se on sinnz, mutta se saadaan myos kehittdmalla po-
tenssilauseke binomikaavan mukaan. Koska lukija (ai-
nakin artikkelin [5] luettuaan) hallitsee imaginaariyksi-
kon potenssit, voimme kirjoittaa sen ilman vélivaiheita
ja saamme yhtalon

. n . _ n . _
sinnr = (1> sinzcos” 'z — (3) sin®zcos" P +...

Valitaan nyt n parittomaksi, eli n = 2m + 1, missé

m € Zy, ja olkoon
T

e =1,2,...,m.
2m+1

r=x,=

Koska sin nx = sinrw = 0, tulee yll& oleva yhtilé muo-
toon

n . _ n .
<1> sin z, cos™ ' x, — (3) sin® x,. cos™

Taman yhtdlon voi jakaa luvulla sin” x,., silla se on po-
sitiivinen; x, € ]0, 7[. Ndin saamme yhtalon

(T) cot" tx, — (Z) cot" 3z, +...=0,

_3mr+...:0.
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ja edelleen sijoittamalla n = 2m + 1,
2 1 2 1
( m1—|— ) cot®™ x, — ( m3—|— ) cot?™ 2z, +...=0.

Téaten m-asteisella polynomiyht&alolla

2 1 2 1
e (e

on m kappaletta keskendén erisuuria juuria

aT:cotz( ' ),
2m+1

Korkeimpien potenssien kertoimet tunnetaan, joten

a2 OB 2m2m 1)
emne

r=12...,m.

a1+a2+...

Siis

icotQ ( T ) _ 2m(2m —1)
— 2m+1/ 6 '

Lisddmalla m tdmén yhtdlon molemmille puolille saa-
daan yhtilon (3) avulla

(2m+2).

> () = %

Nyt todistus voi jatkua voimassa olevan opetussuunni-
telman tiedoin. Tieddmme, ettd x, € |0, 5[, joten

(0 <)sinz, <z, < tanx,.
Kaanteisluvut ovat vastakkaisessa suuruusjérjestykses-
sé, eli

1
(0 <)cotz, < — <sin~'z,,

Ty

ja niiden nelidt ovat samassa jérjestyksessa:

1
(0<) cot? x, < e < sin"? . (4)

T

Summaamalla (4) 1:std r:d44n saamme

2m(2m — 1) <Z(2m+1) 2m(2m+2)7
- 6
r=1
mista seuraa
2m(2m — 1) 72
2m+1)2 6

IN

ii<2m 2m +2) w2
T (2m+1)? 6

Etsityt rajat ovat siis

N _2m(2m—1)i2 o A _2m(2m—i—2)l2
" emr 0z 6 Y P T Temr1? 6
Selvasti
2
lim a,, = lim B, = —.
m—r o0 m—00 6
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Euler ei tyytynyt ainoastaan Baselin ongelman ratkai-
semiseen, vaan hin laski my6s summat

)=y 5)

n=1
s arvoilla 4, 6 ja jopa 24. Osoittautui, ettd

m 76

(=g Ja C(6) =

Oudolta néyttéville (-merkinnélle 16ytyy selitys mate-
matiikan historiasta. Sitd kutsutaan Riemannin zeta-
funktioksi Bernhard Riemannin (1826-1866) mukaan.
Se on koko kompleksitasossa pistettd s = 1 lukuun
ottamatta madaritelty kaikkien kertalukujen derivaatat
omaava funktio, joka mééritellddn sarjana (5) ainoas-
taan puolitasossa Re(s) > 1. Muualla sen mééritelma
on monimutkaisempi. Riemann osoitti, ettd funktiol-
la on mielenkiintoinen yhteys alkulukujen jakautumi-
seen kokonaislukujen joukossa. Se liittyy toistaiseksi
todistamattomaan Riemannin hypoteesiin, jonka mu-
kaan (-funktion ns. epétriviaalit nollakohdat sijaitse-
vat suoralla Re(s) = %. Hypoteesin todistamisesta on
erds amerikkalainen sddtié luvannut miljoonan dolla-
rin palkkion. Funktiolla on my6s suhteellisen helposti
I6ytyvid nollakohtia negatiivisella reaaliakselilla.

Fuler siis tutki (-funktion rajoittumaa joukolle
{2,3,4,...}. Funktio ei ole méiritelty pisteessi s = 1,
silld talloin sarja (5) hajaantuu, ks. Pekka Alestalon
artikkeli [6]. Ilmeisesti ((s) pystytddn méaarittamain,
kun s on parillinen kokonaisluku. Sen sijaan paritto-
milla s:n arvoilla funktion arvoista ei tiedeté vieldkaéan
juuri mitaén, vaikka Eulerkin yritti ilmeisen tosissaan
laskea lukua ((3). Vuonna 1978 onnistuttiin todista-
maan, ettd se on irrationaalinen. Luultavasti tarkoil-
la arvoilla ei ole kovin suurta merkitystd. Ehkd ((3)
joskus putkahtaa yllattavésti esiin jonkin tdrkedmméan
tuloksen yhteydessi. Joka tapauksessa ratkaisija tulee
liittymé&an Bernoullista ja Eulerista alkavaan ketjuun
ja saa nimensa matematiikan historiaan.

Kirjoittaja ei lopuksi malta olla muistelematta Finlan-
diatalossa jarjestettyd Koulumatematiikka-85 tapahtu-
maa. Sen padttidneessd paneelissa késiteltiin peruskou-
lun matematiikan opetusta. Tuolloin oltiin poistamas-
sa matematiikan tasokursseja yldkoulusta ja myodhen-
tdmassa perusalgebran oppimista toiselle asteelle. Néi-
td ratkaisuja perustellakseen silloisen Kouluhallituk-
sen matematiikan ylitarkastaja tivasi ldsnédolijoilta, et-
td mihin polynomeja oikeastaan tarvitaan. Tésséd kir-
joituksessa néhty olisi kdynyt vastaukseksi ylitarkas-
tajalle. Toivottavasti kirjoitus myos rohkaisee nykyi-
sid opetussuunnitelmien laatijoita sdilyttdméadn poly-
nomien ominaisuudet lukion matematiikassa sekd pa-
lauttamaan kompleksilukujen perusominaisuudet oppi-
madrdan pysyvasti. On jokseenkin noloa, ettd maas-
sa, jonka matemaattinen maine maailmalla perustuu
péadosin kompleksianalyysin tutkimukseen, ylioppilaik-
si valmistuvat eivéit edes tiedé, mika on kompleksiluku.

Ilman viitettd annetut historialliset tiedot ovat perdisin
teoksesta [2].
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