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Edellisessé Solmun numerossa artikkelissa [7] kerrottiin
Nesbittin epayhtalosté.:

Nesbittin epayhtdlo. Jos a, b ja ¢ ovat positiivisia
reaalilukuja, niin

a b c
+ + >
b+c c+a a+b

N W

Tama on erds klassisimmista esimerkeistd loistavis-
ta matemaattisista ongelmista. Ongelma on tyylikés,
helppo muotoilla ja ymmértad, ja sen voi ratkaista lu-
kuisilla eri tavoilla, ja kuitenkin mikédén aivan yksinker-
tainen idea ei toimi, vaan jotain hieman epétriviaalia
ratkaisun eteen on pakko tehdé ratkaisutavasta riippu-
matta.

Tésséd artikkelissa tarkastelemme Nesbittin epéyhté-
16n yleistdmista useammille muuttujille. Korkeammissa
ulottuvuuksissa tdmé johtaa varsin mielenkiintoiseen
ja yllattavadn havaintoon, ja tarjoaa toisaalta loistavan
tekosyyn esitelld monia kauniita epayhtaloihin liittyvia
ideoita ja tuloksia.

Cauchyn—Schwarzin epayhtalo

Aloitamme ensin alkuperaisesta kolmen muuttujan ta-
pauksesta jatkaen sitten neljin muuttujan tapaukseen
ja siitd ylospéin. Eréds tehokas tapa késitelld ndma
ensimmadiset tapaukset perustuu Cauchyn—Schwarzin

Shapiron syklinen epayhtalo

epéayhtdloon, mikd onkin mainiota, silld se on muuten-
kin varsin térked epdyhtélo. Se on myo6s esiintynyt pit-
kdn matematiikan ylioppilaskokeissa syksylla 2014.

Cauchyn—Schwarzin epayhtilo. Jos n on positiivi-

nen kokonaisluku, ja jos ay, as, ..., an ja by, ba, ...,
b, ovat reaalilukuja, niin
(af+a3+...4+a2) (b5 +b3+...+02)
> (a1b1 + agby + ...+ anbn)Q .

Todistus. Reaalilukujen neliét ovat aina epanegatiivi-
sia. Voimme siten todistaa Cauchyn—Schwarzin epayh-
talon vaikkapa kirjoittamalla vasemman ja oikean puo-
len erotuksen nelididen summana. On hieman nappé-
rampéad tehdéd tdméa erotukselle kahdella kerrottuna:
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Nesbittin epayhtalo

Antakaamme aluksi Nesbittin epéayhtélolle erilainen to-
distus kuin artikkelissa [7]. Talla kertaa kdytdmme
Cauchyn—Schwarzin epayhtaloa.

Nesbittin epayhtalon todistus. Todistuksen aja-
tuksena on lisdtd epayhtialon vasemmalle puolelle
sopiva yliméérdinen tekiji ja aloittaa kayttamaélla
Cauchyn—Schwarzin epayhtdloéd niin, ettéd ikavalta tun-
tuvat nimittdjat havidvat: Cauchyn—Schwarzin epéyh-
talon mukaan

a n b n c
b+c c+a a+b

-(a(b—l—c) —|—b(c+a)+c(a—|—b))

> <\/E a<b+c>+mm

cla+ b))

c
a+b

(a+b+c)
=a® + b2 + 2 + 2ab + 2be + 2ca.

Koska lisaksi
a(b+c)+b(c+a)+c(a+b)=2ab+ 2bc+ 2ca,
tieddmme nyt siis, etté

1 a4+ b+ ¢
2 ab+bc+ca’

a b c
+ =
b+c c+a a+b

ja riittdad endd todistaa, etté
a® + b2+ > ab+ be + ca.

Mutta tdmé& viimeinen seuraa suoraan Cauchyn—
Schwarzin epéayhtélosté, silld onhan oltava

a2+ 02+ =Va2+ b+ Vb2 + 2+ a?
> ab+ bc + ca.

Nelja muuttujaa

On luonnollista kysyé, voisiko Nesbittin epéyhtaloa
yleistdd useammille muuttujille jollakin tavalla? Osoit-
tautuu, ettd tdméa on mahdollista. Esimerkiksi neljélle
muuttujalle patee seuraava epéayhtalo.

Lause. Jos a, b, ¢ ja d ovat positiivisia reaalilukuja,
niin patee

a L b c d S 9
b+c¢ c+d d+a a+b” 7

Todistus. Aloitamme jilleen kéyttdmaélld Cauchyn—
Schwarzin epayhtéloé, jonka nojalla voimme arvioida

a L b L c L d
b+c c+d d+a a+d
(ab+c)+b(c+d)+c(d+a)+d(a+b))
> (a+b+c+d)>.
Koska kahdelle reaaliluvulle x ja y aina pétee
(I - y)Q > Oa
on oltava
22 4+ % > 2axy.
Talld kahden muuttujan aritmeettis-geometrisella epé-
yhtalolla voimme arvioida termeittéin, etté

ab+ ac+ be + bd + cd + ca + da + db

a? + c? b2 + d?

<ab+ + be + + cd + ca + da + db

1
:§(a+b+6+d)2.

Yhdistamalld tdmé aiempaan arvioon ja sieventdmallé
saadaan haluttu epédyhtéalo

a n b c d S 9
b+¢ c¢c+d d4+a a+b” 7

Viisi muuttujaa

Nyt on luonnollista jatkaa kysymalld, mitd viiden
muuttujan tilanteessa kdy. Osoittautuu, ettd se toimii
odotetunlaisesti:

Lause. Jos a, b, ¢, d ja e ovat positiivisia reaalilukuja,
nim

a n b c d n e >§
b+c¢ c+d d+e e+a a+bd” 2

Todistus. Aloitamme samoin kuin aiemminkin arvioi-
malla ensin Cauchyn—Schwarzin epéayhtalolla

a b c d e
b—l—c+c+d d+e e+a+a+b

. (a+b+c+d+e)
“ab+ac+be+bd+cd+ce+de+da+ea+eb

Kertomalla nelié (a + b+ ¢+ d + €)° auki voimme jat-

kaa

A+ 0+ dP+e?
ab+ac+...+eb

Riittéda siis todistaa, etta

2@+ +F+d*+e)
> ab+ ac+ bc+ bd + c¢d + ce + de + da + ea + eb.
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Mutta tdméan voi tehdé helposti vaikkapa Cauchyn—
Schwarzin epayhtéloéd kayttden, koska senhdn mukaan

2(a® + 0>+ P+ d* +¢?)
— Va2 + @+ A2+ 2+ 24P+ 2+ e

VPR + @+ A+ d?+ e+ e+ a?+ a2 + b2
> ab+ ac+ be + bd + cd + ce + de + da + ea + eb.

Kuusi muuttujaa

Mainittakoon vield, ettd samanlaisin tyokaluin pystyy
todistamaan my6s kuuden muuttujan version:

Lause. Jos a, b, ¢, d, e ja f ovat positiivisia reaalilu-
kuja, niin
a b c d e
+ + ! = 3.
b+c c+d d+e e+f f4+a a+d

Jatdmme tdmén todistamisen lukijan pohdittavaksi.

Shapiron ongelma

Vuonna 1954 Shapiro esitti kysymyksen: pateeko kaikil-
le kokonaisluvuille n > 3 ja positiivisille reaaliluvuille

ai, as, ..., a, epayhtilo
a1 ag Gn—1 Gnp, n ?
= .
as +az az+ ay a, +a1 a1+ as 2

Tama kysymys on tietenkin varsin luonnollinen ylla
lueteltujen erikoistapausten valossa.

Lighthill osoitti, ettd epayhtald ei pade 20 muuttujan
tapauksessa, mika avasi uuden kysymyksen siitéd, mil-
le kaikille muuttujien lukuméarille n epayhtalo pétee?
Monien monituisten kdédnteiden ja useiden matemaa-
tikoiden ahkeroinnin jédlkeen lopulliseksi vastaukseksi
osoittautui, ettd se pétee parillisille muuttujien luku-
maarille n < 12 ja parittomille n < 23.

Rankinin ja Drinfeldin tulokset

Tietenkin nyt voi kysyé, kuinka pahasti epayhtélo oi-
keastaan epdonnistuu isoilla muuttujien lukumaéarilla
n? On varsin kiintoisaa, ettd Shapiron ongelman kal-
tainen ilmio kuitenkin toteutuu kaikilla n. Rankin ni-
mittdin todisti, ettd jokaisella kokonaisluvulla n > 3
16ytyy vakio -, siten, ettd kaikille positiivisille reaali-

luvuille aq, as, ..., a, pitee
ai ag (7% > TnT
= K
as + as as + aq a1 + as 2

ja liséksi, ettéd peréti ~,, > v, missd v ~ 0,6094. ..

My6hemmin luvun v arvoja parannettiin moneen ker-
taan, ja on luonnollista kysyéd, mikd on sen paras mah-
dollinen arvo. Sokerina pohjalla haluaisimme kertoa
Fieldsin mitalisti Drinfeldin varsin nuorena 16ytamaés-
ta tuloksesta, joka kertoo luvun v parhaan mahdollisen
arvon. Nimittéin:

Drinfeldin lause. Kaikille n € Z4 ja positiivisille re-
aaliluvuille ay, as, ..., a, pdtee
aq a9 + Qp yn
as + as a1+a2/ 2’

a3 +aq

missd vy on erds tietty posititvinen reaalivakio, jolle
v ~ 0,98913... Lisdksi tdssd lukua ~y ei voi korvata
millddn isommalla reaaliluvulla.

Epéyhtalon oikea puoli on siis vain reilun prosentin pie-
nempi kuin Shapiron ehdottamal

Aiomme lopuksi esittda todistuksen télle Drinfeldin s6-
polle epayhtéildlle. Sivuutamme kuitenkin sen osoitta-
misen, ettd tdmé vakion v arvo on tosiaan paras mah-
dollinen. Optimaalisuuden todistus on hieman tyolas,
mutta ajatus on varsin yksinkertainen: Kun on annettu
mielivaltaisen pieni positiivinen reaaliluku e, valitaan
n ensin riittdvén isoksi, ja sitten muuttujat aq, ..., a,
siten, ettd epayhtélon todistuksessa jokainen arvio on
hyvin tarkka. Talla tavalla voi valita luvut a4, ..., a,
siten, ettd epdyhtdlon vasemman puolen lausekkeen ar-
vo on pienempi kuin (v + ¢)n/2.

Konveksit funktiot

Olkoot a ja b reaalilukuja, joille ¢ < b. Kutsumme re-
aalilukujen joukkoja

|—00, B[, la, b] ja la, o]
avoimiksi véleiksi, joukkoja
|—00, 8], [a, b] ja [a, oo]

suljetuiksi véleiksi, ja joukkoja

[a, b] ja |a, b]

puoliavoimiksi véleiksi.

funktio f: I — R on konveksi, jos kaikilla A € [0, 1]
ja kaikilla z,y € I patee

ME@)+ L =X fy) = f(Az+ (1-N)y).

Téassd madritelméassd esiintyva epayhtdldé sanoo, etté
funktion f kuvaajan pisteet (z, f(z)) ja (y, f(y)) yh-
distdva jana ei kdy kuvaajan alapuolella. Kéytannossa
on usein helppo kayttda seuraavaa kriteerié.
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Lause. Olkoon I C R avoin vdli, ja olkoon f: I — R
derivoituva funktio. Tdlléin f on konveksi, jos ja vain
jos derivaatta ' on kasvava funktio.

Jos f on kahdesti derivoituva, niin se on konveksi, jos
ja vain jos sen toinen derivaatta ei saa negatiivisia ar-
voja.

Kriteerin jalkimmaéinen osa seuraa valittomasti edelli-
sesté, ja edellinen osa on véliarvolauseen sovellus, mut-
ta sivuutamme yksityiskohdat. Téssd on ehka selven-
tavad huomata, etta derivaatan f’ kasvavuus tarkoit-
taa sitd, ettd siirrettdessd pistettd (z, f(z)) funktion f
kuvaajaa pitkin oikealle siithen piirretty kuvaajan tan-
gentti voi kiertdd vain vastapéivdan, mutta ei koskaan
myotapaivaan.

Esimerkkeja. Funktiot
z— z2: R — R,
r— e R—R
ja
1
T+ —: R+ — R
x

ovat konvekseja. Témén voi havaita esimerkiksi siité,
ettd niiden derivaatat

r—2x: R — R,

z— e : R —R
ja
1

xr—>fﬁ:R+—>R

ovat kasvavia funktioita.
Sen sijaan funktiot
rr——sinz: R — R
ja
rr— 22+ 22 R—R

eivit ole konvekseja. Taméan nékee vaikkapa siitd, etta

sin(0 4+ sin 040 0<1 .om 047
= = =sin — = sin
2 2 2 2’
ja
(—1)% 4 ( 1)2+03+02_O 1
2 B 8

_ 1 1 (140 3+ ~1+0\?

8 4 2 2 ’
jolloin konveksisuuden mééritelmé ei pade erikoista-
pauksessa A = 1/2.

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0

Lausekkeiden z2, €* ja 1/x mddrddmien funktioiden

kuvaajat. Namda kolme funktiota ovat konvekseja.

05}
-6 -4 -2 2 4 6
- 5 -
-1.0l
1.0
05F
-15 1.0 -05 05
=05}
-1.0L

Lausekkeiden sinx ja 2 + x2 mddrddmien funktioiden
kuvaajat. Namd kaksi funktiota eivit ole konvekseja.
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Jensenin epiyhtalo

Toinen térkeistd tyokaluista, joita tarvitsemme Drin-
feldin epéayhtélon todistamiseen, on Jensenin epéyhté-
16, jota kaytamme todistuksen viimeisessa askeleessa.
Se on kuitenkin varsin vahva ja tehokas tyokalu, joten
sille kannattaa omistaa jonkin verran aikaa.

Jensenin epayhtils. Olkoot I vili ja f: I — R kon-
veksi funktio. Olkoon lisiksin € Z4, olkoot x4, xa, ...,
Ty, reaalilukuja valiltd I, ja olkoot p1, po, ..., pn TeGa-
lilukuja valilta [0,1] siten, ettd p1 +p2+ ...+ pp = 1.
Tdlloin

prf(zr) +paf(2) + ...+ puflan)
> f(prz1 + p2xa + ... 4 Puy).
Erityisesti patee
fa) 4.+ fan) f(””*’xn)

=
n

Todistus. Jalkimmainen epayhtald tietenkin seuraa
edellisestd valitsemalla yksinkertaisestipy = po = ... =
pn = 1/n, joten riittdé todistaa vain edellinen. Todis-
tamme sen induktiolla. Tapaus n = 1 on itse asiassa
triviaali, silld silloin epdyhtdlon molemmat puolet ovat
yhté suuret. Tapaus n = 2 puolestaan on tdsmalleen
sama kuin konveksisuuden mééritelma.

Oletetaan siis, etté olemme todistaneet sen jollakin ko-
konaisluvulla n > 2 enintddn n muuttujan tapaukses-
sa, ja olkoot z1, x9, ..., xy41 lukuja valiltd I, ja ol-
koot p1, P2, ..., pny1 lukuja valiltd [0,1] siten, ettd
p1+p2+ ...+ pnt1 = 1. Merkitddn yksinkertaisuuden
vuoksi P =pj + ...+ py, jolloin pp41 =1— P.

Todistamme Jensenin epéayhtalén n+ 1 muuttujalle so-
veltamalla induktio-oletuksen n muuttujan versiota ja
konveksisuuden maéritelman kahden muuttujan versio-
ta:

)
=P (B p@) + o+ B ) + (1= P) fani)
f

. <p1171 + P +pnx”) + (1 — P) f($n+1)

X1+ ...+ DTy
(P.p11 e P +(1—P)a:n+1>

(P11 + ...+ P + Prg1Tnt1)-

WV
T

= f
=f
Esimerkkeja Jensenin epdyhtilon kiy-

tosta

Katsokaamme pikaisesti ldpi pari yksinkertaista esi-
merkkid Jensenin epayhtéalon kaytosta:

Kvadraattis-aritmeettinen epayhtélo. Olkoon n €
Zy ja olkoot xy, 3, ..., x, positiivisia reaalilukuja.
Talloin

\/m%Jr:z:%Jr...er% <

r1+xo+ ...+ xp
> .
n n

Todistus. Olemme jo aiemmin todenneet, etta funktio
r— 22 R— R

on konveksi. Siten Jensenin epéyhtélon nojalla

+ a2 < <x1+...+xn>2
= n b)

3+ ...

n

misté viite seuraakin ottamalla neliGjuuret puolittain.

Aritmeettis-geometrinen epdyhtilo. Olkoon n €
Zy ja olkoot x1, 3, ..., x, positiivisia reaalilukuja.
Talloin
1+ 2o+ ...+ 2,
n

> Yxi1To - Ty

Todistus. Merkitddn ensin

y1 =logxy, ..., yn=Ilogx,.

Eksponenttifunktio exp: R — R on konveksi, kuten
alemmin todettiin. Siten Jensenin epayhtdlon nojalla

eVl 4. +evn
n

2 e(y1+~--+yn)/n7

eli

1'1+
n

+xn

> Vevt...e¥n = Yy -1,

kuten pitikin.

Vakion ~ arvo

Vakion ~ tdsméllinen méarittely Drinfeldin epayhtélos-
sé on hieman hienosyinen. Méarittelemme apufunktion
g: R — R, josta vaadimme, etta

2
er +ex/2

—X

glx) <e™ ja g(x) <

kaikilla x € R, ja lisdksi vaadimme, ettd g on konveksi.

Tallaisella funktiolla on sellainen ominaisuus, etté
Drinfeldin epdyhtélo pétee vakiolla v = ¢(0). Ei ole
hankala vakuuttua siitd, ettd paras tapa valita g on ot-
taa minimi lausekkeiden e~* ja 2/(e® + €*/?) méadirii-
mistd funktioista ja paikata origon ympéaristoon ilmes-
tyva epakonveksi osa kuvaajien yhteiselld tangentilla.
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Tarkemmin, on geometrisesti selvié, ettd on olemassa
vksikésitteinen suora /¢, joka sivuaa molempien funk-
tioiden e~ ja 2/(e® + €*/?) kuvaajia alhaalta. Ti-
mé suora sivuaa kuvaajaa y = e~ jossakin pisteessa
(x1,91), missd x1 > 0, ja kuvaajaa y = 2/(e” + e*/?)
jossakin pisteessé (zo,ya), missi xo < 0. Maarittelem-
me funktion g konkreettisesti asettamalla

2/(e* + e*/?), kun = < x,

Y2 — Y1 (:v

—21) +y1, kun 2o <z < 2, ja
Ty — T

e * kun = > ;.

0.5

L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L
-1.0 -0.5 0.5 1.0 1.5 2.0

Lausekkeiden e=* ja 2/(e® + €*/?) kuvaajat.

0.8

L
-0.5 0.5

Lausekkeiden e~ ja 2/(e® + €*/?) kuvaajien yhtei-
nen tangentti. Ylempi leikkauspiste sijaitsee pystyakse-
lin pisteessd 1. Yhteinen tangentti leikkaa pystyakselin
hieman alemmassa pisteessd . Vakion v arvo epdyh-
taldssa on lihelld arvoa 1 siksi, ettd kuvioon syntyvd
kolmio on niin litted.

Suuruusjarjestysepiayhtalo

Toinen tarvittava tyokalu Drinfeldin epdyhtdlon todis-
tamiseen on suuruusjirjestysepéayhtalo:

Suuruusjarjestysepayhtdlo. Olkoon n € Z., ja ol-
koot ay, ..., an ja by, ..., b, reaalilukuja, joille a; <
as < ... < ay jaby < by <... < by,. Olkoot lisiksi cq,

Ca, - .., Cp luvut by, ba, ..., by jossakin jarjestyksessd.

Tdlléin
a1b1 + CLQbQ + ...+ (Lnbn

= aic1 +asco + ...+ aycy,
> a1b, + agsb,_1 + ...+ aybr.

Todistus. Jalkimméinen epéyhtélé seuraa helposti
edellisestd vaihtamalla lukujen ai, as, ..., a, merkit,
joten riittda todistaa vain edellinen. Todistamme sen
induktiolla muuttujien lukuméarian n suhteen. Todis-
tettava epayhtélo pétee triviaalisti, kun muuttujien lu-
kumédrd n on 1. Oletetaan sitten, ettd kokonaisluku
n > 2 on sellainen, ettd epayhtélo patee muuttujien lu-
kumaéaaralla n—1, ja olkoot ay, ..., an, b1, ..., b, reaali-
lukuja, kuten suuruusjérjestysepéayhtélon muotoilussa.

Oletetaan ensin, ettd c, ei ole suurin luvuista cq, ...,
¢cn, jolloin siis 16ytyy indeksi ¢ € {1,2,...,n}, jolle
¢; > ¢ kaikille j € {1,2,...,n} ja ¢; > ¢,. Tall6in

(an —a;) (c; —cn) 20,
eli
a;C; + anCp < QiCp + AnCi,
eli lausekkeen ajc; + ... + a,c, arvo ei pienene, kun
vaihdamme luvut ¢; ja ¢, keskenédan.

Siten voimme olettaa, ettd ¢, > c¢p kaikille ¢ €
{1,2,...,n}. Mutta tédssi tapauksessa todistettavassa
epayhtéalossé oikean ja vasemman puolen viimeiset ter-
mit ovat yhtd suuret, ja se seuraa suoraan induktio-
oletuksen n — 1 muuttujan suuruusjarjestysepayhtalos-
t&.

Suuruusjarjestysepayhtilon sovelluksia

Ennen jatkamista ndytdmme pari esimerkkié siitd, mi-
ten suuruusjirjestysepéayhtalod voi kayttaa.

Lause. Olkoot a, b ja c positiivisia reaalilukuja. Talloin

a® + b+ > ab+ b2e+ Pa.

Todistus. Olkoot luvut a, b ja ¢ missd tahansa suu-
ruusjérjestyksessi. Talloin luvut a2, b? ja c? ovat myos
samassa suuruusjarjestyksessd. Esimerkiksi, jos a on
isoin luvuista a, b ja ¢, niin silloin a? on isoin luvuista
a?, b% ja 2. Tai jos esimerkiksi b on toiseksi pienin lu-
vuista a, b ja ¢, niin silloin b2 on toiseksi pienin luvuista
a?, b2, 2.

Koska lukujen a, b, c ja lukujen a2, b2, ¢? suuruusjir-
jestykset ovat samat, on siis suuruusjirjestysepayhté-
16n mukaan oltava

a?b+bc+cta<a® a+b>-b+c-c
=a®+ b3+,
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Lause. Olkoot a, b ja c positiivisia reaalilukuja. Talloin

a ¥ A
74_7_’_7.

b
atbres o ab

Todistus. Symmetrian vuoksi voimme olettaa, ettd
a < b < c. Talloin myos

jolloin voimme soveltaa suuruusjirjestysepéyhtaloa
kahdesti arvioidaksemme

a® b ? a® b P a? b A2

— > =
bc+ca+ab ab+bc+ca b+c+a
a2 b A2

>+t —=atbte

Drinfeldin epayhtialon todistus

Todistakaamme lopuksi Drinfeldin epéyhtédlé hénen
omaa argumenttiaan [2] seuraten. Eli olkoon n € Z,
ja olkoot a1, as, ..., a, positiivisia reaalilukuja. M&a-
ritelldan yksinkertaisuuden vuoksi

ay az An

az +az az+ay a1 + az

Tavoitteemme on osoittaa, etté

misséd g on aiemmin madrittelemédmme konveksi funk-
tio.

Aloitamme muuttujanvaihdolla

blzai; b2:a‘737 ey bn, - n bn:ﬂa
ai az (np—1 G,
jolloin
byby - b, = a20a3 and1 1,
a1a2 Ap—10n
ja
1 1 1
§= a a + a a LR a a
4z a3 43 G4 @ a2
ay a1 as a2 Qp, (¢2%)
1 1 1
= et —_—
42 G2 G3 ' O3 O3 G4 @ m @
aq a; Qg a9 as as QAp an Q1
= ! + ! + + L
by (14by) by (14b3) T b, (14b1)

Olkoot seuraavaksi luvut ¢y, co, ..., ¢, luvut by, bs,
.., by jirjestettynd uudelleen niin, ettéd

c1 << ...<cp.
Talloin luvut

1 1 1

) ) B} D)

C1 C2 Cn
ja luvut

1 1 1
1+C1’ 1+C2’ 1+C'IL

ovat samassa suuruusjarjestyksessé, jolloin suuruusjér-
jestysepayhtélon nojalla
L, ! TR
T (T+cy) ca(l+cuy) e (Tt a)

1
B ; ce(14cngg1)
Lisdamme lausekkeen symmetriaa hieman kirjoittamal-
la viela

1
ce (L4 cn_ry1)

M=

Sz

~
Il

1

Il Il
DN | = N
Y
M- 1]

1
- + —
coe(l4+cpn_pr1) 2

D

{=1

n

Cé 1 + Cn— €+1)

—

1

1 n
—+7
ce(1+cnors1) QZCn 41 1+Cé)

{=1

¥
X

-

A
2 ce(L4+cnorq1)  Cn—ep1(I+cp))

Otamme kéyttoon jalleen uudet muuttujat asettamalla
dy = cocn—py1 jokaiselle £ € {1,2,...,n}, jolloin siis

di = cicp, da=cacp_1, ..., dp=cucr.
Lisaksi
dldg"'dn = (6162"'Cn)2 = (b1b2 bn)Q = 1

Lisédksi asetamme
1

T (1 + cprg1)
jokaiselle £ € {1,2,...,

Cn—t41 (14 co)

n}, jolloin siis
1 n
15
=1

Kiinnitetddn seuraavaksi £ € {1,2,...,n} ja tarkastel-

laan yhté termié ey. Ensinnékin,
_ Cn—t41 + Cn—eq1Ce F Cot CoCnoign
coen—e41 (14 cngy1) (14 cr)
_ (A +e)(A+cnpyr) +de—1
de (14 co) (L+ cnit1)

— l (1 + dg —1 )
dy (I4+co)(1+cn_es1))
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Tastd seuraa, ettd jos dy > 1, niin silloin sulkeiden si-
sélld toinen termi on selvésti epdnegatiivinen, jolloin

1
6@2@.

Jos taas dy < 1 niin silloin sulkeiden siséllé toinen termi
on negatiivinen, ja koska Cauchyn—Schwarzin epéyhta-
16114 voimme arvioida

(T+co) (1 +cnp1) = (1+ \/Cecnfﬁ+1)2
= (1 + \/d>f)2 )

saamme termille e, arvion

1 do—1 1
> [(1+ 2= ) == (1
de (1+Vdp) de

1 2Vd, 2

Vdy—1
+\/%+1>

Tdy Vdi+1 de+ Ao

Nyt voimme siis arvioida

1 1
2 5 t3

>
1<ten, dy ++/dy
dy<1

Tehkddmme vield viimeinen muuttujanvaihto asetta-
malla

r1 =logdy, x9=1logds, ..., x,=Ilogd,,

jolloin
1+ 22+ ...+, =log(didy---d,) =logl =0.

Néiden uusien muuttujien avulla voimme kirjoittaa vii-
meisen arviomme muodossa

1 1 2
S25 2 TG D mien

1<4<n, 1<e<n,
2020 z0<0

Koska e™® > g(x) ja 2/(e® + ¢*/?) > g(x) kaikilla
x € R, voimme edelleen arvioida

Lopuksi, koska g oli konveksi funktio, voimme Jensenin
epayhtalolla arvioida

1 < n T +xT9+ ...+ x,
S>> zZ -
2;719(»@@) 29( " )

ja olemme valmiit.

Ongelmia pohdittavaksi

Ongelma 1. Olkoot a, b ja ¢ positiivisia reaalilukuja.
Osoita, etté
1 1 1
a+b+c <

e Sa2teta

Ongelma 2. Olkoot a, b ja ¢ positiivisia reaalilukuja.
Osoita, etté
a* +bv* + ¢* > a®be + b2 ca + Pab.
Ongelma 3. Olkoot a, b ja ¢ positiivisia reaalilukuja.
Osoita, etté
a? n b2 n c? a+b+c
b+c c4+a a+b” 2

Ongelma 4. Olkoot «, f ja v kolmion kulmat radiaa-
neissa. Osoita, etta

tan%—&—tang—l—tan% > \/§

Ongelma 5. Olkoot «, 3 ja v kolmion kulmat. Osoita,

etta /3
3v3
sina + sin 8 + siny < -

Ongelma 6. Todista, ettd jos p € [1,00[, jos n € Z4,
ja jos x1, 9, ..., T, ovat positiivisia reaalilukuja, niin
i,/x’f—!—mg—k...—!—xﬁ 14+ To+ ...+

> )
n n

Ongelma 7. Osoita potenssikeskiarvojen epayhtilo:
Jos r ja s ovat positiivisia reaalilukuja, joille r > s,
josn € Zy4, jajos 1, x3, ..., T, ovat positiivisia reaa-
lilukuja, niin

{/x{—i—xg—i—.‘.—i—x; S {/x§+x§+...+xfl
= .
n n

Ongelma 8. Olkoot a, b, ¢, d, e ja f positiivisia reaa-
lilukuja. Osoita, ettd

a n b c d n e f >3
b+c c+d d+e e+f f4+a a+b” "
Lahteet

Alkuperéinen lahde Nesbittin epédyhtélolle on [11] ja
Shapiron ongelmalle [12]. Shapiron ongelman varhai-
sempaa historiaa on lyhyesti esitelty kirjan [10] kappa-
leessa 2.21 ja mydhempéad historiaa erinomaisessa ar-
tikkelissa [1]. Drinfeldin todistusta voi ihmetelld vaik-
kapa hénen alkuperdisen artikkelinsa kdannoksesté [2]
englanniksi.

Klassisia epayhtéloita on késitelty monien muiden teos-
ten ohella kirjoissa [8, 10, 13], Solmun sivuilla artikke-
leissa [3, 4, 5, 6], ja Internetissa vaikkapa matematiikan
olympiavalmennuksen materiaalisivuilla [9, 14].
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