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Virheellisia todistuksia

Neea Palojarvi
Abo Akademi

Matematiikassa laskuja tai todistuksia pohtiessa on ol-
tava tarkkana, ettei tee virheité. Toisinaan virheet ovat
sen verran ilmiselvid, ettd on helppo huomata jonkin
kohdan olevan pielessa. Virheet voivat myos johtaa jér-
jettomiin tai hauskoihin tuloksiin, joita voi olla mielen-
kiintoista lukea. Téllaisia todistuksia on keratty esimer-
kiksi kirjaan [2] sekd verkkosivulle [3], [4] ja [5]. Tés-
sé kirjoituksessa esitellddn muutamia virheellisid todis-
tuksia mielenkiintoisine tuloksineen. Teksti perustuu
edelld mainittuihin ldhteisiin.

Ensimmaiseksi "osoitetaan”, ettd 2 = 1. Tarkastellaan
reaalilukuja a ja b sekd oletetaan, ettd a = b. Tavoit-
teena on osoittaa, ettd tastd oletuksesta seuraa viite
2 = 1. Tarkastellaan yhtalod a = b. Talléin myos

a® = ab.
Yht#lén molemmilta puolilta voidaan vihentdd luku b2
eli saadaan
a® —b* = ab—b>.

daan
(a —b)(a+b) = (a—b)b.
Jaetaan luku a — b pois yhtéalén molemmilta puolilta.
Siis
a+b=0b.

Koska a = b, niin 2b = b. Voidaan jakaa luku b pois
yhtdlon molemmilta puolilta ja saadaan 2 = 1. Mut-
ta tdmahdn on mahdotonta! Miké todistuksessa meni
pieleen?

Tarkastellaan todistusta. Selvésti voidaan valita luvut
a ja b niin, ettd a = b; esimerkiksi voidaan valita, ettd
a = b= 1. My6s paitelmit a® = ab, a® — b? = ab — b?
ja (@ —b)(a 4+ b) = (a — b)b ovat aivan pétevid. On-
gelmia tulee, kun jaetaan luvuilla a — b ja b. Nimit-
tédin, koska a = b, niin a — b = 0. Té&ll6in siis yhtélo
(a —b)(a+b) = (a—b)bon 0 =0, miki pitda paik-
kansa. Kuitenkaan ei valttaméttd ole voimassa, etté
a4+ b = b, silla mika tahansa luku kerrottuna nollalla
tuottaa tulokseksi nollan. Néin ollen ei voida péaatelld,
ettd a + b = b. Samoin yhtélostd 2b = b ei voida péa-
tella, ettd 2 = 1, vaan on oltava 2 = 1 tai b = 0. On
oltava tarkkana péédtelmien teossa, kun jaetaan yhtalon
molemmilta puolilta luku pois!

Yksi euro on kymmenen senttia

Olisi kétevéa, jos yksi euro olisi sekd kymmenen etté sa-
ta senttid. Kaupasta voisi ostaa euron jadtelon vain yh-
delld kymmensenttiselld, myyda sen kymmenelld kym-
mensenttiselld eteenpéin ja saadulla rahalla sitten os-
taa vaikka kymmenen jadtelod! Seuraavissa laskuissa
todetaankin, ettd tdmé olisi mahdollista.
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Tunnetusti yksi euro vastaa sataa senttié eli
1 € = 100 snt.

Yhtalo voidaan jakaa puolittain luvulla 100, jolloin saa-
daan 1

— € =1 snt.

100 o

Otetaan puolittain neliGjuuri ja saadaan, etta

/1
ﬁ€—ﬁsnt.

Lasketaan neli6juuret ja saadaan

1

10 € =1 snt.
Siis on voimassa

1€ =10 snt.

Vaikka olisikin mukava pystyé sddstaméan rahaa totea-
malla, ettd yksi euro on vain kymmenen senttia, niin
valitettavasti todistuksessa on virhe. Nelijuurta otet-
taessa nimittdin ei oteta lainkaan huomioon lukujen

yksikoita. Kohta \/ﬁ € = /1 snt ei ole tosi. Lukujen
yksikot on siis hyvd huomioida yhtaloja ratkaistaessa.

Kaikki koirat ovat samanvarisia

Koiriahan nakyy ulkona monenvarisind — on valkoisia,
mustia, ruskeita ja monen muun vérisia koiria. Seuraa-
va todistus kuitenkin osoittaa, ettd ndméa nakohavain-
not ovat olleet vain harhaa ja oikeasti kaikki koirat ovat
samanvarisia.

Tarkastellaan ensin yhté koiraa. Sehdn on selvésti sa-
manvérinen itsenséd kanssa, joten yhden koiran joukos-
sa pétee, ettd kaikki koirat ovat samanvérisid. Olete-
taan, ettd n kappaletta koiria ovat samanvérisid. To-
distetaan, ettéd tdlloin n + 1 koiraa ovat samanvérisia.
Tarkastellaan n+ 1 koiran joukkoa. Tésté joukosta voi-
daan poistaa yksi koira ja jiljelle jaa n koiraa. Oletuk-
sen mukaan ndma n koiraa ovat samanvarisid. Palaute-
taan poistettu koira alkuperéiseen joukkoon ja poiste-
taan jokin muu koira joukosta. Jélleen jéljelle jaa n koi-
raa ja nédiden on oltava keskendin samanvarisia. Mutta
nyt joukosta poistettujen koirienkin on oltava samanvé-
risid ja téten kaikkien n + 1 koiran on oltava samanvé-
risid. Tasté taas seuraa, ettd kaikkien koirien on oltava
samanvéarisia!

Tassa "todistuksessa” on oleellista huomata, mita omi-
naisuuksia luku n voi toteuttaa. Aluksi on todettu, ettéa
vksi koira on itsensd kanssa samanvérinen ja toisaalta
voidaan todeta, ettd nollan koiran joukossa kaikki koi-
rat ovat samanvarisid. Tata suuremmista koiraméarista
ei tiedetd vield mitdan, kun tarkastellaan n 4 1 koiraa.

Kuitenkin todistuksessa oletetaan, ettd n + 1 > 3. Ha-
vaitaan, ettd ongelmia aiheutuu, kun n 4+ 1 = 2. Y14
olevassa "todistuksessa” ensin poistetaan joukosta yksi
koira ja jaljelle jadnyt koira on tietenkin itsensé kans-
sa samanvarinen. Poistettu koira palautetaan joukkoon
ja toinen koira poistetaan joukosta. Edelleen joukkoon
jadnyt koira on itsenséd kanssa samanvéirinen, mutta ei
valttdmatta samanvérinen kuin poistettu koira. Nain
ollen yll& olevaa padttelya ei voida tehdéa kaikilla mah-
dollisilla luvun n+ 1 arvoilla. Selvistikdédn kaksi satun-
naisesti valittua koiraa eivit valttamatta ole samanvé-
riset!

Pythagoraan lause

Aina virheelliset pddtelmét eivit johda védrdan lop-
putulokseen. Tunnetusti Pythagoraan lauseen mukaan
suorakulmaisen kolmion kateettien nelididen summa on
hypotenuusan nelio. Tédmén lauseen todistuksiin voi tu-
tustua esimerkiksi Solmun vanhan kirjoituksen avulla
[1]. Alla on yksi virheellinen todistus véitteelle.

C

A D B

Tarkastellaan kolmiota AABC, missd LACB = 90°.
Olkoon D sivun AB piste, jolle ZCDA = 90°. Olete-
taan nyt, ettd Pythagoraan lause on voimassa. Tall6in

AB? = AC? + BC?,
AC? = AD* + CD?
ja
BC? = BD* + CD?.
Sijoitetaan ylimpadn yhtdloon kahdesta alemmasta
saadut lausekkeet luvuille AC? ja BC?. Titen
AB? = AD* + 2CD?* + BD?.

Liséiksi kolmiot AADC ja ADBC ovat yhdenmuo-
toiset, koska LZCDA = 90° = £ZBDC ja LCAD =
ZDCB. Titen £8 = 45 eli CD? = AD - BD. Siis
saadaan, etta

AB? = AD?> + 2AD - BD + BD>.

T&amé sievenee muotoon AB = AD + BD. Tamé on
selvésti tosi, joten alkuperédinen véite on tosi.

Miké edellisessd “todistuksessa” sitten meni vikaan?
Heti todistuksen alussa oletettiin, ettd Pythagoraan
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lause pitdd paikkansa ja koska téstd seurasi tosi paé-
telmé, niin péaiteltiin, ettd alkuperédisen oletuksen on
oltava tosi. Téllainen pééttely ei ole péatevad. Pohdi-
taan tétéd toisen esimerkin avulla. Tarkastellaan tilan-
netta, jossa kirjasto on aivan kodin vieressi. Nyt kir-
jastoon péadsee nopeammin kéavellen kuin autolla. ”To-
distetaan”, selvasti vadra viite, ettd kaikkialle padsee
nopeammin kévellen kuin autolla. Oletetaan ensin, etta
néin tosiaan on. Taten myos tilanteessa, jossa kirjasto
on aivan kodin naapurissa, padsee kirjastoon nopeam-
min kavellen kuin autolla. Tamé& on alussa todetun no-
jalla totta. Néin ollen Pythagoraan lauseen todistukses-
sa tehdyn péddttelyn nojalla myds viitteen, ettd kaik-
kialle padsee nopeammin kévellen kuin autolla, on ol-
tava tosi. Taméa ei selvastikddn ole totta! Aina ei siis
voi paatella, etta alkuperdinen oletus olisi tosi, vaikka
siitd seuraisikin tosia asioita.

Lukijalle pohdittavaa

Seuraavista "todistuksista” voi itse yrittda loytaa vi-
heen tai virheet. Hauskoja ratkaisuhetkia!

1. Seuraavien laskujen perusteella % = 4: Kirjoitetaan

ensin luku % muodossa %. Supistetaan luvut 6 pois
o 64 _ 4 _
ja saadaan {5 = 7 =

2. 7Osoitetaan”, ettd 1 = 0: Olkoon n reaaliluku. Tal-
16in

(n+1)?=n*+2n+1.
Yhtéalon molemmilta puolilta voidaan vdahentdd luku
2n+ 1+ n(2n + 1), jolloin saadaan

m+1)2-2n+1)—n@2n+1)=n>—n2n+1).
Tama yhtalo voidaan kirjoittaa muodossa

(n+1)2—(m+1)2n+1) =n? —n(2n+1).

Lisdtadn yhtdlon molemmille puolille luku W, jol-
loin saadaan
2n + 1)?
(n+1)2—m+1)2n+1)+ %
(2n +1)?

=n? —n2n+1) + )

Uutta Verkko-Solmussa

Oppimateriaalit-sivulla

Huomataan, ettd molemmilla puolilla on binomin nelié
ja saadaan

<(n+1)_2n;1)2: <n_2n2+1)2.

Otetaan nelidjuuri puolittain ja téaten

2n+1_ 2n +1

1) —

Yhtélon molemmille puolille voidaan lisdté luku —n +
2"—;1 ja saadaan

1=0.

3. Luku 1 on pienin positiivinen reaaliluku: Olkoon x
pienin positiivinen reaaliluku. Koska z? on myos po-
sitiivinen reaaliluku, niin sen on oltava suurempi tai
yhtd suuri kuin luku z. Siis 22 > x ja voidaan vihen-
téda yhtalon molemmilta puolilta luku x. Saadaan, ettd
x(x —1) > 0. Siis « > 1. Téten pienin positiivinen
reaaliluku on 1.
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