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Rinkulan pistemaara

Anne-Maria Ernvall-Hytonen
Abo Akademi

Jos tasoon piirtda origokeskiset ympyrat, joiden séteet
ovat r ja r + 1, missd r on epanegatiivinen kokonais-
luku, niin kuinka monta kokonaislukukoordinaattista
pistetta sijaitsee siind alueessa, joka kuuluu isompaan
ympyradn, mutta ei pienempéén, eli miten moni koko-
naiskoordinaattinen piste (z, y) sijaitsee alueessa, jonka
etdisyys origosta on yli r mutta korkeintaan r + 17

Jos siis vaikkapa r = 0, niin kysymys on pisteisté (x, y),

joilla
0<vaz+y?<l1.

N4itd ovat (£1,0) ja (0,£1), eli neljé kappaletta.

Kysymyksen voi my6s muotoilla toisin: Kuinka mon-
ta kokonaislukukoordinaattista pistettd on vaikkapa -

siiteisessd ympyrissi? Ympyrin ala on 772, mutta kas-
vaako pisteiden méara ympyrdssd samaan tahtiin kuin
ala?

Palataan nyt takaisin renkaisiin. Luonnollinen ajatus
olisi, ettd pisteiden méaré olisi verrannollinen renkaan
alaan, mutta kysymys on kokonaislukupisteista. Voisi-
ko olla olemassa joitain tosi epdoptimaalisia rinkuloi-
ta, joille pisteitéd ei juurikaan osuisi? Vastavuoroisesti
jotain tosi suosittuja renkaita, jonne kaikki pisteet ha-
luaisivat kokoontua?

Tata voi aluksi laskeas:

r | r+ 1 | rinkulan ala | pisteet
0 |1 w 3,14 4
1 |2 3m ~ 9,42 8
2 |3 5T~ 15,71 | 16
3 |4 Tm~21,99 |20
4 |5 9m ~ 28,27 | 32
5 |6 117 ~ 34,56 | 32
6 |7 137 ~ 40,84 | 36
7 18 15m ~ 47,12 | 48
8 19 17m ~ 53,41 | 56
9 |10 197 ~ 59,69 | 64
10 | 11 217 2 65,97 | 60

Selvésti pisteiden méaédrda on pédpiirteittdin kasvava,
mutta ei koko ajan. Lisdksi keskiméérin kasvu on mel-
ko maltillista, eikd esimerkiksi neli6én verrannollista.
Véhan pidemmalle laskemalla ja pisteet plottaamalla
néayttdd kuva talta:
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Kuvan perusteella kasvu néyttaéd olevan péapiirteittdin
lineaarista. Ainakaan tdhin mennessi ei suuria poik-
keuksia ole ilmentynyt. Ennen kuin mennéan lauseisiin
ja todistuksiin, vilkaistaan vertailun vuoksi kuvaa ym-
pyréin pisteiden madrasta:
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Taméa néyttdd puolestaan kovasti paraabelilta. Tama
itse asiassa on my0s totuus. Todistetaan seuraava tulos
ympyrin pistemadrélle:

Lause. Sellaisten kokonaislukupisteiden maééra, joi-
den etéisyys origosta on korkeintaan 7, on vahin-

2
tddn 7 (r - %) = 72 —\2rm + 5 Jja korkeintaan

2
7T<7”+%) :7rr2+\/§r7r+%.

Todistus. Jos jokaisen kokonaislukupisteen ympérille
piirtdé sellaisen nelion, jonka keskipiste annettu piste
on, ja jonka sivun pituus on yksi, tulee koko taso laatoi-
tetuksi néilld ruuduilla, eli ndiden ruutujen sisdpisteet
eiviat mene paallekkéin, mutta toisaalta jokainen tason
piste kuuluu johonkin ruutuun. Kas néin:

Ruudun ala on yksi ja ruudun keskipisteen ja kérjen
etaisyys on

BROEE

Jos siis piste kuuluu ympyréaén, niin koko pisteen oma
ruutu sisaltyy varmasti sellaiseen ympyréaén, jonka sé-
de on r + %

TR

Siispa r + %—Séteisen ympyréan alan on pakko olla suu-
rempi kuin pisteiden lukumaééra. Téllaisen ympyrén ala
on
1\? s
7T<7'+\/§) :7TT2+\/§T’IT+§,

eli yldraja on nyt todistettu.

Aivan samanlaisella argumentilla voi alarajaksi todis-
taa

1)? 9 ™
mlr——) =ar® —V2rr + —.
) :

Nyt voikin arvioida renkaan pisteiden méaaraa:

Lause. Sellaisten kokonaislukukoordinaattisten pistei-
den lukumééré, joiden etéisyys origosta on yli 7, mutta
korkeintaan r 4+ 1 on korkeintaan

(1+vV2)m(2r +1).

Todistus. Aloitetaan yldrajasta. [sommassa ympyras-
sé on korkeintaan

1\’ 9 ™
7r<r+1+\/§> =7(r+1) +\/§(r+1)7r+§

pistetta ja pienemmaésséd vahintadn

2
1 9 ™
m(r——=) =m?—V2rr+ -.

( ﬁ) 2

Naiden erotus on

™ (r+1+ %)Qw <r %)2 = (1+V2)m(2r+1).

Vastaava menetelmé soveltuu myos ellipsin kokonais-
lukukoordinaattisten pisteiden laskemiseen ja moneen
muuhunkin tilanteeseen. Témaé jatetddn lukijalle har-
joitustehtévaksi.

Jutun ensimmaéinen ja kaksi viimeistd kuvaa on piirret-
ty Geogebralla ja muut Sagella. Pisteméarit on lasket-
tu Sagella.
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