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Juuson integraalikaava’

Markku Sointu
Soppeenharjun koulu

Luonnollisten lukujen summa ei voinut olla fﬁ, mut-
ta luvulla —% ja kyseiselld sarjalla 1 4+2+3+44---
oli "kohtalonyhteys”.

Juuso oli sarjoja manipuloidessaan havainnut, etta
S1=1-24+3—-4+5-6:
Si= 1-2+43-4+5:-6
28 =1—-14+1-1+1-1:-6.

Eli 25 sisédlsi sarjan 1 —1+1—1+1—... Mikéli sarja
katkaistiin, saatiin

1-141-14+1—-1:-6
tai yleisesti
1-141—-141—--—1:-n

tai )
1-1+1-141—---+1:4n.
Sarjan 257 osasummat olivat siis vuoroin negatiivisia ja

positiivisia. Liséksi niiden itseisarvot kasvoivat rajatta.

Juuso nimesi sen, ettd luvun n vaikutusta ei huomioitu,
unohdukseksi.

Koska katkaiseminen oli kiellettyé, sarjan 2.5 saattoi
ndhdd muodossa

1—1+1—1+--

Sen osasummien jono on
1,0,1,0,... = a,.

Muodostetaan nyt sarjan 1+0+1+0+---
keskiarvojen jono:

osasummien

11401+40+1 1404140 1404140+1

17 27 3 ’ 4 ’ 5 T
_1 12233
- 72’3?4)5767'
_1 12131 .
- 72?372’5727 - n
ja
li _!
Jim @ = 5
Lukua % sanotaan sarjan 1 —1+1—1+4 ... Cesaron
summaksi.
1
52:1—1+1—1+~~~:§

oli "outo tulos”.

Cesaron suppenemisen vuoksi sitdkin voitiin pitad ”oi-
keutettuna”. Nailla eviilld (unohdus ja Cesaron suppe-
neminen) saatiin

1424344+ =——.
+2+3+4+ 5

1Ks. myos Markku Soinnun aiempi kirjoitus Juuso ddrettémdn ddrellé numerossa 1/2017, https://matematiikkalehtisolmu.

£i/2017/1/aareton.pdf
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Tamai tulos oli silti mielenkiintoinen! Juuson netisté
l6ytama kaava oli

<@U:Aw

Eli integraalin ja sarjan vililla oli mainittu yhteys. Mi-
ké oli integraaliesityksen unohdus?

1+ ¢?sin(—arctant) g — _i. ()
et +1 12

Juuso asetti itselleen tavoitteen. Hén halusi laatia sar-

jalle
o0
D>k
k=1

integraaliesityksen. Integraalin piti laskea myo6s osa-
summat

14243+ =

n(n—l—l).

k=
2

[M]=

k

1

Mikéli halusi esittdd summan ) ;_, k tulomuodossa,
kannatti kirjoittaa allekkain S,, = >"}'_, k ldhtien en-
simmaisestd termistd ja uudelleen lahtien viimeisesta
termista:

{Sn =14+2+3+4+---+n
Sp=n+n-1)+n-2)+n—-3)+---+1,
josta summaamalla saatiin
28, =+ +m+1)+n+1)+ -+ (n+1),
eli nn 4 1)
Sn:T.

Helpoin tapa esittda tdmé integraalina oli tietenkin

n 27" 2
/ kdk = [k] "
0 2], 2

ja lisdtéd tdhan 5, jolloin saadaan

n? n  nn+1)

2T T

Luonnollisten lukujen summa oli siis

" n
kdk + —.
J rae

Juusoa kiinnosti kuitenkin, mita tekemistd luonnollis-
ten lukujen summalla oli Riemannin zeta-funktion ja

integraalin
t
—dt
/ 1+ emt

kanssa. Juuson intuitio kertoi, etté
nin+1)

ot ot n
——dt — dt+ -~ —=~ 2
/0 em +1 /_ne“t—f—l t3 2 2)

koska muuttujan ¢ arvojen kasvaessa nimittdja kasvoi
paljon osoittajaa nopeammin, ei integraali nollasta lu-
kuun n voinut olla suuri. Itse asiassa se oli & (timén

Juuso arvasi heti, koska lukua 1—12 tuli ovista ja ikku-
noista). Kun muuttuja ¢ sai itseisarvoiltaan suuria ne-
gatiivisia arvoja, termi e liheni nollaa ja integroitava
kayttaytyi kuin ¢.

Juuso tiesi, ettd sen mitd intuitio kertoi, analyysi to-
disti. Todistettavana oli Juuson integraalikaava (JIK)

0 n n
t t n _ nn+1)
B B = Ty Ot
[ﬂwuﬁ +A T+ 2 2 2

missé ~ piti tulkita tarkoittavan sité, ettd luvun n suu-
rilla arvoilla luvut olivat hyvin ldhelld toisiaan.

Kaavan oikeaksi osoittaminen edellytti integraalin

t
—dt
/ 1+ e

laskemista. Juuso kéytti seuraavaa menettelyé: Hén va-
litsi muuttujat u ja v. Niiden tulon derivaatta oli

Duv = v'v + w/,

josta integroimalla puolittain sai

uvz/u’v—&—/uv',
/ /
/uv:uv—/uv.

Valitsemalla nyt

o1 ja v=t
T itert ! -
jolloin
In(e™ 41
u=t-— n(e ) ja v =1,
T
saatiin

t
——dt
L+em

it Tt
:t2_tln(e +1) —/(t— In(e +1)>dt—|—0
T T
1 Tt 1 2 1 Tt 1
:tz_w_g/wdw_
T 2 ™

Juuso arveli, ettd alkeisfunktioiden avulla ei voisi laa-
tia funktiota, jonka derivaatta olisi In(e™ + 1). Téhén
tarvittiin polylogaritmifunktiota

2 3

Li, (2 2:-w+—+%+
k=1

joka on itse asiassa erddnlainen zeta-funktion yleistys:
¢(s) = Lig(1). Juuso listasi sen perusominaisuuksia:
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e lim, o0 Lis(—e~™) =0

Lig(feﬂpt)
™

o [In(e™ +1)dt = +C.

Nama tyokalut pakissaan Juuso ryhtyi toimeen:

_p ) 2 Li-em)
™ w2 w2
2722 — 2ntIn(e™ + 1) — 72¢2 — 2Lip(—e™
_2r 7rn(e+)27r 12(6)+C’
2
t(rt — 2In(e™ + 1)) — 2Lig(—e™
:7r(7r n(e +2)) i2(—e )—I—C
2
et ey,
2 0 w2
joten
" t
[t
o €™t +1
[ (e +1)  Lig(—e™)]"
= |3 - 2 .
n? nln(e™ +1)  Lis(—e™)  Liy(—1)
=< - - +
2 m T ™
ja
0
t
_/ S
n et 41
2 tln(e™ +1)  Lig(—e™)]’
2 T w2 n
n? nln(e”™ 4+ 1) Lig(—e ™)  Liy(—1)
= — — - + *
2 ™ LS ™2

Wolfram alphan avulla Juuso laski

n?  nln(e™ +1) Lip(—e™) Liy(—1)
o — +
2 s 2 us

> t 1
— [ =
0 1 + eﬂt 12

Juusolla oli kuitenkin aktiivisen matematiikan harras-
tajan mielenlaatu. Siksi hén halusi varmistautua tésta.
Mikali tulos piti paikkansa ja koska

lim
n— o0

Lip(-1) 1
2 12

piti olla myos

<n; Cnln(e™41) Lig(—:”")> _ % -

lim
n—oo
Juuso arvioi aluksi, ettd nln(e™ + 1) ~ mn?, silld

In(e™) = mn, ja koska luvut ™ ja 14 e™ ovat vain
yvhden paédssd toisistaan, on suurilla luvun n arvoilla

niiden logaritmien vélinen heitto mitétén. Juuso kaytti
tata arvioidakseen, etté

n?  nln(e™ +1) Liy(—e™)
2 s B 2
n? Lig(—e™
- ﬂ2 Lig(—@ﬂln)
T2 a2

Juuso halusi, ettd témé poikkesi luvusta ¢ vihemmén
kuin 10~!8, ja niin kévikin, kun n > 13.

Nyt piti vield selvittdad lausekkeen

an ~nln(e”™ +1)  Lip(—e™™)

Lis(—1
‘ N 2(—1)

2

2 T ™ ™

kaytos, kun n oli suuri. Koska
Lis(—
lim 2(—1) = L ,
n—oo T2 12

Liy(—e~™)
2

lim
n—00 T
ja
1 —Tn 1
i MRETHD
n—00 Vs
seka,
nln(e™™ 4+ 1)
T

oli hyvin lihelld lukua n?, totesi Juuso, etté

R n? 1
—dt® — — —,
n 1+ et 2 12

eli
0 n

—t t n
—dt —dt + —
[n1+e”t +/0 1+ et +2

n? 1 1 n nn+1l) -

N ———t—F—= L = k.
2 12+ 12+2 2 Pt

JIK oli néin osoitettu paikkansa pitdvaksi. Juuso ha-
lusi viela testata kaavan tarkkuutta pienilld luvun n
arvoilla:

noo> n(n;_l) JIK by Wolfram alpha

2 3 3.000...

) 15 15.000. ..

50 1275 1275.000. ..
100 5050 5050.000. ..
495 122760 122760.000. . .
1012 512578 512578.000. ..
6917 23925903 23925903.000. . .

JIK laski luonnollisten lukujen summan lukuun n asti
ja hajaantui niin kuin asiaan kuului.

Juuso oli keksinyt JIK:n hyvin lyhyessé ajassa. Mate-
matiikassa on paljon esimerkkejé, joissa hyvin ilmeisel-
ta tuntuvan asian oikeaksi osoittaminen oli hankalaa.
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Juuso palasi nyt takaisin alkuperdiseen ongelmaan.

Hén lahti liikkeelle integraalista (1)

/14 t2sin(—arctant
C(fl):ﬂ/ Wf at.
0 e =+ 1

Integroitava funktio oli helppo saattaa muotoon
t
R
t

NS

silld olihan sin(arctant) =

V14t

Verkko-Solmun oppimateriaalit

Kaava (1) saatiin siis muotoon

o —t 1
o emt+1 12

Mikali halusi laskea osasummia, piti kayttdd Juuson
integraalikaavaa JIK:i&:

0 n
t t 1
—/ ———m+/‘———ﬁ+ﬂz2@iJQMQ
—n et + 1 0

et 4+ 1 2 2
missé vasemman puolen ensimmaéinen ja viimeinen ter-

mi ovat unohduksia ja keskimmaéisen termin arvo on
1
12°

Mikéli edelleen halusi "uskoa”, etté

1

1+24+34445+=——,
12

t

e™ +1

)

piti siis tehda unohdus, eli laskea vain fon
—1
et + 1

vaikka siihen piti lisité 7 + [, dt.

Osoitteesta matematiikkalehtisolmu.fi/oppimateriaalit.html 16ytyvit oppimateriaalit:

Sata lukion matematiikan tehtévada (Markku Halmetoja)

Suppeaa suhteellisuusteoriaa alusta alkaen (Lasse Pantsar)

Lukion matemaattisen analyysin mestarikurssi (Markku Halmetoja ja Jorma Merikoski)

Ensiaskeleet Einsteinin avaruusaikaan, osa 1: Kinematiikka: aika, paikka ja liike (Teuvo Laurinolli)

Ensiaskeleet Einsteinin avaruusaikaan, osa 2: Dynamiikka: liikelait, litkemé&éra ja energia (Teuvo Laurinolli)

Kilpailumatematiikan opas (Matti Lehtinen)
Geometrian perusteita (Matti Lehtinen)
Geometria (K. Vaisila)

Lukualueiden laajentamisesta (Tuomas Korppi)

Jaksolliset desimaaliesitykset algebrallisesta nidkokulmasta (Jaska Poranen ja Pentti Haukkanen)

Algebra (Tauno Metsinkyld ja Marjatta Nadtdnen)

Algebra (K. Viisald)

Matemaattista fysiikkaa lukiolaiselle 1: Mekaniikkaa (Markku Halmetoja ja Jorma Merikoski)

Matemaattista fysiikkaa lukiolaiselle 2: Sdhkooppia (Markku Halmetoja ja Jorma Merikoski)

Lukuteorian helmié lukiolaisille (Jukka Pihko)

Matematiikan peruskésitteiden historia (Erkki Luoma-aho)

Matematiikan historia (Matti Lehtinen)

Reaalianalyysia englanniksi (William Trench)


http://matematiikkalehtisolmu.fi/oppimateriaalit.html
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