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Kolikonheiton todennikoisyys

Jukka Liukkonen
Mat. yo. evp.

Todennékoisyyslaskennan oppikirjoissa kolikonheitto
on vakioesimerkki. Symmetristd tai epdsymmetrista
kolikkoa heitetdan n kertaa ja kysytddn, milld toden-
nikoisyydelld saadaan tasan k kruunaa. Sen jélkeen
aletaan puhua binomijakaumasta. Mutta onko kukaan
heittdnyt kolikkoa dédrettoméan monta kertaa? Onko ku-
kaan toistanut taté darettoméan pitkas heittosarjaa riit-
tdvin monta kertaa niin, ettd suurten lukujen lain vai-
kutus alkaisi ndkyéd, ja satunnaiskokeesta lasketut suh-
teelliset frekvenssit olisivat edes summittaisia approk-
simaatioita niille oikeille, pyhille todennikoisyyksille?
Veikkaan, ettd vain harvalla kérsivéllisyys riittda tal-
laisiin suorituksiin. Ensimmaisessa adrettoman pitkés-
sé heittosarjassa ei luulisi olevan vaikeuksia. Olen itse
suorittamassa sitd parhaillaan. Varmaan toinenkin su-
juu vield, mutta kolmas darettomén pitka kolikonheitto
saattaa jo alkaa tuntua puuduttavalta. Sitédpaitsi: mita
ovat ne oikeat, pyhédt todenndkdisyydet padttymatto-
mén kolikonheiton yhteydessa? Kirjoitelmassa pohjus-
tetaan asian miettimista. Tekstin ymmartdminen vali-
tettavasti edellyttaéd todenndkoisyyslaskennan késittei-
den tuntemista lukion kurssin laajuudessa — tai avoin-
ta mieltd ja ahkeraa hakukoneella ajelua netissi. Ala
ihmettele pientd mustaa kolmiota: se tarkoittaa, etta
esimerkki, sadnto tms. paattyy juuri silla kohtaa.

Otosavaruus ja todennikdisyys

Yksinkertaisuuden vuoksi oletetaan, ettd heitetyt ko-
likot ovat symmetrisié, eivat jaa pystyyn, eika varis

kaappaa kolikkoa sen ilmalennon aikana. Silloin kruuna
tulee todennikoisyydelld 1/2; ja samaten klaava. Erds
tarked oletus on, etté eri heittokerroilla saadut tulokset
ovat toisistaan riippumattomat. Tuntuu luonnolliselta,
ettd riippumattomuusoletus pétee reaalimaailman ko-
likonheitossa — varmuuden vuoksi mainittakoon, etté
riittdavalla tarkkuudella. Kolikonheittosarjat koodataan
bittijonoiksi, joissa 1 edustaa kruunaa ja 0 klaavaa. Bi-
tilla tarkoitetaan asiayhteydestd riippuen joko muut-
tujaa, jonka arvo voi olla 1 tai 0, tai tédllaisen muuttu-
jan arvoa. Paattyméttoméan kolikonheiton tulos néyt-
tad talta:

(17 07 07 17 0’ 07 1707 17 1’ 1) O? 170’ 0’
0,0,1,0,1,0,1,1,1,0,1,1,0,0,...),

yleisessd muodossa

a = (ay,as,as,...), a; €{0,1}

kaikilla: € N = {1,2,3,...}. Alkio a on alkeistapaus,
ja yksio {a} on alkeistapahtuma kaikkien péaatty-
maéattomien bittijonojen muodostamassa perusjoukos-
sa eli otosavaruudessa ). Kun kolikkoa heitetdin
n kertaa, tietyn yksittdisen tulosjonon todennékéisyys
on 27 ™. Heittokertojen lukumaééran n kasvaessa rajat-
ta 27" ldhestyy nollaa. On siis luontevaa sopia, etté
yhden alkeistapahtuman todennakoéisyys padttyméatto-
maéssé kolikonheitossa on nolla:

P(a) =P({a}) =0 kaikilla a € €.
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Silloin perusjoukon €2 jokaisen &érellisen tai numeroi-
tuvasti ddrettomén osajoukon todennikdisyys on nol-
la. Témaé voidaan perustella todennikéisyyden aksioo-
milla (aksiooma Tn3), joista on perusteelliset esitykset
Solmun numeroissa 1/2003 (T. Kaarakka) ja 2/2004
(T. Sottinen):

Tnl P(A) > 0 kaikilla tapahtumilla A.
Tn2 P(Q) = 1.

Tn3 Jos Ay, As, Az, ... ovat tapahtumia ja A;NA;1; =
() kaikilla ¢, 7 € N, niin

IP’( [j Ai) - iIP’(Ai).

On syytd palauttaa mieliin, ettd tapahtuman ka-
sitteelld on todennékoisyyslaskennassa aivan erityinen
merkitys. Yleisessd todennékéisyyden teoriassa kaikki
perusjoukon osajoukot eivit vélttdméttd ole tapahtu-
mia. Tapahtumiksi kutsutaan niitd osajoukkoja, joille
voidaan méarittda todennédkoisyys. Tapahtumien jouk-
ko on yhtd kuin todennékoéisyysfunktion P méaarittely-
joukko. Sitd merkitddn usein symbolilla F, ja sen alkiot
ovat otosavaruuden osajoukkoja. Edelld esitetyn mu-
kaisesti darelliset ja numeroituvat kolikonheiton perus-
joukon €2 osajoukot ovat tapahtumia, ja niiden toden-
nékoisyys on nolla. Tama ei ole ristiriidassa aksiooman
Tn2 kanssa, sillda Cantorin ldvistidjamenetelmalla
(engl. Cantor’s diagonal argument) ndhdaén, ettd paat-
tyméttémis bittijonoja on ylinumeroituva médra.!

Kun kolikkoa heitetddn vain n kertaa, otosavaruute-
na on joukko €,, joka koostuu kaikista bittijonoista
(a1,...,ay,). Ndin yksinkertaisessa tilanteessa tapahtu-
mia ovat kaikki joukon €, osajoukot U. Tapahtuman
U todennakéisyys on

vl _ U]

B =1, = 50

Yleisen tavan mukaisesti joukon U alkioiden lukumé&a-
rad merkitdan |U|. Vektorin itseisarvo ilmoittaa vek-
torin suuruuden, joukon “itseisarvo” ilmoittaa joukon
suuruuden.

Erds yksinkertainen tapahtumatyyppi péaattymatto-
maésséd kolikonheitossa, dérellisten ja numeroituvien ta-
pahtumien lisédksi, on muotoa

U*:{(al,...7an,an+17...)eﬂ|(al,...,an)eU}

olevat tapahtumat, missi n € N ja U C {2, toisin sa-
noen U on tuttuun n-kertaiseen kolikonheittoon liit-
tyvd tapahtuma. Tapahtumaan U* kuuluvat siis ta-
san ne padttyméttoméat bittijonot, joissa jonon alku-
pad (ay,...,a,) kuuluu tapahtumaan U, ja loppupédd

saa olla mitd tahansa, “hédnté saa heilua vapaasti” kuin
Mustin hénta. Tapahtuman U* tapahtuminen tai ta-
pahtumatta jddminen ratkeaa téysin jo m ensimméi-
sen heiton aikana, ja myohempien heittojen tuloksilla
ei ole valia. Tapahtuman U* todennékoisyydeksi asete-
taan luonnollisesti P(U*) = P, (U). Edistyneemmaét to-
dennékoisyyslaskijat samaistavat tapahtumat U ja U*,
mutta asioita ensi kertaa opiskellessa on ehka hyva ko-
rostaa niiden eroa.

Esimerkki

(a) Jos U = {tulee kruuna} C Q;, on
U* = {ensimmaéiselld heitolla tulee kruuna}
= {(al,ag,ag,...) e | a; = 1}7
ja P(U*) =1/2.

(b) Jos V' = {kolmella heitolla tulee tasan 2 klaavaa}
- Qg, on

V* = {kolmella ensimmaiselld heitolla tulee

tasan 2 klaavaa}
= {(alya27a37a47"') € ‘ a; +az +az = 1}7
jaP(V*) =3/8. a

Mitd muita tapahtumia on olemassa? Kuten jo to-
dettiin, paattyvien heittosarjojen tapauksessa kaikki
perusjoukon €2, osajoukot U ovat tapahtumia. Tasté
ei sovi vetdd héatdisid johtopadtoksid padttymattomil-
le heittosarjoille. Vitalin joukko (engl. Vitali set) on
tunnettu esimerkki ei-mitallisesta joukosta. Se on va-
lin [0, 1] osajoukko, jolla ei ole Lebesguen mittaa. Seu-
raavassa yritetddn matkia Vitalin joukon yhteydessa
normaalisti esitettya padttelya sen tutkimiseksi, ovatko
padttyméattomien heittosarjojen perusjoukon 2 kaikki
osajoukot tapahtumia.

Bitit nurin

Olkoon A tapahtuma, jolloin A C €2, ja olkoon k po-
sitiivinen kokonaisluku. Jos jokaisen jonon a € A bitti
ap kaddnnetddn nurin, so. nolla korvataan ykkoselld ja
ykkonen nollalla, saadaan tapahtuma A’, jolla on sama
todennékoisyys kuin A:lla, P(A) = P(A’). Asia voidaan
ajatella niin, ettd jokaisen heittosarjan heitto numero k
ja vain se tehdaén sellaisella kolikolla, johon on tussilla
piirretty kruunapuolelle klaava ja klaavapuolelle kruu-
na. Jos yhdessé satunnaiskokeessa tulokset tulkitaan
kolikon alkuperdisten merkintéjen mukaan ja toisessa
kokeessa tussimerkintéjen mukaan, niin ei kai se toden-
nékoisyyksiin vaikuta, vai mitd. Monta bittid voidaan
kaantad nurin yksi kerrallaan. Jos ja kun jokaisessa vai-
heessa todennékoisyys séilyy, saadaan seuraava sdanto:

1Kun ilman selostusta mainitsen nimeltd Cantorin menetelmén tai jonkin muun yleisesti tunnetun asian, oletan siité kiinnostuneen
lukijan katsovan taustat netistd. Taémén artikkelin lukemista voidaan huoletta jatkaa ilman téllaisten yksityiskohtien selvittdmista-

kin.
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Saanto

Olkoon m € € bittijono, jossa on vain darellinen maara
ykkosbitteja. Tallaista bittijonoa sanotaan maskiksi.
Jos A’ saadaan tapahtumasta A kdantamaélla jokaisen
alkeistapauksen a € A bitit nurin maskin m ykkosbit-
tien ja vain niiden kohdalla, joukko A’ on tapahtuma
jaP(A") =P(A). a

Esimerkki

Olkoon U = {(0,1,1,0),(1,1,0,1),(0,0,1,1)} C Q4
jam = (0,1,0,1,1,0,0,0,...) € Q. Maskin m bitit
kuudennesta eteenpéin ovat nollia. Kun tapahtumal-
le A = U* tehdddn maskin m mukainen bittien nu-
rinkdanto, saadaan tapahtuma A’ = V* missd V =
{(0,0,1,1),(1,0,0,0),(0,1,1,0)} C 4. Mieti miksi.
Huomaa, ettd maski kéiskee kddntdmé&dn nurin myos
viidennen bitin, mutta joukon U jonoissa on vain nelja
bittid. Selvésti P(A) = 3/16 = P(A’). a

Paattyméattomid bittijonoja a = (ai,as,...) ja b =
(b1, ba, . ..) sanotaan melkein samoiksi, jos ne poik-
keavat toisistaan vain &direllisen monen bitin kohdal-
la. Télloin voidaan jopa kirjoittaa a = b. Samanlais-
ta merkintddhin kéytetddn luvuillekin siind tapauk-
sessa, ettd ne ovat suunnilleen yhtédsuuria, esimerkik-
si m = 3,14. Tésséd on kuitenkin se oleellinen ero, ettd
m ja 3,14 = 3,14000. .. poikkeavat toisistaan &aretto-
min monen desimaalin osalta. Paattyméattomien bit-
tijonojen melkeinsamuus ~ toteuttaa seuraavat ehdot
(a,b,c € Q):

El a=a.
E2 Jos a ~ b, niin b =~ a.

E3 Josa=bjab=c, niin a = c.

Lukiossa on saatettu opettaa, ettd téllaiset ehdot to-
teuttavaa relaatiota sanotaan ekvivalenssirelaatiok-
si. Matematiikassa ja normaalielaméssékin ekvivalens-
sirelaatiot ovat erittéin yleisid. Mieti ehtojen E1-E3 to-
teutumista vaikka sellaisessa tapauksessa, jossa a =~ b
tarkoittaa, ettd henkil6illa a ja b on samat vanhemmat.
Henkilon a ekvivalenssiluokka

[a] ={b| b~ a}

koostuu kaikista niistd henkil6isté, joilla on samat van-
hemmat kuin henkilolld a. Luokka [a] on siis henkilon
a koko (téys)sisarusparvi a itse mukaan lukien. On sel-
vad, ettd joukkojen [a] yhdiste kattaa kaikki ihmiset,
ja ekvivalenssiluokille [a] ja [b] péitee aina joko [a] = [b]
tai [a]N[b] = 0, muita vaihtoehtoja ei ole. Silloin ihmis-
ten joukko voidaan esittdéd toisiaan leikkaamattomien
sisarusparvien [a] yhdisteend. Tamé on ekvivalenssire-
laatioiden ominaispiirre yleisestikin, eika sité ole kovin
vaikeaa todistaa (voit kokeilla tai katsoa netistd).

Luokkayhteiskunnan ihmisvilindstd palataan takaisin
rauhallisten bittijonojen pariin. Padttyméttomien bit-
tijonojen avaruus {2 voidaan, kuten tuli todettua, esit-
taa toisiaan leikkaamattomien joukkojen [r] yhdisteena

Q=Jir, bl={acQlaxr},

rel

missé joukko I' C €2 on muodostettu valitsemalla sithen
tasan yksi edustaja jokaisesta ekvivalenssiluokasta. As-
keiseen havainnollistukseen liittyen voit ajatella vaikka,
ettd edustaja r on sisarusparven [r] vanhin, joka vas-
taa koko sisarusparven edesottamuksista. Akkid ajatel-
len tuntuu ilmiselvéltd, ettéd jokaisesta ekvivalenssiluo-
kasta voidaan poimia yksikésitteinen edustaja edusta-
maan koko luokkaa. Adrettémien joukkoperheiden yh-
teydessé edustajiston I' olemassaolo on kuitenkin kaik-
kea muuta kuin itsestddn selvd asia. Olemassaoloa ei
pystytd todistamaan tavanomaisista joukko-opin ak-
sioomista, ellei mukaan oteta ns. valinta-aksioomaa
(engl. aziom of choice, AC). Siind edustajisto yksin-
kertaisesti oletetaan olemassaolevaksi.

Jotain vialla?

Ennen loppurutistusta ja sitd seuraavaa hidmmennysta
muistutetaan, ettd nurinkddnnettavit dérellisen mon-
ta bittiad ilmoitetaan maskin avulla. Maskissa on kaan-
nettavien bittien kohdalla ykkonen, ja muualla pelk-
kid nollia. Kaikkien maskien joukkoa merkitddn M. Se
koostuu nollajonon lisdksi niisté bittijonoista, joissa on
vain darellisen monta ykkosté. Sellaiset voidaan samas-
taa positiivisten kokonaislukujen binaériesitysten kans-
sa (luettelemalla maskin kaikki bitit viimeisestd yk-
kosbitistd taaksepéin). Siis M on numeroituva jouk-
ko. Olkoot m ja m’ kaksi maskia, m # m'. Olkoon
mI' (vastaavasti m'T') niiden bittijonojen joukko, jotka
on saatu edustajistoon I' kuuluvista bittijonoista kdan-
tamalla maskin m (vastaavasti m’) ilmoittamat bitit
nurin. Melko vdhélld paédnvaivaamisella havaitaan, et-
tda mI' N m'T" = . Perustele tdma! Niin ollen kaik-
kien padttyméattomien bittijonojen joukko, perusjouk-
ko , voidaan lausua toisiaan leikkaamattomien jouk-
kojen mI' yhdisteena

Q= U ml.

meM

Edustajisto I' on otosavaruuden 2 osajoukko. Aikai-
semmin perustellun sddnnén mukaan bitink&danto ei
vaikuta todenndkoisyyksiin. Jos I' on tapahtuma, mai-
nitun sdédnnon nojalla yhtélo P(mI') = P(T") on voimas-
sa kaikilla maskeilla m, jolloin aksiooman Tn3 perus-
teella

P(Q) :IP’( U mr) =Y BmD) = Y B(T)

meM meM meM
=P(T) + P(T) + P(T) +. ..
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Aksiooman Tnl nojalla P(I") > 0. Jos P(T") > 0, vii-
meisin padttyméton summa on arvoltaan &ireton. Jos
P(I") = 0, paattymattoméastd summasta tulee nolla.
Aksiooman Tn2 mukaan P(Q2) = 1. Missa vika?

Loppuhdmmennys

Johtopéatos kaikesta edellisestéd on, ettd paattymatto-
mén kolikonheiton tapauksessa todennékdoisyysfunktio-
ta IP ei voida laajentaa kaikille perusjoukon osajoukoille
ainakaan siten, ettd laajennos toteuttaisi luonnollisen
vaatimuksen “nurinkdantoinvarianssista”, siis yhtalon
P(mA) =P(A), m € M, A C Q. Téssd mA tarkoittaa
niiden bittijonojen joukkoa, jotka on saatu joukkoon A
kuuluvista bittijonoista kddntamalld maskin m ilmoit-
tamat bitit nurin. Kuten edelld néhtiin, otosavaruuden
Q osajoukon I' olettaminen tapahtumaksi johtaa sovit-
tamattomaan ristiriitaan. Edustajisto I' ei sovellu ta-
pahtumaksi, toisin sanoen otosavaruuden {2 osajoukol-
la T' ei ole todennédkéisyyttid. Kumma juttu! Kuiten-
kin T" on aika iso joukko, sen kopioita tai paremmin-
kin osittain nurinkdannettyja peilikuvia mI' tarvitaan
vain numeroituva méara tayttdmadn koko perusjouk-
ko. Tulosjono valttamaéatta osuu aina yhteen néaista ko-
pioista. Jos tiettyyn kopioon tuleville osumille laske-
taan suhteellista frekvenssid, onko silla suurten lukujen
lain raja-arvon kaltaista rajaa toistojen méaran kas-
vaessa rajatta? Voidaanko yleensd testata, osuuko tu-
losjono kyseiseen kopioon? Joukkoa I' ei missdén vai-
heessa konstruoitu, se vain oletettiin olemassaolevaksi
valinta-aksioomaan vedoten!

Lukijan oman harrastuksen varaan jatetdén sen selvit-
tdminen, mitkd kaikki perusjoukon osajoukot lopulta
ovat tapahtumia. Tosin se on aika turhaa, silld kaikki
vahénkin tavanomaiset joukko-opilliset konstruktiot il-
man valinta-aksiooman kéayttoa johtavat tapahtumiin.
Kaytannon todenndkoisyyslaskuissa esiintyvilld bittijo-
nojen otosavaruuden () osajoukoilla on aina todenné-
koisyys. Todennédkoisyyslaskennan ja stokastisten pro-

sessien yliopistokursseja suorittamaan aikovalle mainit-
takoon vihjeeksi, ettd paattyviin kolikonheittosarjoihin
liittyvit todenndkoisyysavaruudet (engl. probability
space) voidaan laajentaa padttyméattomien heittosarjo-
jen avaruudeksi Carathéodoryn laajennuslauseen
(engl. Carathéodory’s extension theorem) avulla.

Harjoitustehtavia

Kolikkoa heitetdan darettoméan monta kertaa, ja hei-
ton tulos koodataan loppumattomaksi bittijonoksi a =
((ll, ag, .. )

1) Milld todennékoisyydelld saadaan ddrettéméan mon-
ta kruunaa?

2) Milld todennikoisyydelld saadaan ainakin kerran
miljoona kruunaa perédjilkeen?

3) Tietokoneohjelma on lopulta vain #dérellinen bitti-
jono. Ajattele jotain tiettyéd tietokoneohjelmaa. Ol-
koon sen pituus n bittid. Milld todennékéisyydella
kyseinen n bitin péatka esiintyy ainakin kerran heit-
totuloksessa?

. s |

4) Milla todennédkéisyydelld 1 < ; 5 < 27

5) Hantdtapahtuma on sellainen tapahtuma, jonka
tapahtumiselle tai tapahtumatta jaamiselle on tay-
sin yhdentekevaa, mité kolikonheiton alkupéassa ta-
pahtuu, otettiinpa tuo (dérellinen) alkupdi miten
pitkéksi tahansa. On olemassa nk. Kolmogorovin
0-1-laki (engl. Kolmogorov’s zero-one law), jonka
mukaan héntdtapahtuman todenndkdéisyys on aina
joko 0 tai 1. Perustele, miksi

A= {a€Q|onolemassa lim ay}
n— oo

on héntdtapahtuma. Maarita P(A).

Jos et saa juonesta kiinni, katso Wikipediasta infinite
monkey theorem.

Avoimia matematiikan oppikirjoja verkossa

Osoitteesta http://avoinoppikirja.fi l6ytyy avoimia yldkoulun ja lukion

matematiikan oppikirjoja.
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