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Verkkojen teoriaa Konigsbergista internetiin
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Matematiikan ja systeemianalyysin laitos, Aalto-yliopisto

Ko6nigsbergin sillat

1700-luvun  Konigsbergissd (nykyddn Kaliningrad)
saattoi satunnainen matkaaja padtyd pdhkéileméan
kinkkisen maantieteellisen pulman kanssa. Kaupungin
ldpi nimittdin virtaa Pregel-joki, jossa on kaupungin
kohdalla kaksi suurikokoista saarta keskella jokea. Tuo-
hon aikaan joen eri puolia ja kahta saarta yhdisti seit-
semén siltaa, joista yksi yhdisti saaret toisiinsa ja loput
kuusi puolestaan kulkivat saarten ja mantereen valilla.

Hankala kysymys kuitenkin oli, olisiko mahdollista 16y-
tdd sellainen kulkureitti, joka kulkee jokaisen sillan
kautta tasan yhden kerran. Kartan kanssa pienen poh-
timisen ja kenties yrityksen ja erehdyksen jilkeen voi
huomata, ettei tuollaisen reitin 16ytdminen ole erityi-
sen helppoa. Pitkallisemmén testaamisen jilkeen aloit-
televa matemaatikko saattaa jopa hyvéksya, ettd on-
gelmaan ei ndytd 16ytyvéin ratkaisua.

Tama empiirinen tosiseikka lienee ollut myos Konigs-
bergin paikallisten asukkaiden tiedossa jo paljon aiem-
min, mutta vasta paikallinen matemaatikko Leonhard
Euler oli ensimméinen, joka onnistui késittelemian on-
gelmaa matemaattisesti mielekkaélla ja péatevalla taval-
la. Vuonna 1736 julkaistussa artikkelissaan hidn muo-
toili ongelman matemaattisesti ja ensimmaéisend myos
todisti, ettei annettuun siltaongelmaan ole ratkaisua.
Tatd Eulerin artikkelia voidaan pitdéd verkko- eli graa-

fiteorian ldhtolaukauksena, josta tdhdn péivadn men-
nessé verkkoteoria on kehittynyt merkittavéiksi diskree-
tin matematiikan osa-alueeksi. Suomessa puhutaan hie-
man asiayhteydestd riippuen seké verkoista ettd graa-
feista (engl. graph), mutta nimé ovat kiaytadnnossi sy-
nonyymeja.

Verkkoteorian perusteita

Tarkastellaan vield Konigsbergin siltaongelmaa. Itse
ongelman kannalta on selvésti tdysin merkitykseton-
td tarkastella siltoja ja saaria niiden aidossa maantie-
teellisessd yhteydesséd esimerkiksi mittakaava tai maa-
alueiden siséiset reitit huomioiden. Sen sijaan siltojen
muodostamat yhteydet maa-alueiden vililla ovat ainoi-
ta ongelman kannalta oleellisia seikkoja. T&lloin tilanne
voidaan yksinkertaistaa piirtdmalla varsin yksinkertai-
nen verkko, jossa kutakin maa-aluetta merkitdan pis-
teelld ja alueita yhdistavia siltoja viivoilla; kaikki on-
gelman kannalta epéoleellinen on jétetty pois. Néin al-
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kuperiisestd ongelmasta on saatu luotua yksinkertai-
nen malli, johon voidaan soveltaa verkkoteorian tulok-
sia ja etsid ratkaisua néiden valossa. Tarkastelun koh-
teena ovat tdlloin erityisesti yhteyksien mééara ja niiden
jakautuminen.

Erés luonnollinen sovelluskohde verkkoteorialle on siis
sellaiset tosielaméan systeemit, joissa tarkastelun koh-
teena ovat erityisesti yhteydet, niiden jakautuminen
ja reitit systeemin eri osien tai olioiden vélilla. Var-
sin ilmeisid sovelluskohteita ovat esimerkiksi liikenne-
jarjestelmét kuten katu- ja rataverkot, erilaiset kartat,
sahko- tai tietoverkot, WWW, sosiaaliset verkostot ja
sukupuut.

Yksinkertaisimmillaan verkko tai graafi on kokoelma

e pisteitad (engl. node, vertex) ja

e viivoja (engl. edge) eli yhteyksid ndiden vélilla.

Verkoissa yhteydet ovat aina kahden eri pisteen vélil-
14, toisin sanottuna verkoissa ei ole silmukoita. Yhtey-
det ovat yleenséd kaksisuuntaisia, mutta niin sanotus-
sa suunnatussa verkossa voi olla my6s yhdensuuntaisia
yhteyksié, joita voi edetd vain méarattyyn suuntaan.
Pisteistda puhutaan yleisesti myos solmuina.

Tarkalleen ottaen verkossa on kahden pisteen valilla
enintddn yksi viiva. Mikéli viivoja on kaksi tai useam-
pia, puhutaan yleensd multigraafista. Taméan perus-
teella Konigsbergin siltoja kuvaava verkko on itse asias-
sa multigraafi, silld joitakin pisteitd yhdistdd kaksi
viivaa. Siltaongelman tarkastelussa jaottelu tavallisen
verkon ja multigraafin vélilld ei kuitenkaan ole oleelli-
nen seikka.

Liséksi jos verkon voi piirtda tasoon siten, ettd viivat
eivit leikkaa toisiaan, kutsutaan verkkoa tasoverkok-
si.

Kaytetdan seuraavia merkintéja verkoille:

Olkoon G(Pg, V) jokin verkko. Talld tarkoitetaan, et-
ta

e Pg on verkon G pisteiden joukko ja

e V¢ on verkon G viivojen joukko,

jotka sitten muodostavat itse verkon G. Mikali valitaan
vain osa verkon G viivoista ja pisteista ja muodostetaan

niistd uusi verkko, on tdmé uusi verkko G* verkon G
aliverkko.

e Jos verkossa G on piste x, merkitddn x € Pg.

e Jos verkossa on viiva pisteiden x ja y valilla, merki-
tddn yleensd Ty € V.

Merkitdéan viela:

e verkon viivojen médrdd vg = |V ja

e verkon pisteiden méaardd pg = |Pg.

Maaéritelldan lisdksi eristetty piste: x € Pg on eristet-
ty piste, jos siihen ei liity yhtdén viivaa.

Verkon jokaiseen pisteeseen liittyy myos pisteen aste,
monien hyodyllisten tulosten kannalta oleellinen omi-
naisuus. Pisteen z € Py asteeksi tai asteluvuksi d(x)
kutsutaan siihen liittyvien viivojen lukuméaéraa.

A

Esimerkiksi ylld olevassa verkossa pisteen A aste
d(A) = 4, tai pisteen E aste d(F) = 1. Eristetyn pis-
teen aste on aina 0. Pisteiden asteisiin liittyy myos en-
simmaéinen merkittava tulos:

Lause:

Verkon viivojen lukumddrdlle patee:

VG = 5 Y gep, d(x) = verkon pisteiden asteiden sum-
ma jaettuna kahdella.

Téastéd tuloksesta puolestaan voidaan pian johtaa niin
kutsuttu "kéattelylemma”:

Juhlissa, joissa on ddrellinen mddrda osallistujia, on ai-
na parillinen mddard osallistujia, jotka ovat kdtelleet
paritonta mdadrdd muita osallistujia.

Tai toisin sanottuna: darellisessa verkossa on aina paril-
linen mééaré paritonasteisia pisteita! Mistd tdmén voisi
paatella? Osoita kéttelylemman avulla, etté talossa jos-
sa on tasan yksi ulko-ovi, on ainakin yksi huone jossa

Yhteniisyys ja kulut verkossa

Kulku verkossa on reitti, jota pitkin verkossa voidaan
viivoja pitkin edeta pisteesté toiseen. Muodollisesti kul-
ku verkossa G on jono T = {xg, 1, ...,2,} verkon pis-
teitd siten, ettd on olemassa viiva T; _1x; € Vi kaikilla
i =1,...,n. Yksinkertaiseksi kuluksi sanotaan sellaista
kulkua, jossa kunkin viivan tai solmun kautta kuljetaan
enintdén kerran.

Verkko G on yhtendinen, jos verkon minké tahansa
kahden pisteen vélilla on kulku: mistd tahansa verkon
pisteestd voidaan edetd viivoja pitkin mihin tahansa
pisteeseen. Suunnistettujen verkkojen tapauksessa voi-
daan puhua erikseen yhtendisyydesté ja vahvasta yh-
tendisyydestd, mutta tavallisten verkkojen tapauksessa
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niiden kahden valilla ei ole eroa. Yhteniisen verkon
vastakohta on epdyhtendinen verkko.

Taydelliseksi verkkoa kutsutaan, kun jokaisesta pis-
teestd on yhteys verkon kaikkiin muihin pisteisiin.
Jos téaydellisessd verkossa on k pistetta, voidaan viivo-
jen lukumaééralle johtaa kaava vg = @

2

Yhtendinen verkko, josta saadaan epdyhtendinen pois-
tamalla katkoviivalla piirretty yhteys.

Eulerin kulut - takaisin Konigsbergiin

Eulerin kuluksi verkossa G kutsutaan sellaista kulkua,
jossa verkon G jokainen viiva esiintyy tasan yhden ker-
ran. Itse asiassa Konigsbergin siltaongelmassa on kysy-
mys nimenomaan téillaisen kulun olemassaolosta, silla
ongelmassa halutaan 16ytaé yksinkertainen reitti jokai-
sen sillan kautta. Jos tarkastellaan siltaongelmaa ku-
vaavaa verkkoa, voidaan havaita verkon kaikkien pis-
teiden olevan paritonasteisia: kaikkien pisteiden aste
on pariton. Kysytadn nyt kaksi oleellista kysymysté:

e Voiko Eulerin kulku pééttyéd paritonasteiseen pistee-
seen, josta kulku myos alkaa?

e Voiko Eulerin kulku pééttyéd paritonasteiseen pistee-
seen, josta kulku ei ole alkanut?

On helppoa péétella, ettéd jos Eulerin kulku alkaa pari-
tonasteisesta pisteesté, ei se voi padttya alkupisteeseen-
sé, silla kaikkien viivojen kautta kulkeminen tarkoit-
taisi, ettd viimeisen viivan kautta kulkeminen johtaisi
pois pisteestd (ensimméinen askel on pois aloituspis-
teestd, toinen takaisin, kolmas pois jne.). Ja kuitenkin
huomataan, ettd Eulerin kulun on silti paédtyttava pa-
ritonasteiseen pisteeseen, mikali verkossa on sellainen.
Muuten téllaisesta paritonasteisesta pisteesta jaisi yksi
viiva kdiymatta lapi. Koska Konigsbergissé on neljé pa-
ritonasteista pistetté, ei ole mahdollista ettd kulku voisi
samaan aikaan padttyd kolmeen néisté, joten Konigs-
bergin verkossa ei voi olla Eulerin kulkua. Itse asiassa
tdma tulos voidaan muotoilla yleisemminkin.

Lause:
Yhtendisessd verkossa on Eulerin kulku, jos ja vain jos
verkossa on tasan kaksi paritonasteista pistettd.

Suuret verkot maailmassamme - skaalau-
tumattomat verkot

Arkieldmé&ssd ympaérillamme on monia rakenteita, jotka
ovat aivan ilmeisid verkkoja tai joita ainakin voi mal-
lintaa verkkoina. Esimerkiksi Internet ja muut tietover-
kot ovat kirjaimellisesti verkkoja kuten myo6s sdhko- ja
tieverkot. Konkreettisten verkkojen liséksi ihmisten véa-
listen suhteiden voidaan ajatella muodostavan verkon
kaltaisen rakenteen, jossa ystdvyyssuhteet muodosta-
vat yhteyksid yksiloiden eli verkon solmujen vélille.

Modernin verkkoteorian kehittdjat Paul Erdos ja
Alfréd Rényi olivat edelldkévijoitd suurten verkkojen
tutkimuksessa. He kuitenkin tutkivat enimmaékseen sa-
tunnaisia verkkoja, joissa pisteiden vélisten yhteyksien
oletetaan olevan téysin sattumanvaraisesti muodostu-
neita. Kuitenkin monien tosielamén verkkojen tarkas-
telu osoittaa, ettei ndiden verkkojen pisteiden asteja-
kauma ole satunnainen. Satunnaisuuden sijaan monien
néistd verkoista on havaittu noudattavan niin kutsut-
tua potenssilakia, jonka mukaan pisteiden astelukujen
jakauma noudattelee potenssijakaumaa. Téllaista verk-
koa kutsutaan skaalautumattomaksi tai mittakaa-
vattomaksi verkoksi (scale-free network), silla ver-
kon pisteiden yhteydet muuttuvat verkon koon muut-
tuessa, eikéd verkon koko rakennetta voida péaatelléd jos-
takin verkon osaverkosta.

Potenssilakia noudattavassa verkossa astetta d olevien
pisteiden osuus on P(d) ~ ¢d~7, missé «y on jokin kysei-
selle verkolle tyypillinen vakio. Téasté jakaumasta seu-
raa, ettd verkossa on useita matala-asteisia pisteité,
mutta my6s huomattava maéra pisteitd, joiden aste-
luku on hyvin suuri. Téllaisia pisteitd kutsutaan usein
navoiksi tai hubeiksi, ja ne ovat verkon solmukohtia.
Namé navat ovat yhteydessa poikkeuksellisen moneen
pisteeseen verkossa, minké takia verkossa kahden pis-
teen vélinen keskim&édrédinen etéisyys on yleensi varsin
pieni. Tata ilmicta kuvaa esimerkiksi kuuden erottavan
askeleen teoria, jonka mukaan keiden tahansa kahden
ihmisen vélilla on enimmilldén kuusi ihmista, mikali ys-
tavyyssuhteet kéasitetddn yhteyksiksi. Esimerkiksi tie-
tyssé elinpiirissd, kuten kouluissa, harrastusten piirissa
tai saman kaupungin sisilld ihmiset tuntevat toisen-
sa verrattain hyvin, jolloin néistad yhteyksistd muodos-
tuu niin kutsuttu pieni maailma (small world). Tésta
pienestd maailmasta on vihemmaén yhteyksié ulospéin,
mutta todennékdisesti muutamat keskeisissd asemissa
olevat yksilot kuten esimerkiksi poliitikot tai julkisuu-
den henkil6t ovat erityisen verkottuneita ja yhdistavat
useita pienid maailmoja toimien ndin verkon napoina.

2http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Sample-graph. jpg Lisenssi: CC BY 3.0
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T&lla ajatuksella leikkivit muun muassa Kevin Bacon
number ja Erddsin luku, jotka kertovat henkilon etéi-
syyden Kevin Baconiin sen perusteella, keiden kanssa
kyseinen henkilé on néytellyt elokuvissa, tai etdisyy-
den matemaatikko Paul Erdésiin yhteisten tieteellisten
julkaisujen perusteella.

Tata pienen maailman ilmiotd tutki ensimmaéisen ker-
ran Stanley Milgram jo vuonna 1967 ldhettamalla kir-
jeitd Yhdysvalloissa satunnaisille vastaanottajille pyy-
tden heitd ldhettdmé&an kirjeen sellaiselle tuttavalleen,
jonka ajattelee olevan lahimpéané kirjeen lopullista vas-
taanottajaa. Talld tavoin kokeilemalla Milgram sai ku-
lun keskiméaraiseksi pituudeksi kuusi ja ndin pani alul-
le kuuden erottavan askeleen teorian. Nykyaédn kun tie-
toverkot ovat mahdollistaneet nopean sédhkoéisen vies-
tinndn ja sosiaalinen media yhdistdd yha useamman,
on kulun keskimédrdinen pituus luultavasti vain ly-
hentynyt. Teorian voi ajatella patevin myos Interne-
tin tapauksessa, silli muun muassa hakukonesivustot
yhdistavat lukemattomia vihemmaén linkittyneitd si-
vustoja toisiinsa. Esimerkiksi vuosituhannen vaihtees-
sa kahden sivun véliseksi keskiméaraiseksi etdisyydeksi
WWW:ssd mitattiin noin 19 erottavaa askelta, missa
laskettiin sivulta toiselle siirtymiseen tarvittavien link-
kien mé#araa.>

Skaalautumattomien verkkojen erityisominaisuus on
kulkujen keskimé&ardisesti lyhyt pituus, koska verkon
navat tai hubit yhdistdvéit suuren méardn pienempias-
teisia pisteitd. Tamé rakenne on kuitenkin varsin haa-
voittuvainen sellaisille tapauksille, ettd verkosta pois-
tuu yksi tai useampi hubi, jolloin darimmaéaisimmilléan
verkko muuttuu jopa epédyhtendiseksi. Sen sijaan jos
verkosta poistetaan sattumanvaraisesti yksittaisid pis-
teitd, voidaan niitd poistaa hyvin suuri mééra hajotta-
matta verkkoa, silld skaalautumattomassa verkossa on
suhteessa erittain paljon merkityksettomia pisteité, joi-
den asteluku on pieni. Téysin satunnaisilla verkoilla sen
sijaan on kriittinen mééra poistettavia pisteitd, jonka
jilkeen verkko hajoaa nopeasti epdyhtenéisiin osiin.

Samaan tapaan lyhyen askelpituuden ansiosta yksitt&i-
nen héirié voi edeté verkossa nopeasti hyvin eri puolil-
le verkkoa nimenomaan verkon hubien kautta. Tosiela-
mén tapausesimerkki tallaisesta kaskadihdiriostd nah-
tiin Yhdysvaltain itdrannikolla vuonna 2003, jolloin yk-
sinkertainen paikallinen vika sdhkoverkossa levisi no-
peasti laajoille alueille jattden jopa 45 miljoonaa ih-
mistéd ilman sdhkod vaihteleviksi ajoiksi. Toinen mah-
dollinen tosieldmén tapaus olisi yhteyksien katkeami-
nen kriittisten Internet-reitittimien valilld. Molemmis-
sa tapauksissa kriittisen yhteyden katkeaminen tai hu-
bin poistuminen ohjaa tieto- tai séhkéverkon kuormi-
tuksen hubien sijaan pienemmén kapasiteetin solmu-
kohtiin. Ylikuormittuessaan nekin poistuvat verkosta,
jolloin kuorma ohjautuu jalleen pienemmille solmuille,

ja nain kaskadih&irié onkin valmis levidméén salaman-
nopeasti.

Pulmia pohdittaviksi
Ali katkaise lankaa!

Tarvikkeet: narukeré. Osallistujien tehtédvana on jarjes-
taytyé rinkiin ja muodostaa annetulla narulla sitd kat-
kaisematta tdydellinen verkko, jossa naru kahden osal-
listujan valilla tarkoittaa siis viivaa verkossa. Missé ta-
pauksissa verkon muodostaminen on mahdollista?

No more tears, Konigsberg!

FEulerin kulku esiteltiin jo aiemmin artikkelissa: kysees-
s on siis kulku, joka kulkee verkon kaikkien viivojen
kautta tasan yhden kerran. Eulerin kulun olemassao-
lolle on 18ydetty varsin kéyttokelpoisia riittavid ehtoja.
Tassd niistéa yksi:

Yhtendisessd verkossa on Fulerin kulku, jos ja vain jos
sitnd on korkeintaan kaksi paritonasteista pistettd.

Mieti, miksi asia on néin!

Hamiltonin kuluksi taas kutsutaan sellaista kulkua, jo-
ka kulkee verkon kaikkien pisteiden kautta tasan yh-
den kerran. Hamiltonin kulun olemassaololle ei ole 16y-
detty yleisia riittdvid ehtoja, ja kulun etsiminen ver-
kosta tai sen olemassaolon niyttdminen on ns. NP-
tdydellinen ongelma. Eulerin tai Hamiltonin kierrok-
seksi kutsutaan sellaista kulkua, joka on Eulerin tai
Hamilton kulku ja palaa lahtopisteeseensa.

Ohessa Konigsbergin siltojen muodostama verkko.

a) Lisdd verkkoon yksi silta (=viiva) siten, ettd verkos-
sa on Eulerin kulku.

b) Lisd4 verkkoon vield yksi silta (=viiva) siten, etté
verkosta 16ytyy Eulerin kierros, eli sellainen Eu-
lerin kulku, joka palaa lahtopisteeseensa.

3R. Albert, J. Hawoong ja A.-L. Barabdsi. ”Internet: Diameter of the world-wide web.” Nature 401 (1999): 130-131.
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Cocktail party graph

”Cocktailkutsu-verkoksi” kutsutaan verkkoa, joka ku-
vaa cocktailkutsujen kittelemisid. Ajatuksena on, etté
kutsuilla on n pariskuntaa (yhteensi 2n osallistujaa),
ja kaikki kutsuvieraat kattelevét kaikkia muita vierai-
ta paitsi omaa pariaan. Verkossa tdmaé tarkoittaa sité,
ettd kaikista pisteistd on viiva verkon muihin pisteisiin
paitsi kyseisen pisteen omaan pariin.

Milta cocktailkutsu-verkko nayttad, jos juhliin osallis-
tuu

a) n = 3 pariskuntaa

b) n = 5 pariskuntaa?

Saatko piirrettyd verkot siten, etteivit viivat leikkaa
toisiaan? Ovatko verkot siis tasoverkkoja?

Reittikartan optimointi

Oheinen verkko kuvaa reittejé, joilla julkinen liikenne
voidaan jarjestdd Yli-Hilseen kaupungissa. Verkko on
painotettu yhteysvéilien kustannusten mukaan, eli jo-
kaisella viivalla on tietty painokerroin. Julkisten meno-
jen leikkausten vuoksi liitkenneverkko on toteutettava

e siten, ettd kaikista pisteistd voi kulkea minne tahan-
sa (ts. verkko on yhtenédinen),

e mahdollisimman halvalla.

Halvin mahdollinen reittikartta on niin kutsuttu ver-
kon virittdvd puu. Puu on yhtendinen verkko, jossa

kahden pisteen vililla on olemassa tasan yksi (yksin-
kertainen) kulku: kahden eri pisteen vélilla on siis vain
yksi mahdollinen reitti. Verkon G virittavaksi puuk-
si sanotaan jotakin G:n puumuotoista aliverkkoa, joka
koostuu joistakin verkon G viivoista, jotka yhdistavét
kaikki pisteet Pg.

Tehtdvanisi on etsid halvin mahdollinen reittikartta
kéyttden kahta eri menetelmé&a:

a) ”Ahne algoritmi”:
Aloita puun rakentaminen ”halvimmista viivoista”
eli viivoista, joiden painokerroin on mahdollisimman
pieni, ja lisdd niitd puuhun yksi kerrallaan, kunnes
kaikki pisteet on saavutettu.

b) Renkaiden poistaminen:
Puun méaéaritelméan mukaan puussa ei ole yhtaan ren-
gasta, siis yksinkertaista kulkua jonka alku- ja p&a-
tepisteet ovat samat. Lahde liikkeelle valmiista ver-
kosta ja ala sitten poistaa sieltd viivoja, jotka kuu-
luvat johonkin renkaaseen.

Saitko molemmista kohdista samanlaisen puun? Jos et,
onko niilld kuitenkin samat kokonaiskustannukset?

Kirjallisuutta ja muita mielenkiintoisia
lahteita

A. Barabasi, Linkit: verkostojen uusi teoria. Terra
Cognita, 2002.
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rabési on yksi keskeisii verkostojen uuden teorian ke-
hittdjia. Muun muassa mittakaavattoman verkon ké-
site on hédnen keksinténsé ja han on tutkinut suuriko-
koisten sekd luonnossa esiintyvien ettd keinotekoisten
verkkojen ominaisuuksia, kuten esimerkiksi héairicalt-
tiutta.

R. Diestel, Graph theory. Graduate texts in mathe-
matics. Springer-Verlag Berlin and Heidelberg, 2000.

The Opte Project on hanke, jonka tarkoitukse-
na on luoda taiteellinen nakemys Internetistd verkko-
muodossa. Internetin kartasta voi helposti hahmottaa
WWW:n "pieni maailma” -rakenteen.
http://www.opte.org/

The Oracle of Bacon on verkkosivusto, joka las-
kee ldhes kenen tahansa jossakin elokuvassa esiintyneen
henkilén Kevin Baconin luvun.
http://oracleofbacon.org/
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