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Kuinka tarkka on riittavan tarkka?

Anne-Maria Ernvall-Hytonen
Abo Akademi

Erilaisiin arviointiongelmiin térmééa péivittdin: kaupas-
sa on ihan kiva tietdd, mika ostosten loppusumma tu-
lee suurin piirtein olemaan, tai jos kassalla summa vai-
kuttaa merkilliseltd, niin on mukava tarkistaa se. Har-
vemmin ainakaan itse lasken ostoksia sentin tarkkuu-
della. Yleenséd pyoristdn ldhimpéédn euroon, tai yritdn
16ytad kuitista asioita, joiden summa olisi suurin piir-
tein tasoja kymmenia euroja, esimerkiksi siis bataatit
4,28 euroa ja juusto 5,95 euroa summautuvat karkeasti
ottaen kymppiin. My6s niin, ettd pyoristetddn lahim-
piin euroihin ja sitten lasketaan yhteen, saadaan néille
ostoksille kymppi loppusummaksi: eli bataatit 4 euroa
ja juusto 6 euroa on yhteensd 10 euroa. Tarkka sum-
mahan olisi 4,28 + 5,95 = 10,23, mutta hyvin harvoin
tdma tarkkuus on tarpeen.

Pyoristysongelmaan olen toérménnyt myds tutkimus-
projekteissa: Jos halutaan vaikka tietokoneella piirtdé
kuvaajia erilaisten funktioiden ja lukujonojen kaytok-
sestd, niin mikéd tarkkuus riittda? Miten tiheédsti pitda
funktion arvoja laskea, jotta tietokoneen kuvaaja antai-
si hyvén késityksen funktion kaytoksestd? Mistd kohtaa
voi irrationaaliluvun desimaaliesityksen katkaista me-
nettdmatta alytonta madrad tarkkuudesta? Naihin ky-
symyksiin vastaukset tietenkin riippuvat ainakin funk-
tiosta, irrationaaliluvun luonteesta ja suuruudesta seka
vaaditusta tarkkuudesta.

Olen itse kayttdnyt taannoin aikaa arvioidakseni,
miten monta desimaalia tarvitaan Riemannin zeta-
funktion nollakohtien esityksisté, jotta ns. Lin kertoi-
mien kuvaaja pysyy hallinnassa. Toisessa vaakakupissa

oli siis laskenta-aika, toisessa puolestaan kuvaajan luo-
tettavuus. Jouduimme arvioimaan esimerkiksi termin

=

kaytosta, kun 7 on pieni vakio, n saa olla varsin iso ja p
on Riemannin zeta-funktion nollakohta. Hyvin nopeas-
ti kévi ilmi, ettd jos p on itseisarvoltaan iso, ei tarvita
kovinkaan monen desimaalin tarkkuutta. Jos taas p on
pieni, on virhe ihan valtava, jos m on suuruudeltaan
vaikka sata. Pdddyimme kayttdméaan kaksijakoista l&-
hestymistapaa: suurimmalle o

Téassé tekstissd on tarkoitus parin esimerkin kautta
nayttad, miten esimerkiksi voi laskujen lopputuleman
tarkkuutta arvioida.

Luvun % tarkkuus

Oletetaan tietdviamme luvun e desimaalit tarkkuudella
€, eli toisin sanoen, kaytdmme luvulle e approksimaa-
tiota 6, jonka suuruudesta tieddmme, ettd |0 — e| < e.
Jos esimerkiksi § = 2,7, niin |6 — e| < 0,018282, jolloin
luku € voi olla esimerkiksi 0,018282.

Nyt voimme laskea todellisen osaméérin ja arvio-
osaméadran erotuksen:
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Esimerkissamme olisi siis

e—0 e—27 0,018282
— 9 ) 2 1
el el < 2,72 < 0,00251,

eli nyt tarkkuus jopa parani!

Mikéli luvun e sijaan olisimme olleet kiinnostuneita Eu-
lerin vakion v ~ 0,5772 arvioinnista vaikkapa luvulla
0,58, olisi kéiynyt heikommin: Alkuperdinen arviotark-
kuus olisi ollut suurin piirtein 0,58 — 0,5772 = 0,0028,
mutta osamédrien tarkkuus olisikin ollut

1

— ~0,0083
N~ 058 7

eli tarkkuus olisi heikentynyt. Selitys télle on se, ettad
kun lukua p arvioidaan luvulla 6 ja arvion tarkkuus on
€, patee
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1 1 |0 — pl €

’p 9‘ ~ 0p T Op
joka on pienempi kuin €, jos 8p > 1, ja suurempi kuin
€, jos Op < 1, eli alle ykkosen olevien lukujen osaméé-
rien arviot ovat heikompia kuin l&htéarvio, yli ykkosen
puolestaan parempia.

Tama on luonnollista: jos tarkkuus heikkenisi, kun ja-
kajat olisivat yli yhden, tarkoittaisi se, ettd lopputulos
olisi suhteellisesti todella heikko: erotus olisi pieni ja
virhe verrattain iso.

Suhteellinen virhe

Verrataan vield virheen kokoa tuloksen kokoon: onhan
ihan eri asia, jos virhe on vaikkapa kymmenen suu-
ruusluokkaa, jos tuloksen koko on biljoona tai jos tulos
onkin esimerkiksi sadasosa.

Virheen olemme dsken todenneet olevan korkeintaan

€

Op

Tuloksen koko on %. Suhteellinen virhe on siis naiden
osamaara .
op _ P _ €
1

C0p 6

eli my6s suhteellinen virhe kédyttaytyy samoin kuin ab-
soluuttinen virhe: yli ykkosen olevien lukujen osamé&a-
rdn arvio on parempi, alle ykkésen olevien taas huo-
nompi.

Luvun 7 desimaalit

Ajatellaanpa, ettd tehtdvinid on laskea 7'0 ykkdsen

tarkkuudella, eli 16ytda sellainen kokonaisluku n, et-
td [n — 719 < 1. Selvistikiiéin ei riitd arvioida, ettd
on kolme, silla

310 = 59049

ja
3,119 ~ 81962,8

ja 710 on vield tétdkin suurempi. Yksi keino olisi tie-

tenkin testata: Todetaan, etté
T =~ 3,14159265358979323846264338 . . .

Téastd voisi sitten kokeilla, ettd riittaisikd vaikkapa
kuusi desimaalia:

3,14159219 ~ 93647,85

ja

3,141593'° ~ 93648,15.
Nyt kédvikin hyvé tuuri, ja tarkkuus on riittdva. Tama
tehtéavé olisi siis nopeasti ohi kokeilemalla, mutta en-
té jos haluttaisiinkin vaikka laskea 7'°° kokonaisluvun
tarkkuudella? Haarukointi ja testaus voisi viedd aika
paljon pidempéén.

Tarkastellaan nyt kuitenkin yksinkertaisuuden vuoksi
alkuperaistd ongelmaa. Ajatellaan, ettd kdytetdan lu-
vulle 7 likiarvoa 6, jolloin |7 — 6] = e. Kuinka pieni e
on varmasti riittdvan pieni?

Lasketaan erotus
|7r10 — (& 6)10| .

Aloitetaan tilanteesta |70 — (7 +¢€)!°|. Koska 7+€ > 7,
voidaan kirjoittaa (7 + €)1 — 719, Esitelliiéin nyt erilai-
sia tapoja ldhestyd ongelmaa. Tilanne, jossa on miinus
plus-merkin tilalla voidaan késitelld samoin, ja valilla
mahdollisesti jopa hieman helpommin.

Sulut auki

Yksi vaihtoehto olisi kertoa sulut auki. Yleensé en ole
tdman ldhestymistavan fani, mutta nyt se kuitenkin toi-

mii.
10 10
(7r+e)10—ﬂ'10 = g <k)€kﬂ'10k.

k=1

Termeji on nyt yhteensd 2! — 1 = 1023 kappaletta.
Jotta néihin saa mitdén otetta, pitdéd olettaa jotain lu-
vun € suuruudesta suhteessa luvun 7 suuruuteen. Help-
po oletus olisi vaikkapa olettaa, ettd e < %, mutta nyt

esimerkiksi termille
10\ 5 &
(5 ) .

ei saa parempaa arviota kuin ( 50), mik4 ei missdén ni-
messd riitd. Oletus € < ﬁ voisi toimia paremmin. Nyt

lauseke muuttuisi muotoon

10 10
10N x 10—k 10N 10-10k—k
g (k)e T < g I us ,

k=1 k=1
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mutta tdmékaan ei ihan riité, silla

10
10 ) 10 10
2 : 10-10k—k < plo—t0-1 _ Y
k 1 T

k=1

Niin voi jatkaa ja yrittaa lisdta oletuksia luvun e suu-
ruudelle, kunnes arvio on lopulta riittavan pieni. Lihes-
tymistapa on melkoisen hidas ja kaikkien termien hyva
arviointi ei vélttdméattd ole ihan triviaalia, vaikkakin
binomikerrointen kohdalla usein onnistaa. Parempi on
ldhted hieman toisesta suunnasta: kunhan

10N 10—k * 10 10—k—1 _k+1
2
<k>ﬂ' > a1 s €,

T™> 26— 10—k

k+1"
joka on varmasti tosi (silld tieddmme jo varmasti tes-
tailujen pohjalta, etti on vaadittava e < 7—19), huo-

maamme, etta

eli

10—k 2
26m<206<ﬁ

jolloin koko summaa voi arvioida geometrisena summa-

na:
10
10 10
Z <k>ek7r10_k < 2( 1 )7710_16 = 207°%.

k=1

<m,

Nyt tiedammekin, etta

(7 + €)' — 719 < 207% < 1,

kun e < ﬁ Kokonaislukupotensseille tdméa tapa ei
ole hullumpi, mutta yleisille funktioille mahdollisesti
jopa mahdoton (aina ei ole sulkuja, jotka voisi kertoa
auki, ja vaikka olisi, ei tapa valttdméattd toimi arvioin-
nissa).

Ottaen tekijan

Tata ongelmaa voimme l&hestyd myos tekijin ottaen.
Kaytetdan kaavaa

n—1
a® — b = (a _ b) Z akbn—l—k’
k=0

jolloin saadaan

4+ 7%= (r4+e—n

E:ka_EE:ka

Tama on paljon helpompi esitys kuin sulut aukiker-
toen saatu. Nyt nimittdin huomaamme véalittomasti,
ettd summa muodostaa geometrisen jonon, jonka suh-
deluku on £. Summa ei ainakaan pienene, jos kasva-

tamme sen ddrettomén pitkaksi:

626k 9-k Zekﬁ%k:mgz(i)
s
k=0

k=0

Muutos darettomén pitkéksi sarjaksi tehtiin, jotta sum-
ma olisi helpompi laskea. Nyt

e k 9 10
9 e) €m €m
€T -] = = <1
Z(w 1—£ 7m—¢ ’
k=0 ™
kun
< T —€
eli
< T
e< —
w041’

eli aavistuksen luvun 7° kddnteislukua pienempi luku
riittda, varmuudella esimerkiksi ﬂ%o

Derivoiden ja integroiden

Yritetddn nyt kuitenkin hieman toisenlaista, ihan yh-
té suoraviivaista tapaa ldhestyd ongelmaa: kirjoitetaan
erotus derivaatan integraalina:

T+€
(r+e)0 -7 = / 102°dz.

Koska integraalin suuruus on korkeintaan integroita-
van funktion maksimiarvo integrointivalilld kertaa in-
tegraalin pituus, saadaan

max  2° = 10e(m + €)°.
n<le<rm+e

T+€
/ 102%dz < 10e

Seuraava ongelma onkin arvioida siedettavéllé tarkkuu-
della tdmé lauseke. Toisin sanoen, arvioida lukua 7 jo-
tenkin mukavasti ylospain. Jos arviosta haluaa selvita
ilman laskinta, voi todeta vaikkapa, ettd m + € < 3,15,
kun esimerkiksi € < m ja 3,152 < 10, joten

(r+ €)% — 710 <10 ¢-10* - 3,15 = 315000e.

Jos tdma4 on alle yhden, niin myé6s alkuperdinen lauseke
on varmasti alle yhden, joten kirjoitetaan

315000€ < 1,
eli )
— = 17.
< 315000 0,00000317
Vastaavasti voidaan laskea my®&s erotus w0 — (7 —€)10.

Tama jatetdan lukijalle harjoitustehtavéaksi.

Kannattaa huomioida, ettd vaikka néin saadaan vaa-
dittu tarkkuus laskuihin, ei tdmé& suoraan esimerkiksi
kerro, ettd 710 ja (7 — €)'0 pyoristyisiviit samaan koko-
naislukuun, ei vaikka vaadittaisiin paljon parempikin
tarkkuus, silld vaikka lukujen erotus olisi kuinka pieni
tahansa, voisivat ne silti sijaita eri puolin jotain muo-
toa k + % olevaa lukua, missd k£ on kokonaisluku. Jos
siis haluttaisiin tarkastella mihin kokonaislukuun jokin
luku pyéristyy, vaadittaisiin vielé lisda tyota.
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