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Paperirulla eli aritmeettinen jono ja likimaaraisyys

Matti Lehtinen

Lehtori Heikki Pokela esitti MAOLin lukion matema-
tiikkakilpailuun seuraavan tehtdviehdotuksen, todelli-
seen teollisuusprosessiin liittyvén:

Paperitehtaassa kone rullaa paperia onton hylsyn ym-
parille. Maaritd sylinterin muotoisen paperirullan sédde
(R1) paperin pituuden (L), paksuuden (d) ja hylsyn
sateen (Rs) funktiona. Paperin oletetaan rullautuvan
tiiviisti. Funktio saa olla likiméédréinen.

Heikki Pokelan esittdmé ratkaisu on lyhyt ja oivalta-
va: kun rullaa katsotaan sivulta, paperia on ympyra-
renkaan muotoisella pinta-alalla, joka on 7(R? — R%).
Mutta tdméa ala on sama kuin rullalla olevan paperin
sivusta katsottu ala silloin, kun paperi on vedetty suo-
raksi. Alaa voidaan pitdd suorakulmiona, jonka sivut
ovat paperin pituus L ja sen paksuus d. Ala on siis dL.
Yhtéalosta
n(R? — R3) =dL

dL
Ri=\[R§+ = 1)

Mutta entd jos tdma luettuna itsestdan selvd ja yk-
sinkertainen ratkaisu ei juolahtaisikaan mieleen? Sil-
loin voidaan johtua ratkaisuun, johon liittyy pari lu-
kion matematiikan perustyokalua, aritmeettinen jono
ja toisen asteen yhtalo. Voipa vield tarvita derivaat-
taakin.

ratkaistaan heti

Suoraviivainen tapa ldhestyd tehtédvin ratkaisua oli-
si selvittdd, kuinka monta kerrosta paperia on péal-
lekkain, ja pédtella siitd paperikerroksen paksuus eli

R1 — Rs. Kerrokset ovat kuitenkin eripituisia. Aivan
ensimméinen kerros kiertyy Rs-séteisen hylsyn paélle,
joten sen (sisdpinnan) pituus on 2w Rs. Toinen kerros
kiertyy lieriolle, jonka side on Ro+d, joten se on hiukan
pitempi. Kerroksen pituus on 27 (Ry + d). Koska vas-
taus saa olla likimédrdinen, voidaan unohtaa vaikutus,
joka on uuden kierroksen aloittavalla pienelld pykéalal-
l4. Samoin jatkaen huomataan, ettd uusi kierros on ai-
na 2mwd:n verran edellistd pidempi. Koko paperin pituus
voidaan siis ajatella aritmeettisena summana, jonka en-
simméinen termi on 2w Ry ja viimeinen, jos kierroksia
on kaikkiaan n kappaletta, 2r Ry + (n — 1) - 2d. Arit-
meettisen jonon summahan on yhteenlaskettavien lu-
kumaéara kerrottuna ensimméisen ja viimeisen yhteen-
laskettavan keskiarvolla. Koko paperin pituus toteuttaa
siis yhtalon

27 (Rg—l—(n—l);i)n:[/,

L
eli, jos merkitdin — = M,
27

d d

Kun tdma toisen asteen yhtélo ratkaistaan, saadaan

d d 2
— —Ry+ —— ) +2dM
2 Rg \/<R2 2> d
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nd:—R2+\/R§—R2d+4+2dM. (3)
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Mutta paperi on ohutta. d on varsin pieni verrattuna
Ry:een. Toisaalta rullalle kierretddn sangen pitkéd pa-
periliuska, joten dM ei ole havidvin pieni. Kun ndma
huomiot sovitetaan yht&loon (2), saadaankin

R1:R2+nd%\/R§+2dM.

Kun viela palautetaan apumerkinnan M tilalle paperin
pituus L, tullaan ensimmaéiseen ratkaisuun (1).

Vaan miksi tehdé toisen asteen yhtélon ratkaisukaavan
kédytostd monimutkaista? Koska d on pieni, yhtélo (2)
on melkein sama kuin

d
inz + Ron— M =0. (4)
Toisen asteen yhtéalon ratkaisukaavasta saadaan nyt he-
ti
- —Ry + \/R3 +2Md
N d
eli

Ry = Ry +nd = \/R2 + 2Md,

ja olemme tulleet taas ratkaisuun (1).

Viimeisen ratkaisuvaihtoehdon kohdalla voi kysyé, mi-
k& vaikutus ylimalkaan ensimmaéisen asteen termin ker-
toimen muutoksella on toisen asteen yhtélon ratkai-
suun. Tarkastellaan toisen asteen yhtalod an®4bn+c =
0. Jos nyt kerroin b onkin muuttuja, myos ratkaisu n on
sitd: n = n(b). Ratkaisu synnyttdd uuden b:n funktion
f(b) = an(b)? +bn(b) + c. Tilld funktiolla on kuitenkin
vakioarvo: f(b) = 0. Vakiofunktion derivaatta on nolla.
Siis myos

0 = f/(b) = 2an’ (b)n(b) + bn’(b) + n(b),

eli
b
=0
2an(b) + b
(Konsti, jota kiytettiin, on ns. implisiittinen derivoin-

d
ti.) Yhtalomme tapauksessa a = 3 ja kertoimen b muu-

d
tos myos 3 Muutoksen vaikutus ratkaisuun n on noin

nd
d o
‘) s =—2 .
Vertaamalla osoittajaa ja nimittdjaa ndhdéaan, etta vai-
kutus on vihemman kuin 3 Yksinkertaistettu yhtalo

merkitsee siis enintddn yhden paperinpaksuuden eroa
tuloksissa.

Toisen asteen polynomien ominaisuuksien selvittelya
varten ei useinkaan tarvitse turvautua differentiaalilas-
kentaan. Nytkin on kysymys kahden yhtalon ratkaisu-
jen erosta. Yhtéloiden ratkaisut eivit ole aivan samat,
joten niitd on syytd merkitd eri kirjaimin. Olkoon siis

d d
QTL?-F(RQ—Q)TM—M:O,

d
5%% + Rong — M = 0.

Kun yhtélot vihennetddn toisistaan, saadaan

d d
5(”% —n3) + Ra(ny — na) — 7 =0,

ja kun n? — n3 jaetaan tekijoihinsé,

d d
(n1 — 77,2) (2(’111 + ng) + R2> = §n1.

Siis ratkaisujen ero on

d
“ny

2

5(711 + ng) + Ry

ny —ng =

Erolle saadaan ylarajaksi 1, kun nimittajasté jatetdan
pois positiivisia termejd. Helpomman yhtdlon ratkai-
su merkitsee enintddn yhtéa paperikerroksen paksuutta
paperirullan siteessa.

Avoimia matematiikan oppikirjoja verkossa

Osoitteesta http://avoinoppikirja.fi 10ytyy avoimia yldkoulun ja lukion

matematiikan oppikirjoja.
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