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Lasketaanpa integraali

Sykloidit ovat tasokayrié, joiden kaarenpituuden laske-
minen johtaa integraaliin

! \/1 — cos(nz) dz, (1)

0

kun n > 1 on kokonaisluku.

7-kdrkinen hyposykloidi ympyrin sisdlld.

Integraalia ei 16ydy MAOLin taulukkokirjasta, jo-
ten kokeillaan symbolisella laskimella. Esimerkiksi TT-
nspire CAS -laskimella ja Casion ClassPad 330 -laski-

1 Otsikko on vadnnés kirjan [4] nimesta.

mella integraalin likiarvoksi saadaan 5,656854, jos lu-
vulle n annetaan konkreettinen lukuarvo. Tulos néyt-
tdd siis olevan riippumaton luvusta n.

Integraalien tarkkoja arvoja tai tulosta yleiselld n laski-
met eivit pysty muodostamaan, joten otetaan kdyttoon
jaredmmét symbolisen laskennan tyokalut: Mathema-
tica ja Maple. Valitaan ohjelmalle aluksi konkreettinen
lukuarvo, vaikkapa n = 10000.

Mathematican syntaksilla kirjoitetaan
Integrate[Sqrt[1-Cos[10000 x]],{x,0,2 Pi}]

Kolmen ja puolen minuutin kuluttua ohjelma antaa
vastauksena

2m
/ v/ 1 —cos(10000z) dz =
0

1
12502

Lasku oli ilmeisesti hankala, koska yleensé integraalin
arvo saadaan, jos ei nyt aivan silmanrapéyksessé, niin
ainakin parissa sekunnissa. Liséksi tuloksen likiarvo ei
ole ldhelldkéan laskinten antamaa vastausta.

Tamaé herdttdd sen verran epailyksid, ettd lasketaan
vield Maplella. Kaskylla

> int(sqrt(1-cos(10000%x)) ,x=0..2%Pi)
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saadaan 35 sekunnin kuluttua vastaus

27
V/1 = cos(10000z) dz = 4v/2,

0

jonka likiarvo on sama kuin laskinten antama tulos.

Vielé yksi epatoivoinen yritys: Ilmainen symbolisen las-
kennan ohjelma Sage [5] tarjoaa integraalin arvoksi nol-
laa, miké ei tietenkéddn ole positiivisen funktion inte-
graalille mahdollista.

Tésséd on nyt selviisti jotakin hamaria.?

Symbolista laskentaa

Symbolisen laskennan vaaroista 16ytyy varoittavia esi-
merkkejd internetin keskustelupalstoilta, blogeista [2]
ja my6s matemaatikkojen tieteellisistd lehdistad [1].
Opiskelijoille ja opettajille yksi tuttu esimerkki on ke-
vaan 2015 pitkdn matematiikan ylioppilaskirjoituksis-
ta, jossa osa laskimista ei 16ytdnyt tavallisella solve-
kiskylld yhtilon 2v/1 4 x = /22 ratkaisua = = 0. Las-
kinten antama tulos on tietysti puutteellinen, mutten
uskalla vaittad, ettd se on tdysin pdaton. Myos tdmén
kevddn pitkdn matematiikan tehtévissd 12 laskinrat-
kaisua yrittédva kokelas tormési ongelmaan, joka on itse
asiassa hyvin lahella ylld laskettua integraalia. Palaan
tdhén kirjoitukseni lopussa.

Y14 olevissa laskuissa kéytettiin kahta tdméan hetken
johtavaa symbolisen laskennan ohjelmaa: (aakkosjér-
jestyksessé) Maplea ja Mathematicaa. Niiden kaupalli-
set versiot maksavat yli 2000 euroa, mutta suppeam-
pia opiskelijaversioita myydadn n. 100 euron hintaan.
En ole testannut laskuja kaikilla ylioppilaskirjoituksis-
sa kéytettavillad laskimilla, mutta jos ym. hinnoilla on
mitdén katetta, niin on vaikea odottaa parempia tulok-
sia. Todettakoon lisdksi, ettd Mathematican ”verkko-
versio” Wolfram-alpha ei saa ylla olevasta integraalista
mitadn jarkevad tulosta tunnin sisalla.

Lasketaan kasin

Miké vastaus on oikein? Ainoa tapa selvittdd asia on
laskea késin.

Itse asiassa integraalin laskeminen yleiselld paramet-
rilla n on ldhes yhta helppoa kuin arvolla n = 1. Jo-
kainen 1. vuoden yliopistomatematiikan integrointisul-
keiset kunnialla selvittdnyt nikee nimittdin heti, etta
integraali voidaan laskea kayttadmalld kaksinkertaisen
kosinin kaavaa seuraavalla tavalla: Koska

cos(nx) = cos(2(nx/2)) = 1 — 2sin?(nx/2),

niin
1 — cos(nx) = 2sin®(nx/2).

Tésta seuraa, etté

V1 = cos(nz) = V24/sin®(nz/2) = 2| sin(nz/2)|.
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Kuvaaja arvolla n = 10.

Ottamalla huomioon lausekkeen sin(nz/2) jaksollisuu-
den ja merkkivaihtelun vililld = € [0, 27| saadaan inte-
graalin arvoksi

27 27 /n
V1 —cos(nz)dx = \/571/ sin(nz/2) dx
0
=42

kaikilla kokonaisluvuilla n > 1. Maple oli siis talla ker-
taa oikeassa!

0

Miksi Mathematica antaa védran vastauksen? Siihen on
vaikea vastata, koska kaupallisten ohjelmistojen koo-
dit eivéit ole julkisia. Tuloksia vertaamalla huomataan
kuitenkin, ettd vastausten suhde on 10000, joten Mat-
hematican vastaus on vain yhden sini-nyppyldn pinta-
ala. Ohjelman dokumentaatiossa mainitaankin tilan-
teesta, jossa lilan monessa palassa méaritellyn funk-
tion integroimista voi (yrittdd) helpottaa esimerkiksi
apukaskylla

MaxPiecewiseCases = Infinity.

Talla ei kuitenkaan ndytd olevan vaikutusta kirjoi-
tuksen aiheena olevan integraalin kohdalla. Kayttajan
kannalta piddn kuitenkin suurimpana ongelmana sité,
ettd ohjelma antaa vddrdn vastauksen varoittamatta
lainkaan mahdollisesta ongelmasta. Pienentdmalla lu-
kuarvoa 10 000 huomataan, ettd Mathematican vastaus
muuttuu oikeaksi jossakin lukujen 1000 ja 10000 valil-
14.

En kuitenkaan antaisi edes Maplelle puhtaita paperei-
ta kyseessé olevan integraalin kohdalla. Kun ohjelmaan
syottad integraalin (1) symbolisella positiivisen koko-
naisluvun arvolla n

> assume(n,posint)

niin oikea vastaus 4v/2 tulee silménripiyksessi, vaikka
konkreettinen tapaus n = 10000 kestédéd yli puoli mi-
nuuttial My6s Maplen integroimisalgoritmeissa néyt-
tad olevan viela toivomisen varaa. Mathematican koh-
dalla laskut yleiselld n menevéat vield hankalammiksi.

2Laskut on tehty tammikuussa 2016 Maplen ja Mathematican uusimmilla versioilla. On tiysin mahdollista, ettd ohjelmistojen
paivitys poistaa ongelmat miné pédiviana tahansa. Sen sijaan laskimissa ei valttamatta ollut uusimpia ohjelmaversioita.
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Kysyin asiasta Simo Kivelélté, joka kirjoittaa aiheesta
blogissaan [3].

Yhteenvetona taytyy korostaa myos Kiveldn mainitse-
maa periaatetta, jonka mukaan vihankin epailyttavien
symbolisten laskujen tukena pitéisi aina kéyttaa seka
graafisia ettd numeerisia tarkistuksia, jos se vain on
mahdollista.

YO-tehtiava 12/kevit 2016

Integraali (1) palautuu muuttujanvaihdolla® ¢ = nx ja
yll& mainituilla kaavoilla muotoon

2 2nm
/0 V1 —cos(nz)dx = \T/f/o | sin(t)] dt.

Koska funktio g(t) = |sin(¢)| on w-jaksollinen, niin

2nm ™
/ |sin(t)| dt = 2n/ sin(t) dt = 4n.
0 0

Ensimmaisen yhtdlon geometrista perustelua kaivat-
tiin otsikossa mainitun YO-tehtdvan a-kohdassa, mutta
vain tapauksessa n = 1.

IM
0
b 2n 3n 4n Sn 61

Kuvaaja tapauksessa 2n = 6.

Saman tehtdvin b-kohdassa oli tarkoitus muodostaa in-

tegraalifunktion
/ | sin(t)| dt
0

lauseke muuttujan arvoilla 0 < z < 27. TAmA& néyttaa
olevan hieman liian vaikeaa sekd Maplelle ettd Mathe-
maticalle, laskimista puhumattakaan. Maple ja Mathe-
matica osaavat kylld piirtdd integraalifunktion kuvaa-
jan oikein, mutta lausekkeiden sieventdminen edes tyy-
dyttdvadn muotoon ei ndytd onnistuvan yleiselld muut-
tujan arvolla = > 7.

Ehkapa kasin laskemisessa on vield toistaiseksi jokin
pointti?
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3Muuttujanvaihto ei kuulu lukion varsinaiseen sisiltéén, mutta sité késitellddn joissakin valinnaisen kurssin 13 oppikirjoissa.
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