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Pepin keppihevoset, toisen asteen yhtialo ja Newton

Samuli Siltanen
matematiikan ja tilastotieteen laitos, Helsingin yliopisto

Karaoken peruskauraa on Aikuinen nainen, rockin
Stairway to heaven ja matematiikan tietenkin Toisen
asteen yhtdlon ratkaisukaava. Tieddttehdn: olkoon teh-
tavina loytda z, joka toteuttaa yhtalon

az® +bxr +c=0.

T&lloin joko muistamme ulkoa tai kaivamme taulukko-
kirjasta iki-ihanan klassikon
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Koulumatematiikan standardi puolestaan on opettajal-
le osoitettu kysymys Mihin tdtd tarvitaan? Toisen as-
teen yhtélon tapauksessa tdméa kysymys on toki mie-
leton, koska sitd tarvitaan melkein kaikkeen. Otetaan
esimerkiksi keppihevosjuhlien jarjestdminen.

Peppi Pasanen on kaksitoistavuotias keppihevosmes-
tari. Haneltd sujuu paitsi esteratsastus, myos keppihe-
vosten suunnittelu ja valmistus korkeatasoisena suoma-
laisena késityond! Kuvassa 1 on pari esimerkkié. Ai-
ka ajoin Peppi jarjestdd kepparijuhlat, joissa jokainen
osallistuja antaa kullekin toiselle itse tehdyn keppihe-
vosen.

Tulevien juhlien suunnittelua vaikeuttaa juuri valmis-
tunut uusi kepparitalli. Siind on 20 pilttuuta, ja olisi
tietysti tyylikkdintéd, jos omistajaa vaihtavia keppihe-
vosia olisi tasan kaksikymmentd. Pepilld on siis rat-
kaistavana matemaattinen pulma kuinka monta kave-
ria pitdisi kutsua, jotta omistajaa vaihtavia keppihevo-
sia olisi juuri 20 kappaletta?

Kuva 1: Peppi Pasasen suunnittelemia ja valmistamia
keppihevosia.

Merkitdan osallistujien méaaraa x:ll4. Jokainen antaa
muille kuin itselleen keppihevosen, joten kunkin tulee
tuoda niitd z — 1 kappaletta. Keppihevosten kokonais-
méaérd on siis z(x — 1). Talli tulee tdsmélleen tayteen,
kun z(x — 1) = 20, eli sievennyksen jilkeen toteamme
etsivimme x:44, joka toteuttaa yhtalon

22— —-20=0.

Sijoittamalla klassiseen ratkaisukaavaan a = 1 ja b =
—1 ja ¢ = —20 Peppi saa kaksi ratkaisua: joko x = 5
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taikka x = —4. Néista viisi on parempi vaihtoehto, kos-
ka tylsdt ovat kinkerit, joissa porukkaa on vihemmén
kuin ei ketaén.

Huvin vuoksi voimme kokeilla my6s toisenlaista ratkai-
sutapaa, jonka ihmiskunnan iloksi loi suurguru Isaac
Newton. Tassd Newtonin iteraatiossa etsimme nolla-
kohtaa funktiolle f(z) = 2% — & — 20 ja valitsemme
ratkaisulle alkuarvauksen x;. Alkuarvausta paranne-
taan askeleittain kayttden Newtonin iteraatiota xo =
x1 — f(x1)/f'(21) eli yleisemmin
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Téassa f’ on funktion f derivaatta. Katso kuva 2 .

Miltd Newtonin iteraatio nayttdd? Otetaan alkuar-
vaukseksi 2. Silloin iteraatio etenee kuvan 2 osoitta-
malla tavalla ja tuottaa ndma luvut:

{E1:2
£E2:8
333:5.6

x4 = 5.035294117647059
x5 = 5.000137331197070
6 = 5.000000002095476
x7 = 5.000000000000000

Tuo alimmainen luku z7 onkin jo oikea tietokoneen ko-
ko laskentatarkkuudella: vastaus on 5 osallistujaa.

Kumpi on parempi menetelmé toisen asteen yhtéalon
ratkaisuun, kaava vai iteraatio?

Ratkaisukaavan hyvé puoli on yleispatevyys: se antaa
aina kaksi oikeaa ratkaisua, myos kompleksilukuvas-
taukset silloin, kun reaalisia ratkaisuja ei ole. Iteraa-
tio puolestaan suppenee vain yhteen ratkaisuun, joka
riippuu alkuarvauksesta. Esimerkiksi yll& olevassa ta-
pauksessa f(x) = 22—z — 20 alkuarvaus x; = —1 tuot-
taa ratkaisun x = —4. Iteraatiossa on ongelmiakin: al-
kuarvaus 1 = 1/2 johtaa nollalla jakamiseen eikd anna
tulosta ollenkaan.

Iteraatioratkaisun eduksi voidaan katsoa se, ettd se
antaa aina numeerisen likiarvon. Ratkaisukaava saat-
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taa tuottaa esimerkiksi kaupankéiyntiin liittyviéan kysy-
mykseen vastauksen “1004/2 euroa.” Newtonin iteraa-
tio antaa helpommin tulkittavan ratkaisun “141 euroa
ja 42 senttid.”

Muistettakoon myos se, ettd ratkaisukaavan olemassa-
olo on hieno ja harvinainen asia. Kuten Evariste Ga-
lois aikoinaan osoitti, viidennen ja sitd korkeamman
asteen yhtéloille ei ole ratkaisukaavaa lainkaan! Niissé
tapauksissa meiddn on turvauduttava Newtonin iteraa-
tion tapaisiin ratkaisukeinoihin.
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Kuva 2: Newtonin iteraatio, joka perustuu derivaatan
ovelaan kdyttdon.

http://matematiikkalehtisolmu.fi/diplomi.html

on ilmestynyt kirjoitus Kombinaatio-oppia:

http://matematiikkalehtisolmu.fi/2008/diplomi/kombinatoriikkaa.pdf
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