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Edellisen numeron graafiaiheisessa artikkelissa! oli lo-
pussa kolme ongelmaa pohdittavaksi niille lukijoille,
jotka sellaista kaipaavat. Téssd on niille esimerkkirat-
kaisuita.

Ongelma 1

Onko Petersenin graafi tasograafi? Mikd on pienin
madrd varejd, jolla Petersenin graafin karjet voi vdrit-
taia? Onko Grotzschin graafi tasograafi? Mikd on pienin
madrd varejd, jolla Gritzschin graafin kdrjet voi vdrit-
taa?

Kuva. Petersenin ja Grotzschin graafit.

Téssé siis graafi oli tasograafi, jos sen pystyi piirtdméaan
tasoon niin, etta sen kérjet piirretdén pisteiksi, ja sér-
mid kuvataan karkia yhdistavilla viivoilla, jotka eivat
saa leikata eivatké koskettaa toisiaan kuin vain sdrmien
pédtepisteind olevissa kéarjissd. Edelleen, karkien véri-
tyksistéd vaadittiin, ettd sdrmaélla yhdistetyt kérjet aina
varitetdan eri vareilla.

Ratkaisu: tasoon piirtdminen. Kumpikaan graa-
feista ei ole tasograafi, minké voi osoittaa esimerkiksi
Kuratowskin lauseella.

Petersenin graafista 10ytéé graafin K3 3 osavéleihinjaon
esimerkiksi néin:
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Grotzschin graafista puolestaan 10ytdd graafin K3
osavileihinjaon esimerkiksi ndin:

Jos emme halua kayttdd Kuratowskin lausetta, niin
voisimme osoittaa, etteivit tarkasteltavat graafit ole ta-
sograafeja, myos suoraan kiyttden artikkelissa' esitel-
tyjd ideoitas:
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Tehdéédn vastaoletus, ettd Petersenin graafi olisi taso-
graafi, ja oletetaan, ettd se on piirretty tasoon siten,
etteiviat mitkadn kaksi sdrmid kuvaavaa viivaa leikkaa
toisiaan, paitsi mahdollisesti kérjissé, tietenkin. Talloin
kéarkien lukuméérd on v = 10, sdrmien lukumééré on
e = 15, ja Eulerin kaavan nojalla alueiden lukumééréan
onoltava f=24+e—v="T.

Toisaalta, lasketaan jokaiselle alueelle, kuinka montaa
sdrmid se koskettaa, ja lasketaan ndmaé lukuméérat yh-
teen luvuksi N, muistaen tietenkin laskea sdrmé mu-
kaan kahdesti, jos se koskettaa molemmilta puoliltaan
samaa aluetta. Tietenkin jokainen sarma lasketaan jal-
leen kahdesti, eli N = 2e. Toisaalta, ei ole vaikea va-
kuuttua siitd, ettd jokaista aluetta téytyy reunustaa
ainakin viisi sérméé, eli on oltava N > 5f. Mutta nyt
olisi siis oltava

30=2e=N >=5f =35,
miké on tietenkin mahdotonta.

Grotzschin graafille sama todistus toimii melkein sellai-
senaan: On helppo tarkistaa, ettd jos Grotzschin graafi
olisi piirretty tasoon niin, etteivit mitkdan kaksi sen
sdrmié kuvaavaa viivaa leikkaisi, kédrkid lukuun otta-
matta, niin olisiv = 11, e =20 ja f =24+20—11 = 11,
ja lisdksi jokaista aluetta reunustaisi vahintddn nelja
sarmaé, jolloin saisimme epayhtalon

40 =2e =N > 4f = 44,
mikd puolestaan antaisi meille ristiriidan.

Ratkaisu: viritykset. Aloitetaan havaitsemalla, etta
Petersenin graafin kirjet voi varittdd kolmella eri véril-
14 ja Grotzschin graafin kérjet neljéallé eri varilla:

Petersenin ja Grotzschin graafeista myos helposti né-
kee, ettei kummankaan kéarkid voi varittdd vain kahta
varid kdyttden, esimerkiksi siksi, ettei kummankaan ul-
kokehén viitta karked voi varittdéd vain kahdella varilla.
Petersenin graafin osalta olemmekin siis jo valmiit.

Yritetdan siis vérittad Grotzschin graafin kérjet kolmel-
la eri varilld 1, 2 ja 3. Ilman yleisyyden menettamista
voimme varittdd keskimmaéisen karjen véarilld 1.

Jos vérittaisimme keskuskérjen naapurit kaikki samal-
la varilld, joksi voisimme valita vérin 2, niin ulkokehén
viisi kéarkea olisi véritettdava kaytettavissd olevilla vé-
reilld 1 ja 3:

Tama ei tietenkaddn ole mahdollista.

Siis kdrjen 1 naapureissa tadytyy esiintyd molempia vé-
reistd 2 ja 3. Ilman yleisyyden menettamistd voimme
valita, ettd varid 2 on esiinnyttdvd enemmaén kuin vé-
rid 3. Jos vari 3 esiintyisi tdsmélleen kerran, niin tal-
16in ulkokehélle tulee ainakin kahdesti véri 1 ja kerran
vari 3:

Mutta nyt alarivin kaksi kédrked tuottaisivat ilmeisen
ongelman, sillé ne olisi molemmat véritettava varilla 3.

Keskuskérjen naapureista siis kaksi on véritettava vé-
rilld 3 ja kolme varilla 2. Nyt meilld on kaksi tapausta
sen mukaan, miten vérilla 3 véritetyt naapurit sijoittu-
vat:

Mutta molemmissa tapauksissa molemmat alimmista
kahdesta kéarjestd olisi varitettava varillda 1, mikd on
mahdotonta. Taten Grotzschin graafin karkié ei voi vé-
rittdd vain kolmea vérid kiyttéen, ja olemme valmiit.

Ongelma 2

Miten edellisen numeron graafiartikkelissa’ annettua
vitstvarilauseen todistusta voi yksinkertaistaa, jos halu-
taankin osoittaa vain se heikompi tulos, ettd tasograafin
karjet voi varjatd kuudella varilla?

Ratkaisu. Kaytdmme viisivirilauseen todistusta seu-
raten induktiota graafin kirkien lukumééran suhteen.
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Jos tasograafillamme on enintdén kuusi kérkeéd, voi ne
selvisti varittda kuudella eri vérilld. Oletetaan sitten,
ettd N € Z, on sellainen, ettd tieddmme véitteen to-
deksi enintdén N kéarjen tasograafeille, ja otetaan tar-
kasteluun mielivaltainen N + 1 karked sisaltava taso-
graafi.

Jos tarkasteltava IV + 1 kérjen tasograafi ei ole yhte-
néinen, niin sen jokainen yhtenéinen osa sisiltda enin-
tadn N karked, ja yhtendiset osat voi varittda yksitel-
len erikseen enintddn kuutta vérid kayttden. Voimme
siis huoletta olettaa, ettd tarkastelemme N + 1 kérjen
yhteniista tasograafia.

Tieddmme, ettd tarkasteltavassa graafissa on jollain
kérjelld = enintddn viisi naapuria. Poistamme kérjen
x ja siihen liittyvét sdrmét hetkeksi, jolloin jiljelle jéa
N kérjen graafi, jonka kérjet voimme varittda kuudel-
la varilla halutulla tavalla. Lisédmme nyt kdrjen z ja
sithen liittyvét sdrmét takaisin graafiin. Jos voimme jo-
tenkin laajentaa vérityksen koskemaan kérked x, mah-
dollisesti véritysta sopivasti muokkaamalla, niin olem-
me valmiit.

Ja nyt olemme kohdassa, jossa todistus yksinkertaistuu
merkittavasti: nimittdin karki x voidaan aina varittaa
eri varilld kuin naapurinsa, yksinkertaisesti siksi, etté
silld on enintddn viisi naapuria, mutta véreja on kéy-
tettavissa kuusi.

Ongelma 3

Ovatko seuraavat graafit eri graafeja vai sama graafi?

O

Ratkaisu. Télla ongelmalla on oikein miellyttavé rat-
kaisu. Numeroidaan ensin vasemmanpuoleisen graafin
karjet 1,2, ..., 7, ja piirretdédn graafi sen jalkeen uudel-
leen siten, ettd kérjet laitetaan kehdén lavistédjid seu-

raillen:
1 1
2 7 3 6
3 6 5 4
4 5 7 2

Ja ndin saatiinkin tehtdvinannon oikeanpuoleinen
graafi!

Matematiikan hammastyttiava tehokkuuus luonnontieteissa

Nobelin fysiikan palkinnon saaja E. P. Wigner kirjoitti artikkelissa, jonka otsikko on Matematiikan

hémmaéstyttava tehokkuuus luonnontieteisséa:

"Matematiikan kielen ihmeellinen sopivuus fysiikan lakien formulointiin on suurenmoinen lahja, jota
emme ymmaérrd emmeké ansaitse, meidén tulisi olla kiitollisia siitd ja toivoa, ettd se pysyy voimassa
myo0s tulevaisuudessa ja ettd sitd voidaan laajentaa monille muillekin tieteen aloille, seurasi siita sitten

mielihyvaa tai hdmmennysta.”

N. Bourbakin artikkelissa "Matematiikan arkkitehtuuri” sanotaan:

"Nykyfysiikan viimeiset keksinnot ndyttavat vahvistavan, mitd odottamattomimmalla tavalla, kokeel-
lisesti havaittavien ilmididen ja matemaattisten struktuurien vélisen laheisen yhteyden. Kuitenkaan
emme tiedd yhtddn mitddn tdmén tosiasian perusteista ja ehkd emme koskaan tule tietdméaank&an.”
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