Solmu 2/2016

Pronssia Bustenista!

Viidennet Euroopan tyttojen matematiikkaolympialai-
set jérjestettiin 10.-16.4.2016 idyllisissd vuoristomai-
semissa Bustenissa, Romaniassa. Kilpailuun osallistui
kaikkiaan 147 kilpailijaa 38 eri maasta. Suomea edus-
tanut Ella Anttila Helsingin matematiikkalukiosta sai
pronssimitalin 14 pisteelld, kun mitaliraja oli 11 pistet-
ta. Lisda tietoa loytyy kilpailun kotisivuilta osoitteesta
https://www.egmo.org/egmos/egmo5/

Euroopan tyttojen matematiikkaolym-
pialaisten kilpailutehtavit 2016

1. Olkoon n pariton positiivinen kokonaisluku, ja ol-
koot x1,xa, ..., x, ei-negatiivisia reaalilukuja. Osoita,
etta

min (2f + i) < max (2zz541),
n j=1,....n

i=1,...,
MISSa Tp41 = 1.

2. Olkoon ABC'D jannenelikulmio, ja leikatkoot lévis-
tdjat AC ja BD pisteessic X. Olkoot C; janan CX
keskipiste, Dy janan DX keskipiste ja M janan CD
keskipiste. Suorat AD; ja BC1 leikkaavat pisteessd Y,
ja suora MY leikkaa lavistdjad AC pisteessd E ja la-
vistajaa BD pisteessd F', missd E ja F' ovat eri pistei-
td. Osoita, ettd suora XY sivuaa pisteiden E, F ja X
kautta kulkevaa ympyraé.

3. Olkoon m positiivinen kokonaisluku. Tarkastellaan
yksikkonelion muotoisista ruuduista koostuvaa 4m x

4m -taulukkoa. Kaksi eri ruutua liittyvdt toisiinsa, jos
ne ovat samalla rivilld tai samassa sarakkeessa. Mik&én
ruutu ei liity itseensd. Jotkin ruudut véiritetdén sini-
siksi niin, ettd jokainen ruutu liittyy ainakin kahteen
siniseen ruutuun. M&&ritd pienin mahdollinen méaéra
sinisia ruutuja.

4. Kaksi samanséateistd ympyrad w; ja ws leikkaavat
toisensa kahdessa eri pisteessd X7 ja Xs. Tarkastellaan
ympyrad w, joka sivuaa ympyrdd w; ulkopuolelta pis-
teessd 17, ja joka sivuaa ympyrdd ws sisdpuolelta pis-
teessd Ty. Osoita, ettd suorat X177 ja XoT5 leikkaavat
toisensa pisteessd, joka sijaitsee ympyran w kehalla.

5. Olkoot k ja n kokonaislukuja, joille £ > 2 ja k <
n < 2k — 1. Sijoitetaan n x n -Sakkilaudalle suorakai-
teen muotoisia laattoja, joista jokaisen mitat ovat joko
1 x k tai k x 1. Jokainen laatta peittda tédsmélleen k
ruutua, ja mitkdan kaksi laattaa eivit mene paallek-
kain. Tata jatketaan, kunnes laudalle ei voi enaé aset-
taa lisdé laattoja talld tavalla. Selvita jokaisille k ja n,
mikd on pienin mahdollinen mééra laattoja téllaisessa
laatta-asetelmassa.

6. Olkoon S niiden positiivisten kokonaislukujen n
joukko, joille jokin luvuista n? 4+ 1,n2 +2,...,n% 4+ 2n
on luvun n* tekiji. Osoita, etti joukossa S on direttd-
mén monta lukua, jotka ovat muotoa 7m, &arettomén
monta lukua muotoa 7m + 1, &arettomén monta lu-
kua muotoa 7m + 2, ddrettoméin monta lukua muotoa
Tm + 5 seké dérettdméan monta lukua muotoa 7m + 6,
mutta ei ainuttakaan lukua, joka olisi muotoa 7m + 3
tai 7m + 4, missd m on kokonaisluku.
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