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Aritmeettinen ja geometrinen keskiarvo

Anne-Maria Ernvall-Hytonen
Abo Akademi

Joulun aikoihin ryhdyin joinain yon pimeiné tunteina
pohtimaan riisipuuron manteliméaria. Sekd miné etta
vanhempani keittdéd riisipuuron harvinaisen harhaop-
pisesti: mina tdysin ilman manteleita, vanhempani hil-
littomalla mantelimdaralla. Jos siis vanhempieni keit-
tdmaéassa riisipuurossa on n mantelia annosta kohti ja
minun keittdmaésséni nolla, ja ihminen syé molempia
riisipuuroja yhden annoksen, on hénella keskimaérin
5 mantelia riisipuuroannoksessa. Téméa on aritmeetti-
nen keskiarvo, eli se keskiarvo, josta yleensd keskiar-
vojen yhteydessé puhutaan. Naiden lukujen geometri-
nen keskiarvo onkin vain nolla. Geometrinen keskiarvo
lasketaan kertomalla luvut keskenédén ja ottamalla sit-
ten tulosta niin mones juuri kuin tulossa tekijoita oli.
Téasséd tapauksessa siis v/n -0 = 0. Tassad tapauksessa
geometrinen keskiarvo on siis huomattavasti pienempi
kuin aritmeettinen. Itse asiassa voidaan todistaa, et-
ta epénegatiivisten lukujen aritmeettinen keskiarvo on
aina vdhintddn yhta suuri kuin geometrinen. Todiste-
taan tdmé tulos hetken kuluttua induktiolla. Ennen si-
td maédritellddn aritmeettinen ja geometrinen keskiar-
vo tasmaéllisesti sekd motivoidaan vihan, minkd ihmeen
vuoksi geometrinen keskiarvo edes on olemassa, eli mi-
ta silld voi tehda. Mantelien laskemiseen se nimittéin
lopulta on harvinaisen huono mittari.

Aritmeettinen keskiarvo

Lukujen aq,as,...,a, aritmeettinen keskiarvo maéri-

telladn lausekkeella

a1 +az+---+ay
. .

Tamaé soveltuu hyvin esimerkiksi manteliannosten las-
kemiseen: Jos syo kaksi annosta puuroa, molemmissa
5 mantelia, niin loppusumma on n mantelia, jonka saa
myo6s syomaélla esimerkiksi yhden mantelittoman ja yh-
den n mantelin annoksen, tai minké tahansa sellaisen
manteliannoksen yhdistelméé, joiden keskiarvo on 4

mantelia.

Geometrinen keskiarvo

Epénegatiivisten lukujen ai,aso,...,a, geometrinen

keskiarvo maéaritelldan lausekkeella

vai1a9 - Q.

Téassd on todellakin kriittistd, ettd luvut ovat epéne-
gatiivisia, silld jos esimerkiksi n = 2 ja luvuista toi-
nen negatiivinen ja toinen positiivinen, on geometri-
nen keskiarvo imaginédarinen, eikéd se kuvaa tilannetta
lainkaan. Jos taas esimerkiksi molemmat luvut olisi-
vatkin negatiivisia, olisi geometrinen keskiarvo positii-
vinen (nelidjuuri méaaritelladn positiiviseksi), eiké sel-
laisenkaan luvun voi ajatella kovin hyvin kuvaavan al-
kuperéisten lukujen suuruutta, silld tuntuisi mieletto-
malté, ettd mikdan keskiarvo olisi suurempi kuin alku-
peraiset luvut.
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Seuraava kysymys tietenkin on: Milloin olisi jarkevaa
kayttdd geometrista keskiarvoa aritmeettisen sijaan?
Onko téllaisia tilanteita? Ehka alkeellisin esimerkki
ovat korot: Tehdddn x euron pddomatalletus. Ensim-
maisen vuoden korkoprosentti on a % ja toisen vuoden
korkoprosentti on b %. Kuinka paljon rahaa on kahden
vuoden jilkeen? Vastaus on tietysti

x@nwg+&>

Jos haluttaisiin selvittda, mikd vuotuisen korkoprosen-
tin pitéisi olla, jos korkoprosentti olisi vakio, jotta péaas-
tdisiin samaan tuottoon, toimii geometrinen keskiarvo
ilmeisesti. Lukujen 1+ 155 ja 1+ Wbo geometrinen kes-

kiarvo on
a b
1+ — 1+ —
\/( +100) ( + 100)’

jolloin kahden vuoden jélkeen sdéstoja on

2
WWH&XH£):¢+&W+&)

Jos téssé yritettaisiin kdyttaad aritmeettista keskiarvoa,
mentdisiin metsdan ja rankasti:

(14 2%) + (14 25) _ g atb
2 200

ja talla luvulla kahden vuoden jélkeisen tuoton laske-
minen menisikin seuraavasti:

a+b\? a+b a+b\?
‘”(H 200) ””(H 100 +<200> )
joka ei ole sama kuin

x(1+%) <1+130)—x<1

paitsi jos a = b.

a+b n ab
100 10000 /)’

Aritmeettis-geometrinen epayhtilo

Aritmeettis-geometrinen epayhtélé voidaan muotoilla
seuraavasti: Olkoot aq, as, ..., a, epinegatiivisia koko-
naislukuja. Talloin

ap+az+---+ap
n

> Y/airaz - an,

ja yhtasuuruus vallitsee, jos ja vain jos a1 = ag = --- =
Q-

Aritmeettis-geometrinen epayhtéilé on hyvin tunnettu,
ja sille on useita erilaisia todistuksia. Sen voi todistaa
yksinkertaisella (ei simppelilld, vaan kertaalleen teh-
dylla) induktiolla (katso esimerkiksi Lehtisen Pieni kil-
pailumatematiikan opas [7]), Jensenin epéayhtalolla tai

kuten seuraavaksi teemme, kaksinkertaisella induktiol-
la. Kaksinkertainen induktio on todella tyylikéds: Ensin
todistetaan epédyhtélo kaikille kakkosen potensseille, ja
sen jalkeen osoitetaan, etté jos viite patee luvulla n+1,
niin se patee myos luvulla n.

Induktiossa tyypillisesti osoitetaan, ettd mikali viite
patee luvulla n, patee se myos luvulla n + 1, jolloin
alusta, luvusta n = 1 aloittaen voidaan edeté todeten,
ettd viitteen patemisestd, kun n = 1, seuraa, etté viite
péatee myos, kun n = 2, josta seuraa, ettd viite pétee,
kun n = 3, ja niin edelleen.

Aritmeettis-geometrisen epayhtalon todistuksessa kéay-
tetyn induktion filosofia on tosiaan toisenlainen, ensin
kasitellaan kakkosen potenssit, ja sitten laskeudutaan.
Tamaé tarkoittaa sité, ettéd jos haluttaisiin vaikkapa to-
distaa, ettd epéayhtalo pétee, kun n = 6, ei edettéisi-
kédan ketjussa

n=1—=sn=2=-n=3—-n=4—-n=5—-n==06
vaan ketjussa

n=1->n=2—-n=4—-n=8—>n=7—->n=~0.

Aritmeettis-geometrisen epiayhtilon to-
distus

Keskitytdan nyt todistamaan aritmeettis-geometrisen
epayhtalon suuruusjérjestys. Tarkastellaan lopuksi yh-
teenvedossa sitd, miksi itse asiassa yhtdsuuruus voi val-
lita, jos ja vain jos kaikki luvut ovat yhté suuria.

Ensimmainen induktio

Ensimmaisen induktion tehtédvéd on siis todistaa véite
kaikille luvun 2 potensseille. Aloitetaan luvusta 1 = 2°:
Viite pétee nyt ilmeisesti:

\1/5:@:%

Joudumme liséksi osoittamaan viitteen luvulle 2 = 21,
koska taté tarvitaan todistuksen rakentamisessa. Osoi-
tetaan siis, etta

“;bzm.

Epéyhtdlon molemmat puolet ovat epdnegatiivisia, jo-
ten epayhtélo voidaan puolittain neliéida ja saadaan
yhtéapitava epayhtalo:

2 2 2
a —|—b4—|—2ab:<a—2|—b> Z\/%Z:ab.

Tama epayhtélo on puolestaan yhtapitavé epayhtalon

a® + b? >afb
4 - 2
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kanssa, mutta tdmé epayhtdlé onkin sama kuin

2 2 2
a®*+b _ab:<a_b) >0,

4 2 2 2

mikéa on tosi.

Tehdiin nyt induktio-oletus: Viite pétee luvulla 2%, eli
etta

a; +ag + -+ ask ok

> A/araz - - age,
ok

kun luvut ai,as,...,asr ovat mitd tahansa epédnega-
tiivisia reaalilukuja. Osoitetaan seuraavaksi, etta véite
pétee myos luvulla 25+ eli ettd

k
Z 2 +\1/a1a2 c ot Agk+1,

kun luvut aq,asg, ..., ask+1 ovat mitd tahansa epinega-
tiivisia reaalilukuja. Huomataan, etté

aj; +ag + -+ + Agk+1
ok

a1+ ag + -+ -+ agk+1
2k+1

a1t+asz+-~+a,g Aok 1F 0ok ot Fa5k41
_ 2k + 2k
2
k .
2\/a1a2 s Qok + 2{/a2k+1a2k,+2 c e Qok+1
- 2

Y

k k
\/2\/a1a2~-~a2k . 2\/a2k+1a2k+2"'a2k+1
= 2k+1/ala2 © s Qok+1,

ja ensimmaéinen induktio onkin valmis.

Toinen induktio

Toisen induktion tehtdva on siis osoittaa, ettd mikali
vaite patee luvulla n + 1, patee viite myos luvulla n.

Huomataan aluksi, ettd alkuaskel on jo hoidettu ensim-
méiselld induktiolla. Voidaan siis saman tien muotoilla
induktio-oletus: Viite pétee luvulla n + 1, eli etté

ar +az+ -+ an41
ntl > "h/a1ag - Apya,

n+1
kun luvut as,aq,...,a,+1 ovat mitd tahansa epdnega-

tiivisia reaalilukuja.

Induktioviite on siis nyt, etta viite patee luvulla n, eli
etta

ar+az+---+ap

> Yaraz - an,
n

kun luvut aq,as,...,a, ovat mitd tahansa epénegatii-
visia reaalilukuja. Tama on nyt todistettava. Manipu-
loidaan ja hyédynnetdédn induktio-oletusta. Saadaan

ar+az+ - +an

n
(e tag o ag) + (e Fag -+ ap)
N n
Cartagttan+i(atay++ap)
B n+1
< n+§/01a2"'an(a1+a2+"'+an).

n

Siispé

apt+az+---ap
n

n/(n+1)
> Z 71+1/a1a2 Q-

n+1

Puolittain potenssiin *= korottamalla saadaan

ay+az+---+an
n

2 Y/araz - an,

ja todistus on valmis.

Yhteenveto induktioista

Induktiot yhteensd kattavat kaikki mahdolliset posi-
tiiviset kokonaisluvut, silld ensimméiselld induktiolla
paastdan mihin tahansa kakkosen potenssiin, ja toisel-
la induktiolla padstddn mistd tahansa luvusta alaspéin.
Siispé, jos halutaan todistaa aritmeettis-geometrinen
epayhtalo luvulle n, riittdé ensin todistaa se ensimmaéi-
sen induktion avulla sellaiselle luvulle 2%, joka toteut-
taa ehdon 2¥ > n, ja tamén jilkeen laskeudutaan lu-
kuun n.

Vield pitdd kéasitelld yhtadsuuruus. Huomataan, ettd yh-
tdsuuruus péatee triviaalisti, kun kaikki luvut ovat yh-
téd suuria. Silloin aritmeettinen ja geometrinen keskiar-
vo ovat yhtd suuria. Perustellaan nyt, miksi milloin-
kaan muulloin aritmeettinen ja geometrinen keskiarvo
eivat voi olla yhté suuria. Huomataan, etté tapauksessa
n = 2 kaytettiin epayhtaloa

a b\’
( : 2) >0,
Téassé epayhtidlossd yhtasuuruus patee selvéisti, jos ja
vain jos @ = b. Tétéd askelta puolestaan tarvittiin to-
distamaan epéyhtalé kakkosen potensseille, joten sa-
ma ominaisuus periytyi niille, ja lopulta vield toises-
sa induktiossa. (Harjoitustehtéviksi jatetaéan tarkistaa
paattelyketjun pitévyys.)

Niille, jotka haluavat lukea lisaa

Epéyhtéloista 10ytyy paljon mukavia teksteja. Matema-
tiikan olympiavalmennuksen sivulta 16ytyy esimerkiksi
Esa Vesalaisen kdantama Paul Vaderlindin epéayhtalo-
moniste [8] seké allekirjoittaneen ja Jari Lappalaisen
moniste [5]. Edistyneempéé materiaalia kaipaavalle so-
pii esimerkiksi Kedlayan A < B [4]. Solmu-lehdessé
Halmetoja on kirjoittanut teksteja epayhtaloista, ku-
ten [1] ja [2].
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http://artofproblemsolving.com/articles/
files/Kedlayalnequalities.pdf

Verkko-Solmun oppimateriaalit

http://matematiikkakilpailut.fi/
kirjallisuus/vaderlind.pdf

Osoitteesta matematiikkalehtisolmu.fi/oppimateriaalit.html 16ytyvét oppimateriaalit:

Ensiaskeleet Einsteinin avaruusaikaan, osa 1: Kinematiikka: aika, paikka ja liike (Teuvo Laurinolli)

Ensiaskeleet Einsteinin avaruusaikaan, osa 2: Dynamiikka: liikelait, liikem&éra ja energia (Teuvo Laurinolli)

Kilpailumatematiikan opas (Matti Lehtinen)
Geometrian perusteita (Matti Lehtinen)
Geometria (K. Viisila)

Lukualueiden laajentamisesta (Tuomas Korppi)

Jaksolliset desimaaliesitykset algebrallisesta nakokulmasta (Jaska Poranen ja Pentti Haukkanen)

Algebra (Tauno Metsénkyld ja Marjatta Nadténen)

Algebra (K. Vaisild)

Matemaattista fysiikkaa lukiolaiselle 1: Mekaniikkaa (Markku Halmetoja ja Jorma Merikoski)

Matemaattista fysiikkaa lukiolaiselle 2: Sdhkooppia (Markku Halmetoja ja Jorma Merikoski)

Lukuteorian helmia lukiolaisille (Jukka Pihko)

Matematiikan peruskésitteiden historia (Erkki Luoma-aho)

Matematiikan historia (Matti Lehtinen)

Reaalianalyysié englanniksi (William Trench)
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